
ZADANIA Z FUNKCJI ZMIENNEJ ZESPOLONEJ

Zadanie 1.

Sprawdzi¢, 
zy podana funk
ja g(x, y) jest harmoni
zna; je±li jest, znale¹¢ funk
j� holo-

mor�
zn¡ f(z), której 
z�±
i¡ rze
zywist¡ jest g(x, y). Czym od f(z) ró»ni si� funk
ja

f̃(z), której g(x, y) jest 
z�±
i¡ urojon¡?

a) g(x, y) = x2 − y2 − 2y − 8xy ,

a) g(x, y) = 3x2 + x3 + 6x2y − 3xy2 − 3y2 − 2y3 ,

b) g(x, y) =
2x+ y

x2 + y2
,

d) g(x, y) =
2xy

(x2 + y2)2
,

e) g(x, y) =
e−x

x2 + y2
(x cos y + y sin y) ,

f) g(x, y) = e2x [−2xy(cos2 y − sin2 y)− 2(x2 − y2) sin y cos y] ,

Znale'z¢ warunki Cau
hy'ego-Riemanna, jakie musi speªnia¢ funk
ja f(r, ϕ) = u(r, ϕ) +
iv(r, ϕ), aby by¢ funk
j¡ holomor�
zn¡.

Zadanie 2.

Znale¹¢ wszystkie rozwi¡zania równania

a) cos z = 2i ,

b) sin z = 3i ,

c) z = (2i)i ,

Zadanie 3.

Rozpisuj¡
 na zwykªe 
aªki rze
zywiste (tj. pisz¡
 dz = dx + idy oraz f(z) = P (x, y) +
iQ(x, y), et
.), obli
zy¢:
a) 
aªk� z sin z po prostej od punktu z1 = 0 do z2 = 1 + i,
b) 
aªk� z funk
ji z ez/a po póªokr�gu o promieniu R ª¡
z¡
ym punkty z1 = R i z2 = −R.


) 
aªk� z funk
ji f(z) = 1/(4 − z2) po okr�gu o ±rodku w z = 0 i promieniu R = 1 w

kierunku prze
iwnym do ru
hu wskazówek zegara,

d) 
aªk� z funk
ji f(z) = 1/(4 − z2) po okr�gu o ±rodku w z = 0 i promieniu R = 4
(kierunek jak wy»ej),

e) 
aªk� z funk
ji f(z) = 1/(4 − z2) po okr�gu o ±rodku w z = 2 i promieniu R = 3
(kierunek jak wy»ej),

f) 
aªk� z funk
ji f(z) = 1/(4− z2) po okr�gu o ±rodku w z = −2 + i i promieniu R = 2
(kierunek jak wy»ej),

g) 
aªk� z funk
ji f(z) = 1/z(z− i) po konturze skªadaj¡
ym si� z 3/4 okr�gu o promieniu



R = 2 i ±rodku w z = 0 biegn¡
ego od punktu z1 = 2 do punktu z2 = 2i oraz z od
inka

ª¡
z¡
ego z2 i z1.
W 
aªka
h z punktów 
), d), ... trzeba b�dzie przypomnie¢ sobie 
aªkowanie funk
ji

wymierny
h, który
h argumentami s¡ funk
je trygonometry
zne (niektóre rze
zy trzeba

sobie 
o jaki± 
zas od±wie»a¢...); wyniki nale»y skonfrontowa¢ z twierdzeniami o 
aªka
h

z funk
ji zespolony
h.

Zadanie 4.

Korzystaj¡
 tylko z twierdzenia wielkiego Augusta

1

o
zywi±
ie Cau
hy'ego (i ewentual-

nie tego, »e kontur 
aªkowania, w obr�bie obszaru, w którym funk
ja jest holomor�
zna,

mo»na dowolnie deformowa¢) obli
zy¢

a) 
aªk� z 1/[(1− z) sin z] po okr�gu o ±rodku w z = 0 i promieniu R = 1/2,
b) 
aªk� z 1/[(1− z) sin z] po okr�gu o ±rodku w z = 1 + i/2 i promieniu R = 1,

) 
aªk� z 1/[(1− z) sin z] po okr�gu o ±rodku w z = π − i/2 i promieniu R = 1,
d) 
aªk� z z2/(z3 + 1) po okr�gu o ±rodku w z = −1 i promieniu R = 1,
e) 
aªk� z 1/[(z2 + 1) sin z] po okr�gu o ±rodku w z = 0 i promieniu R = 2,
f) 
aªk� z z/(z3 − z2 − z + 1) po okr�gu o ±rodku w z = 0 i promieniu R = 2,
g) 
aªk� z 1/[(z − π/2)2 cos z] po okr�gu o ±rodku w z = π/2 i promieniu R = 1,

Zadanie 5.

Rozwin¡¢ w szereg Wawrzusia funk
j� (wypisa¢ 
ztery pierwsze nieznikaj¡
e wyrazy roz-

wini�
ia)

a) f(z) = 1/(z − i) wokóª punktu z = 0 w pier±
ieniu 0 < |z| < 1,
b) f(z) = 1/(z − i) wokóª punktu z = 0 w pier±
ieniu 1 < |z| < ∞,


) f(z) = z2/(z − i) wokóª punktu z = i w pier±
ieniu 1 < |z| < ∞,

d) f(z) = z/(z − i) wokóª punktu z = 1 w pier±
ieniu |z − 1| <
√
2,

e) f(z) = z/(z − i) wokóª punktu z = 1 w pier±
ieniu

√
2 < |z − 1| < ∞,

f) f(z) = 1/[(z − 1)(z − 2)] wokóª punktu z = 0 w kolejny
h pier±
ienia
h,

g) f(z) = 1/[(z − 1)(z − 2)] wokóª punktu z = 1 w kolejny
h pier±
ienia
h,

h) f(z) = ((z − a)/(z − b))2 wokóª punktu z = a w kolejny
h pier±
ienia
h,

i) f(z) = 1/ cos z wokóª punktu z = 0 w pier±
ieniu 0 < |z| < 1

2
π,

j) f(z) = exp (z/(1− z)) wokóª punktu z = 0 w pier±
ieniu 0 < |z| < 1,
k) f(z) = exp (z/(1 − z)) wokóª punktu z = 0 w pier±
ieniu 1 < |z| < ∞,

l) f(z) = 1

2
ln[(z + a)/(z − a)] wokóª punktu z = 0 w pier±
ieniu a < |z| < ∞,

m) f(z) = 1

2
ln[(z + a)/(z − a)] wokóª punktu z = 0 w pier±
ieniu 0 < |z| < a.

W dwu ostatni
h punkta
h trzeba uwa»a¢, bo wprawdzie logarytm niby ten sam, ale to

jest jednak w ty
h dwu punkta
h inna funk
ja: aby mo»na byªo rozwija¢ dla |z| > a, 
i�
ie
pªasz
zyzny zespolonej zmiennej z musi bie
 od −a do +a; aby za± sens miaªo rozwini�
ie

dla 0 < |z| < a, funk
ja musi by¢ zde�niowana w oto
zeniu z = 0, 
zyli 
i�
ia trzeba

np. poprowadzi¢ od ka»dego z punktów z = a i z = −a do niesko«
zono±
i odpowiednio

1

Mimo zbli»aj¡
y
h si� �wi¡t nie myli¢ go z Oktawianem Augustem (tym, o którym ±piewa (gdzie?)

tenor-ewangelista: �Es bagab si
h aber zu der Zeit daβ ein Gebot von dem Kaiser Augusto ausging...�).



wzdªu» dodatniej i ujemnej póªosi.

2

Zadanie 6.

Znale¹¢ residua funk
ji

3

we wszystki
h punkta
h, w który
h ma ona osobliwo±
i. W miar�

mo»no±
i zale
a si� znalezienie residuum zarówno przez rozwijanie w odpowiedni szereg

Wawrzusia, jak te» i ze wzoru

resf(z)|z=z0
= lim

z→z0

1

(n− 1)!

dn−1

dzn−1
[(z − z0)

nf(z)]

(je±li osobliwo±¢ jest biegunem rz�du n).
a) f(z) = (z4 + z3 + 2)/[(z + 1)(z2 + 4)],
b) f(z) = 1/(z3 − z5),

) f(z) = 1/(z2 + 1)4,
d) f(z) = eimz/(z2 + a2)3,
e) f(z) = ctg3z,
f) f(z) = 1/(z4 − 2z3 + 2z2 − 2z + 1),
g) f(z) = ez

2

/[z2(z − 1)],
h) f(z) = ez/(1− z4),
i) f(z) = 1/[z2 sin(z2)],
j) f(z) = cos(z)/(1− cos z),
k) f(z) = z tgz/[(z + π/2) cos 2z],
l) f(z) = z e1/z,
m) f(z) = sin(z/(z + 1)).

Zadanie 7.

Posªuguj¡
 si� metod¡ residuów obli
zy¢ 
aªki

a)

∫

dz (z3 − z) e1/z po okr�gu o ±rodku w z = 1 + i i promieniu R = 2,
b)

∫

dz ez/[z2(z2 + 4)] po okr�gu o ±rodku w z = i/2 i promieniu R = 1,


)

∫

dz ez
2+z/[z3(z2 + 4)2] po okr�gu o ±rodku w z = i i promieniu R = 2,

d)

∫

2π

0
dθ/(1 + ε sin θ), dla |ε| < 1,

e)

∫∞

−∞
dz/(z3 − 4iz − z − 6i) (Caªka z funk
ji zespolonej po osi rze
zywistej - a 
zemu»

by nie? Czy domkni�
ie konturu niesko«
zonym póªokr�giem w górnej póªpªasz
zy¹nie i

w dolnej daje to samo?)

f)

∫

2

−∞
dx/(2x2 − 8x+ 11),

2

Zapewne, daªoby si� je poprowadzi¢ od −a do +a po jakim± ªuku, np. wzdªu» póªokr�gu o ±rodku

w z = 0 i promieniu R = a. Zwykle si� tak tego nie robi, ale mog¡ Pa«stwo popróbowa¢: mo»na np.

obli
zy¢ ±
i±le f(z) dla jakiego± z, np. z = i/2 i porówna¢ z wynikiem sumowania otrzymanego w wyniku

rozwijania szeregu, który mo»na zsumowa¢ np. programem Mathemati
a (potem si� nau
zymy sumowa¢

szeregi r�
znie wykorzystuj¡
 twierdzenie o residua
h i wtedy ju» b�dzie mo»na szale¢ na 
aªego!).

3

Za pisanie bohomazów j�zykowy
h w rodzaju �Dla funk
ji f znale¹¢ zera, 
zy residua� (nader 
z�sto

spotykany
h w materiaªa
h do ¢wi
ze«, 
zy zadania
h domowy
h, a tak»e, niestety!, w ksi¡»ka
h - 
o

dowodzi tego, »e redaktorki PWN nie maj¡ wymagany
h kwali�ka
ji - np. w me
hani
e Landaua i

Lifszy
a znajdujemy �tensor bezwªadno±
i dla b¡ka� itp...) powinno si� rozstrzeliwa¢!



g)

∫∞

−1
dx/(x2 + 2x+ 2)3,

h) P
∫∞

−∞
dx/(x3 − x2 + 4x− 4); P ozna
za warto±¢ gªówn¡ 
aªki, 
zyli w tym przypadku

limδ→0(
∫

1−δ

−∞
+
∫∞

1+δ
); nale»y obli
zy¢ 
aªk� po konturze biegn¡
ym po osi rze
zywistej (do-

mkni�tym niesko«
zonym póªokr�giem w górnej lub dolnej póªpªasz
zy¹nie) ale maj¡
ym

póªkoliste �wypu
zenie� o promieniu δ > 0 nad punktem x = 1,
i) P

∫∞

−∞
dx/[(x+ 1)(x2 + 1)2],

j)

∫∞

−∞
dx cos(|a|(x − 1))/(x2 + |b|2), (nie zapomnie¢ o dowodzie znikania 
aªki po póª-

okr�gu),

k)

∫∞

−∞
dx cos(|a|x)/(x2 + |b|3),

�y
z¡
 Pa«stwu Wesoªy
h �wi¡t 
h
� jesz
ze powiedzie¢, »e tro
h� dodatkowy
h zada« z


aªkowania mo»na znale¹¢ w drugim tomie wielkopomnego dzieªka Krysi
kiego i Wªodar-

skiego, a sporo bardziej �ku±ny
h 
aªek (z logarytmów, 
zy z wykorzystaniem kon
eptu

residuum w niesko«
zono±
i) zebraªem w takim skryp
ie, który gdzie± tam powinien by¢

w sie
i dost�pny.



Odpowiedzi

Do zadania 1

a) f(z) = (1 + 4i)z2 + 2iz,
b) f(z) = (1− 2i)z3 + 3z2,

) f(z) = (2 + i)/z,
d) f(z) = i/z2,
e) f(z) = (1/z)e−z

,

f) f(z) = iz2e2z ,
Z funk
j¡ f(z) funk
ja f̃(z), której g(x, y) byªaby 
z�±
i¡ urojon¡ (zamiast rze
zywist¡)

wi¡»e si� prostym wzorem: f̃(z) = if(z).

Do zadania 2

a) z = x+iy, gdzie y = − ln(2+
√
5), a x = π

2
+2πk lub y = − ln(−2+

√
5), a x = −π

2
+2πk

(w obu przypadka
h k ∈ Z).

b) z = x+ iy, gdzie y = − ln(−3+
√
10), a x = 2πk lub y = − ln(3+

√
10), a x = π+2πk

(w obu przypadka
h k ∈ Z).


) z = x+ iy, gdzie x = e−
π

2
+2πk cos(ln 2), y = e−

π

2
+2πk sin(ln 2) (k ∈ Z).

Do zadania 3

a) 1− cos 1 ch1− i sin 1 sh1,
b) a

[

−(R + a)e−R/a − (R− a)eR/a
]

,


) 0,
d) 0,
e) −iπ/2,
f) iπ/2,
g) 2π.

Do zadania 4

a) 2πi,
b) −2πi/ sin 1,

) −2πi/(π − 1),
d) 2πi/3,
e) 2πi(1− 1/sh1),
f) πi/,
g) −πi/3.

Do zadania 5

a) f(z) = i+ z − iz2 − z3 + . . . = i
∑∞

n=0
(z/i)n,

b) f(z) = 1/z − i/z2 − 1/z3 − i/z4 = (1/z)
∑∞

n=0
(i/z)n,


) f(z) = (z − i) + 2i− 1/(z − i) (wynik ±
isªy),

d) f(z) = 1

2
(1 + i) + 1

2
(z − 1)− 1

4
(1 + i)(z − 1)2 + i

4
(z − 1)3 + . . .,

e) f(z) = 1− i/(z − 1) + (1− i)/(z − 1)2 + 2/(z − 1)3 + . . .,



f) dla |z| < 1: f(z) =
∑∞

k=0
(1 − 2−k−1)zk; dla 1 < |z| < 2: f(z) = −∑∞

k=1
z−k −

∑∞
k=0

2−k−1zk; dla 2 < |z|: f(z) =
∑∞

k=1
(2k−1 − 1)z−k

,

g) dla |z − 1| < 1: f(z) = −1/(z − 1) − 1 − (z − 1) − (z − 1)2 − (z − 1)3 + . . .; dla

1 < |z − 1| < ∞: f(z) =
∑∞

k=2
(z − 1)−k

,

h) dla |z − a| < |b − a|: f(z) =
∑∞

k=2
(k − 1)[(z − a)/(b − a)]k; dla b − a| < |z − a|:

f(z) =
∑

0

k=−∞(1− k)[(z − a)/(b− a)]k,
i) f(z) = 1 + 1

2
z2 + 5

24
z4 + 61

720
z6 + . . .

j) f(z) = 1 + z + 3

2
z2 + 13

6
z3 + . . .

k) f(z) = (1/e)(1− 1/z − 1/(2z2)− 1/6z3 + . . .
l) f(z) =

∑∞
k=0

(1/(2k + 1))(a/z)1k+1
, przy 
i�
iu biegn¡
ym od −a do +a po osi rze
zy-

wistej,

m) f(z) = iπ
2
+
∑∞

k=0
(1/(2k + 1))(z/a)2k+1

, przy dwu 
i�
ia
h biegn¡
y
h od −a do −∞
po ujemnej póªosi i od +a do +∞ po osi rze
zywistej.

Do zadania 6

a) z = −1 biegun prosty, res= 2/5; z = 2i biegun prosty, res= −11/5 − i/10; z = −2i
biegun prosty, res= −11/5 + i/10,
b) z = 0 biegun trze
iego rz�du, res= 1; z = ±1 bieguny proste, res= −1/2 (w obu),


) z = ±i bieguny 
zwartego rz�du, res= ∓5i/32,
d) z = ia biegun trze
iego rz�du, res= (−i/16a5)e−am(3 + 3am + a2m2); z = ia biegun

trze
iego rz�du, res= (+i/16a5)e−am(3− 3am+ a2m2),
e) z = kπ bieguny proste, res= −1 we wszystki
h (periody
zno±¢!) f) z = 1 biegun dru-

giego rz�du res= −1/2, z = ±i,
bieguny proste res= 1/4 (w obu),

g) z = 0 biegun drugiego rz�du, res= −1; z = 1 biegun prosty res= e = 2, 71828,
h) z = ±1 bieguny proste, res= ∓(1/4)e±1

; z = ±i biegun prosty res= ∓(i/4)e±i
,

i) z = 0 biegun 
zwartego rz�du, res= 0; z = ±
√
kπ bieguny proste res= (−1)k/(2π3/2),

j) z = 2kπ bieguny proste, res= 0 (we wszystki
h - parzysto±¢ funk
ji 
osinus plus perio-

dy
zno±¢!) k) z = −π
2
biegun drugiego rz�du, res= 1; z = π

2
+ nπ (dla n 6= −1) bieguny

proste, res= (1 + 2n)/(2 + 2n); z = π
4
+ nπ

2
bieguny proste, res= −(1 + 2n)/(6 + 4n);

l) z = 0 punkt istotnie osobliwy, res= 0 (bo 10n− 1 6= 1),
m) z = −1 punkt istotnie osobliwy, res= − cos(1) (a Mathemati
a pada na tym...)

Do zadania 7

a) −(11/12)πi,
b) i(π/2),

) i(π/8) + π[i(3/32) + (1/64)]e−4+2i

,

d) 2π/
√
1− ε2,

e) i(π/6) obydwoma sposobami,

f) π/
√
24,

g) (3/16)π,
h) −(π/10),
i) π/2,



j) π e−|ab| cos(|a|)/|b|,
k) π e−|ab|(3 + 3|ab|+ |ab|2)/8|b|5


