ZADANIA Z FUNKCJI ZMIENNEJ ZESPOLONEJ

Zadanie 1.

Sprawdzi¢, czy podana funkcja g(x,y) jest harmoniczna; jesli jest, znalezé funkcje holo-
morficzng f(z2), ktorej czeScig rzeczywista jest g(z,y). Czym od f(z) rézni si¢ funkcja
f(2), ktorej g(x,y) jest czescia urojona?

a)  g(z,y) =2 -y’ -2y — Sy,
a) g(z,y) = 32% + 2° + 62y — 32y® — 3y* — 2%,
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) 9wy =5 2
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d) 9(1’79) = m,
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e)  g(z,y)= (zcosy +ysiny),

x? + y?
) glay) =¥ [-2ay(cos’y — sin’y) — 2(2” — y®) siny cosy]
Znale’z¢ warunki Cauchy’ego-Riemanna, jakie musi spetniaé¢ funkcja f(r, o) = u(r, ) +

iv(r, ), aby by¢ funkcja holomorficzna.

Zadanie 2.
Zmalez¢ wszystkie rozwigzania rOwnania,

a) cosz = 2i,
b) sinz = 3i,
c) z = (24",

Zadanie 3.

Rozpisujac na zwykle calki rzeczywiste (tj. piszac dz = dx + idy oraz f(z) = P(x,y) +
iQ(x,y), etc.), obliczy¢:

a) caltke z sin z po prostej od punktu z; =0 do 2o = 1 + 1,

b) catke z funkcji ze*/* po potokregu o promieniu R taczacym punkty z; = R1i 2 = —R.
¢) calke z funkcji f(z) = 1/(4 — 2?) po okregu o srodku w z = 0 i promieniu R = 1 w
kierunku przeciwnym do ruchu wskazoéwek zegara,

d) calke z funkcji f(z) = 1/(4 — 2?) po okregu o srodku w 2z = 0 i promieniu R = 4
(kierunek jak wyzej),

e) catke z funkcji f(2) = 1/(4 — 2%) po okregu o $rodku w z = 2 i promieniu R = 3
(kierunek jak wyzej),

f) caltke z funkcji f(z) = 1/(4 — 2?) po okregu o srodku w 2 = —2 + i i promieniu R = 2
(kierunek jak wyzej),

g) calke z funkeji f(z) = 1/2(z —1) po konturze sktadajacym sie z 3/4 okregu o promieniu



R =21 érodku w z = 0 biegnacego od punktu z; = 2 do punktu 2z, = 27 oraz z odcinka
taczacego 29 1 2.

W calkach z punktow c), d), ... trzeba bedzie przypomnie¢ sobie calkowanie funkcji
wymiernych, ktorych argumentami sa funkcje trygonometryczne (niektore rzeczy trzeba
sobie co jaki$ czas od$wiezac...); wyniki nalezy skonfrontowaé¢ z twierdzeniami o catkach
z funkcji zespolonych.

Zadanie 4.

Korzystajac tylko z twierdzenia wielkiego Augustal oczywiscie Cauchy’ego (i ewentual-
nie tego, ze kontur catkowania, w obrebie obszaru, w ktérym funkcja jest holomorficzna,
mozna dowolnie deformowac) obliczy¢

a) catke z 1/[(1 — z) sin 2| po okregu o srodku w z = 0 i promieniu R = 1/2,

b) catke z 1/[(1 — z) sin 2] po okregu o §rodku w z =1+ 4/2 i promieniu R = 1,

c) catke z 1/[(1 — z) sin z] po okregu o srodku w z = 7 — /2 i promieniu R = 1,

d) catke z 22/(2* + 1) po okregu o Srodku w 2 = —1 i promieniu R = 1,

e) catke z 1/[(2% + 1) sin z] po okregu o srodku w z = 0 i promieniu R = 2,

f) caltke z z/(2® — 22 — 2+ 1) po okregu o srodku w z = 0 i promieniu R = 2,

g) calke z 1/[(z — m/2)% cos 2] po okregu o srodku w 2z = 7/2 i promieniu R = 1,

Zadanie 5.

Rozwina¢ w szereg Wawrzusia funkcje (wypisa¢ cztery pierwsze nieznikajace wyrazy roz-
winiecia)

a) f(z) =1/(z — 1) wokol punktu z = 0 w pierscieniu 0 < |z| < 1,

b) f(z) = 1/(z — i) wokot punktu z = 0 w pierScieniu 1 < |z| < oo,
¢) f(2) = 2%*/(z — i) wokol punktu z = i w pierscieniu 1 < |z| < oo,
d) f(z) = z/(z — i) wokél punktu z = 1 w pierscieniu |z — 1] < v/2,
e) f(

2) = z/(z — 1) wokot punktu z = 1 w pierécieniu v/2 < |z — 1| < o0,
) =1/[(# — 1)(z — 2)] wokol punktu z = 0 w kolejnych pier$cieniach,
g) f(z) =1/[(z — 1)(z — 2)] wokol punktu z = 1 w kolejnych pierscieniach,
h) f(2) = ((z — a)/(z — b))? wokot punktu 2z = a w kolejnych pierscieniach,
= 1/ cos z wokot punktu z = 0 w pierscieniu 0 < |z| < %71’,
= exp (2/(1 — z)) wokol punktu z = 0 w pierscieniu 0 < |z| < 1,
k) f(z) =exp(z/(1 — z)) wokot punktu z = 0 w pierscieniu 1 < |z] < oo,
1) f(2) = £In[(z 4+ a)/(z — a)] wokol punktu z = 0 w pierscieniu a < |z| < o0,
m) f(z) = +In[(z + a)/(z — a)] wokol punktu z = 0 w pierscieniu 0 < |z| < a.
W dwu ostatnich punktach trzeba uwazac¢, bo wprawdzie logarytm niby ten sam, ale to
jest jednak w tych dwu punktach inna funkcja: aby mozna bylo rozwijac dla |z| > a, ciecie
plaszczyzny zespolonej zmiennej z musi biec od —a do +a; aby za$ sens miato rozwiniecie
dla 0 < |z| < a, funkcja musi byé¢ zdefiniowana w otoczeniu z = 0, czyli ciecia trzeba

np. poprowadzi¢ od kazdego z punktow z = a i 2 = —a do nieskonczonosci odpowiednio

IMimo zblizajacych si¢ Swigt nie myli¢ go z Oktawianem Augustem (tym, o ktoérym $piewa (gdzie?)
tenor-ewangelista: “Es bagab sich aber zu der Zeit daf ein Gebot von dem Kaiser Augusto ausging...”).



wzdtuz dodatniej i ujemnej potosi.?

Zadanie 6.

Znalez¢ residua funkcji® we wszystkich punktach, w ktorych ma ona osobliwo$ci. W miare
moznos$ci zaleca sie znalezienie residuum zarOéwno przez rozwijanie w odpowiedni szereg
Wawrzusia, jak tez i ze wzoru

resf(z)[,_,, = lim n _1 il Cfn__l [(z = 20)" f(2)]

Z—20

(jesli osobliwos$¢ jest biegunem rzedu n).
2) £(z) = (' + 2+ 2)/[(z + 1)(2 + 4)],

b) £(2) = 1/( - 29),

) (2) = 1/( + 1)1,

d) f(z) = €™ /(* + a?)?,

e) f(z) = ctg’z,

f) f(z)=1/(z" =223+ 222 — 22+ 1),
g) f(z

0s(z)/(1 — cos 2),

k) f(z) = ztgz/[(z + 7/2) cos 2z2],
D) f(z) = ze'/?,

m) f(z) =sin(z/(z + 1)).

Zadanie 7.

Postugujac sie metoda residuéw obliczy¢ catki

a) [dz (2% — z) e’* po okregu o §rodku w z = 1+ i i promieniu R = 2,

b) [dze*/[z*(2* + 4)] po okregu o srodku w z = i/2 i promieniu R = 1,

c) [dze®* % /[23(2* + 4)%] po okregu o $rodku w z = i i promieniu R = 2,

d) [77d8/(1 +esinf), dla |¢| < 1,

e) [7o.dz/(z* — 4iz — z — 6i) (Calka z funkcji zespolonej po osi rzeczywistej - a czemuz
by nie? Czy domkniecie konturu nieskoniczonym poétokregiem w gornej polptaszezyznie i
w dolnej daje to samo?)

£) [?_dv/(22% — 8z +11),

2Zapewne, datoby sie je poprowadzi¢ od —a do +a po jakims§ tuku, np. wzdluz potokregu o $rodku
w z = 0 i promieniu R = a. Zwykle sie tak tego nie robi, ale moga Panstwo poprébowaé¢: mozna np.
obliczy¢ $cisle f(z) dla jakiego$ z, np. z = i/2 i poréwnaé z wynikiem sumowania otrzymanego w wyniku
rozwijania szeregu, ktory mozna zsumowaé np. programem Mathematica (potem si¢ nauczymy sumowaé
szeregi recznie wykorzystujac twierdzenie o residuach i wtedy juz bedzie mozna szale¢ na calego!).

3Z7a pisanie bohomazéw jezykowych w rodzaju “Dla funkcji f znalezé zera, czy residua’ (nader czesto
spotykanych w materiatach do ¢wiczen, czy zadaniach domowych, a takze, niestety!, w ksiazkach - co
dowodzi tego, ze redaktorki PWN nie maja wymaganych kwalifikacji - np. w mechanice Landaua i
Lifszyca znajdujemy “tensor bezwladnosci dla baka” itp...) powinno sie rozstrzeliwacd!



g) ffjdx/(xz + 2z + 2)3,

h) P [7 dx/(x® — 2® + 42 — 4); P oznacza wartos¢ glowna calki, czyli w tym przypadku
lim_o( f_l;f + flci 5); nalezy obliczy¢ catke po konturze biegnacym po osi rzeczywistej (do-
mknietym nieskoriczonym polokregiem w gornej lub dolnej polplaszczyznie) ale majacym
potkoliste “wypuczenie” o promieniu ¢ > 0 nad punktem z =1,

i) P [ de/[(x + 1)(2® + 1)7,

j) [ dzcos(lal(z — 1))/(2® + |b]?), (nie zapomnie¢ o dowodzie znikania catki po pol-
okregu),

k) ffoooda: cos(|a|z)/(x* + [b]?),

Zyczac Panstwu Wesolych Swiat chee jeszeze powiedzieé, ze troche dodatkowych zadaii z
calkowania mozna znalez¢ w drugim tomie wielkopomnego dzietka Krysickiego i Wlodar-
skiego, a sporo bardziej fikusnych caltek (z logarytmow, czy z wykorzystaniem konceptu
residuum w nieskonczonosci) zebratem w takim skrypcie, ktory gdzie§ tam powinien byé
w sieci dostepny.



Odpowiedzi

Do zadania 1

a) f(z) = (14 41)2% + 2iz,
b) f(2) = (1 — 2i)2® + 322,
c) f(z) = (2+19)/z,

d) f(z) =1/2%,

e) f(z) = (1/2)e7,

D) i,
Z funkcja f(z) funkcja f(z), ktorej g(w,y) bylaby czescia urojong (zamiast rzeczywista)
wiaze sie prostym wzorem: f(z) =if(z).

Do zadania 2

a) z = x+iy, gdziey = —In(24+v5), ax = Z+2rk luby = — In(—2++/5), az = —Z+27k
(w obu przypadkach k € Z).

b) z = x +iy, gdzie y = — In(—=3++/10), a v = 27k lub y = —In(3++/10), a x = 7+ 27k
(w obu przypadkach k € Z).

¢) z =z + iy, gdzie v = e 2% cos(In2), y = e 272 sin(In 2) (k € Z).

Do zadania 3

a) 1 —cos1chl —isin1shl,
b) a [=(R+a)e ™* — (R — a)e™],
¢) 0,

d) 0,
e) —im/2,
f) Z7T/2
g) 27
Do zadania 4
a) 2mi,
b) —2mi/sin 1,
c) —2mi/(m — 1),
d) 2mi/3,

e) 2mi(1 — 1/shl),
f) mi/,
g) —mi/3

Do zadania 5

a) f(z)=i4+z—i2? =23+ ... =1i> 2 (2/1)",

f(2) =1/z —if2* = 1/2° —i/2* = (1/2) 327 (i/ 2)",

flz) = (z — 1)+ 2i — 1/(z — i) (wynik Scisty),

f(z) =51+ + (2—1)—i(1+1)(z—1) Tz =17+,
f(z) = 1—z/(z—1) (1—14)/(z—1)? +2/(z—1) e



f) dla |z] < 1o f(2) = Y, —27FN2F dlal < |2] < 20 f(z) = =Y 00, 27"

Sy 2 F 1k dla 2 < ol (2) = S, (2T — 1),

g)dla|z—1] < 1: f(z) =-1/(z=1)—-1-(2-1)—(z=1)* = (z—1)*+..,; dla

1<|z—1] <oo: f(z) =D o(z—1)7"

h) dla [z —a| < [b—a|: f(z) = Yook =Dz —a)/(b—a)]*; dla b—a| < |z —al:
F2) =0 (1= K)[(z —a)/(b— o))"

i) flz)=1+522+ 52" + 2520+ ..

N fE) =1+z+22+824+

k) f(z)=(1/e)(1—1/2—1/(22%) —1/62> + ...

1) f(z) =Y 72 (1/(2k + 1))(a/2)***1, przy cieciu biegnacym od —a do +a po osi rzeczy-

wistej,

m) f(z) =15 + > peo(1/(2k +1))(2/a)**!, przy dwu cigciach biegnacych od —a do —oo

po ujemnej poélosii od +a do 400 po osi rzeczywistej.

Do zadania 6

a) z = —1 biegun prosty, res= 2/5; z = 2i biegun prosty, res= —11/5 —i/10; z = —2i
biegun prosty, res= —11/5 + i/10,

b) z = 0 biegun trzeciego rzedu, res= 1; z = £1 bieguny proste, res= —1/2 (w obu),

¢) z = +i bieguny czwartego rzedu, res= F5i/32,

d) z = ia biegun trzeciego rzedu, res= (—i/16a°)e™"(3 + 3am + a?*m?); z = ia biegun
trzeciego rzedu, res= (+i/16a°)e=*(3 — 3am + a*m?),

e) z = km bieguny proste, res= —1 we wszystkich (periodycznosé¢!) f) z = 1 biegun dru-
giego rzedu res= —1/2, z = +i,

bieguny proste res= 1/4 (w obu),

g) z = 0 biegun drugiego rzedu, res= —1; z = 1 biegun prosty res= e = 2, 71828,

h) z = 41 bieguny proste, res= F(1/4)e*!; z = 4 biegun prosty res= F(i/4)e*,

i) z = 0 biegun czwartego rzedu, res= 0; z = =v/k7 bieguny proste res= (—1)¥/(27%/2),
j) z = 2km bieguny proste, res= 0 (we wszystkich - parzystosé¢ funkeji cosinus plus perio-
dycznosd¢!) k) z = —7 biegun drugiego rzedu, res= 1; z = § 4 n7 (dla n # —1) bieguny
proste, res= (1 +2n)/(2 + 2n); z = 7 + ng bieguny proste, res= —(1 4 2n)/(6 + 4n);

1) z = 0 punkt istotnie osobliwy, res= 0 (bo 10n — 1 # 1),

m) z = —1 punkt istotnie osobliwy, res= — cos(1) (a Mathematica pada na tym...)

Do zadania 7
a) —(11/12)mi,
)i(r/2), |
) i(m/8) + 7[i(3/32) + (1/64)]e~ %
) 27 /1 — €2,

) i(m/6) obydwoma sposobami,

) T/ V24,

) (3/16),

) —(7/10),

/2,

b

eI R =)

=

i

N



j) me el cos(|al) /18],
k) me~l®l(3 + 3|ab| + |ab|?)/8|b]



