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Zadanie 1. Wyznaczy¢ rzad macierzy:
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Rozwigzanie:

Macierz A:

1 Sposéb: Rzad macierzy to wymiar przestrzeni zgenerowanej przez jej kolumny. Dana macierz
M, mozna udowodni¢, ze

rankM =span {My,..., M;, ... . My} = span{Ml,...,Z)\iMi,...,Mk},
i=1

gdzie \; # 01 M;, i € {1,...,k}, sa kolumnami macierzy M. Z tego wynika, ze
2 2 0 4 2 2 0 2 2 0 -2 2
4 3 3 4 3 30 4 -1 =1 0
rankA := rank 35 35| rank 35 3 9|= rank 3 9 0 9
3 3 3 3 33 30 3 0 0 0

Zauwazymy, ze ani pierwsza kolumna nie jest liniowg kombinacjg innych ani innej kolumnej nie mozna
napisa¢ jako liniowej kombinacji zawiarajacej te pierwsza kolumne. To
0 -2 2 0 -2 2 9 9
rank A:=1+rank | =1 -1 0| =1+rank| -1 -1 1 :2—|—rank[ 11 ] =3.
2 0 2 2 0 0

2 Spos6b: Mozna udowodnié, ze rzad macierzy to wymiar najwickszej podmacierzy, ktérej wyznacznik
jest rozny od zera. Dla A, mamy jeden wyznacznik podmacierzy 4 x 4, czyli
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Za pomocy rozwiniecia Laplace’a i korzystajac z wlasciwos$ci wyznacznika, to

1334l ||12 o 022 02
= = 3(—1)* 1 -1 0||=-3|| -1 =1 1]|=0
35 3 5 3 2 0 2 5 0 2 5 0 0
3 3 3 3 3 0 0 0
Wiec, rank A < 4. Natomiast nastepujacy wyznacznik podmacierzy macierzy A nie jest rowny zeru:
4 3 3 4 -1 -1
35 3(|=(l3 2 0 =6#0.
3 3 3 3 0 0



To rzad réwna sie 3.

Macierz B:
1 Sposob:
1 2 0 4 3 1 1 -2 4 2
1 -2 4 2
4 31 2 3 4 -1 -7 2 -1
rankB := rank 25 11 7 = rank 3 9 _5 1 4 = 1+rank —21 :g f —41 =
336 0 3 3 0 0 0 0
1 -2 4 0 1 =2 4 0 | 9 4
l+rank| -1 -7 2 1 | =14rank| 0O O 0 1 :2—|—rank[2 5 1]:4.
2 =510 2 =510
Sposéb 2.
5123 |31 2 3 2 4 3]| [f203
= =513 2 3 |4+2||3 1 3 ||=5(—23)+22=—111+#0.
51 1 7 2 0 -1 4 5 _1 4 5 0 4
36 0 3 05 —2 0
Wigc, rzad réwna si¢ cztery.
Zadanie 2. Rozwigzaé¢ uktady réwnan:
2 -1 1 =1 1 1
2 -1 0 -3 Ty | 2
3 0 -1 1 z3 | | =3
2 2 =2 5 Ty —6
Rozwiagzania:
Uktad ma rozwigzania, gdy
2 -1 1 -1 2 -1 1 -1 1
I 2 -1 0 =3 K 2 -1 0 -3 2
sl s g -1 1 [ T3 0 -1 1 -3
2 2 -2 5 2 2 -2 5 -6
Skoro
2 -1 1 =1
2 -1 0 -3
5 0 -1 1 |77
2 2 =2 5

rzad tej macierzy réwna sie cztery. Wiec, skoro ten wyznacznik podmacierzy macierzy

2 -1 1 -1 1
2 -1 0 -3 2
3 0 -1 1 =3/’
2 2 -2 5 -6

to ta macierz ma co najmiej rzad cztery. Ponadto, jej rzad jest mniejszy od 5, to ma rzad cztery.
Wobec twierdzenia Kronekera Capelliego, uktad ma rozwiazanie. Rozwigzanie mozna obliczy¢ za
pomoca reguty Kramera.

Roz: x1 = 0,29 = 2,23 = 5/3, 24 = —4/3.



Zadanie 3. W zaleznosci od parametréw a, A € R rozwiaza¢ uktady rownan:

r + y + az = 2 1+ Nz + Y - z = A 4+3)
r 4+ ay + 2z = -1, T + (1+Ny + 2 = M +3)% .
ar + y + z = —1 T + Yy + (14+XA)z = M+3)3

Rozwigzanie: Drugi uktad ma rozwiazanie, gdy

1+X 1 1 1+X 1 1 A2+ 3\
rank 1 1+ A 1 = rank 1 1+ A 1 A3 302
1 1 14X 1 1 14X M43)
14X 1 1 A0 1 A0 1
1 14X 1 = 0 1 =/l 0 X 1 =\ + 3\
1 1 1+ —“A =X\ 142 “A 0 A+2

Gdy X ¢ {0, —3}, uktad ma jedyne rozwiazanie. Za pomoca reguty Kramera, to

A2+ 3\ 1 1
M43\ 1+) 1
M4+3X 1 14+ 6A2 4+ 2X% —3AT = N5 642XA —3X2 - \3 )
_ f _ =2-— )%
1+x 1 1 A3+ 3)2 A+3
1 14+x 1
1 1 1+
T+X A24+3) 1
1 AM4+322 1
B L A H3X 1+ _—3A2+5A3+2A4_—3+5A+2/\2_2A .
N I I 1 I I VR WU B
1 14+Xx 1
1 1 14\
1+ 1 A2+ 3\
1 14X M +3)2
1 1 A 43N —3A%7 — AN} + 5AT 500 4 XO 5 \3
T 1A 1 1 - X3+ 3N =LA
1 1+ A 1
1 1 14X
Gdy, A =0, to

1 11 1 110
rank | 1 1 1| =1, rank [ 1 1 1 0| =1.
1 11 1 110

Wiec, uktad ma rozwiazania. Wtasnie, x + y + 2z = 0, to rozwiazania sa
—y—z -1

Y =y 0 |, Vz,y € R.
z 1

Gdy, A = —3, to



Wiec, ma rozwiazania wobec twierdzenia Kronekera—Capelli’ego (zwanego tez twierdzeniem Rouche’a—
Frobenius’a)

B R H RS R H R |

snosci:

) (
) (

¢) rank(B) = j = rank(AB) = rank(A),
) rank(A) =i = rank(AB) = rank(B).

Rozwigzanie: Korzystam z tego, ze rzad macierzy w pewnych bazach jest rowny rzadowi prze-
ksztalcenia liniowego. To mozemy zrozumie¢ A, A’ i B jako odwzorowania liniowe. To,
a) rank(A + A’) = dim Im(A + A').
Jesli v € Im(A + A’), to istnieje vy € kK™ taki, ze
v=_(A+ Ay = v = Avg + A'vg € ImA + ImA’.
Wiee, Im(A + A') € ImA + ImA’ i

dimIm(A + A’) < dim(ImA + ImA") =
dim(ImA) + dim(ImA’) — dim(ImA N ImA’) < dim(ImA) + dim(ImA”).

Z tego
rank(A + A’) = dimIm(A4 + 4’) < dim(ImA) + dim(ImA”) = rankA + rankA'.

b) Skoro B(k™) C k7, to
rank(AB) = dim(ImAB) = dim(AB(k™)) < dim(A(k?)) = rankA.
Skoro dla kazdego liniowego przeksztatcenia f : k% — k' to dimImf < j, to
rank(AB) = dim(ImAB) = dim(AB(k™)) = dim(ImA|p@m)) < dim(B(E™)) = rankB,
gdzie A|pgmy : vo € B(k™) — Avg € k7. Wigc,
rank(AB) < min(rankA, rankB).
c) Jezeli rankB = k7, to B(k™) = k7 i AB(k™) = A(k’). Z tego wynika, ze
rank(AB) = dim(ImAB) = dim(ImA(k’)) = rankA.

d) Jezeli rank A = k', to A(k?) = k' 1 A to izomorfizm. Z tego wynika, ze dim ImA|y» = dim V",
gdzie Alyr i vg € V! C k! — Avg € k' 1 V' to podprzestrzen liniowa. To

rank(AB) = dim(ImAB) = dim(AB(k™)) = dim(A|gum)) = dim B(k™) = rank .
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Zadanie 5. Niech V i W bedg skonczenie-wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi. Udowodnij,
ze rzad odwzorowania liniowego f: V' — W jest rowny rzedowi macierzy F' odwzorowania liniowego
f wzietej wzgledem dowolnych baz V i W.

Rozwigzanie Badz vy,...,v, bedzie baza przestrzeni V i wy,...,w, bedzie baza W. Dane

fler), ..., fex), gdzie eq,...,ep € V, to

k k n
0=2> Nif(ed) =D > Nicijf(vy) =
i=1 i=1 j=1
k n T k n k n
Z Z )\iCiijjwm = Z Z )\iciijj = 0, (Vm) = Z Z Aicijﬂ = O,

i=1 j=1 m=1 i=1j=1 i=1j=1
gdzie Fj to j-tej kolumna macierzy F. Z tego wynika, ze kiedy f(e1),..., f(e,) sa liniowo niezalezne,
czylid] = ... =X\, =0 < X% | \if(e;) = 0 to kombinacja liniowa kolumn YigciiFy,dlai=1,... .k

sg liniowo niezalezne i odwrotnie. Zatem

rank f = rank F.

Zadanie 6. Pokaz, ze istnieje wiecej niz jedno ciato k, dla ktorego istnieja odwzorowania liniowe
[k — kY iy € k1 {0} takie, ze réwnanie f(z) = yo ma doktadnie 1024 réznych rozwigzan.

Rozwigzanie: Jezeli rownanie f(z) = yo ma 1024 rozwigzanie, to k musi by¢ skonczonym ciatem.
Inaczej, to ker f miatoby nieskonczenie wiele elementéw i réwnanie f(x) = yo mialoby nieskoncze-
nie wiele rozwiazan. Latwo zauwazy¢, ze jezeli k = Z/2Z i ustalimy baze e; = (1,0,...,0),ey =
(0,1,0,...,0),...,e11 = (0,...,0,1) i odwzorowanie f(e;) = e; i f(e;) = 0 dla reszty, czyli f jest
zZwigzana 7 macierza

1 0 ... ... 0
0
0 0 0

w bazach {ey,..., e}, to

ker f = (eq,...,€11)

ma 2! = 1024 elementéw i rownanie f(z) = e; ma 1024 rozwiazar.
Inne ciato skonczone, to
]{?4 = FQ[ZE]/<ZE2 +z+ 1),

gdzie Fy[x] to pierécien wielomianéw o wspotezynnikach w Z/27. Zauwaz, ze x° + x + 1 jest nieroz-
ktadalne jako wielomian o wspétczynnikach w Z/2Z. Takie ciato ma 4 elementy:

0,1,z,z+ 1.

To jedyne takie ciato z czteroma elementami. Wtasnie, podobnie sa zbudowane wszystkie ciata z p™
elementami, gdzie p to liczba pierwsza i n € N. Analogicznie, mozemy zdefiniowaé¢ inne przeksztalt-
cenie f:ky X ... X ky(1lrazy) — k4 x ... X ky(11razy) w postaci

1 ... 0 0 ... 0
0 1 0 0
O ... 0 0 ... O

gdzie ostatnie 5 kolumn maja wspoétezynniki réwne 0. Jadro tego odwzorowania ma 4° = 210 = 1024
elementéw. Jezeli yg € ky X ... X ky(11lrazy) to f(z) = yo ma 1024 rozwiazan kiedy yo € Imf.



