Algebra z geometrig 2012/2013

Rozwigzania serii XXIV, 6 V 2013 r.
J. de Lucas

Zadanie 1. Niech V bedzie dowolng przestrzenig unormowana. Udowodnij ze:
a) Va,y e Vo ||lzll = lylll <llz -yl
b) wzér d(z,y) := ||z — y|| definiuje metryke na V|

¢) norma jest funkcja ciagla w tej metryce.

Rozwigzanie:
a) Kazda norma || - || : V' — R spetnia, ze
|wi + ws| < [Jwi]] + [Jws| (nieréwnosé tréjkatowa)
i
[y = wsl| = [[(=1) (w2 — wy)]| = [[wy —wi].

Z tego wynika, ze dla dowolnych z,y € V:
2l = llz =y +yll < llz =yl + llyll = llzll = llyll < llz =yl

Podobnie,
lyll = lly — =+ =l < lly — 2l + [z =yl — [l=]] < llz =yl

Z (1) i (2) wynika
=Mz =yl <zl = llyll < llz = yll = [zl = Nyl < llz =yl

b) Aby sprawdzi¢, ze d(x,y) = ||z — y|| to metryka musimy udowodni¢, ze

e d(x,y) >0, Vrx,yelV.

(z,y)
o d(z,y)=0zx=y, VYr,yeV
e d(x,y)=d(y,x), VYr,yeV
e d(x,y) < d(z,z)+ d(z,y) dla dowolnych Vz,y,z € V.

1. Z definicji d(z,y) = || — y||. Z wlasciwosci normy, ||v]| > 0 dla v # 0. Z tego wynika, ze
lx —y|| > 0, gdy = # y. Ponadto, d(z,z) = ||0]|, gdzie 0 to zero wektor. Tez z wlasciwosci

normy, ||0]| = ||0 - v|| = 0||v|| = 0. Wigc, d(z,y) > 0 dla dowolnych z,y € V.

2. Z poprzedniego kroku, widaé, ze ||v] = 0 wtedy i tylko wtedy v = 0. Z tego wynika, ze

|z — y|| = 0 wtedy i tylko wtedy = = y.

3. Trzeci warunek spetnia sie, gdyz d(x,y) = ||t — y|| = [[(=1)(y — z)|| = |ly — z|| = d(y,z) dla

dowolnych z,y € V.

4. Czwarty warunek wynika z

d(z,y) = lz =yl = llv = 2+ 2 =yl = [l = 2| + |z = yl| = d(z, 2) + d(z,v),

Vo,y,z € V.



¢) Aby udowodnié, ze norma jest funkcja ciagla ze wzgledu na ta metryke trzeba sprawdzié, ze
dany ustalony dowolny punkt zy € V', to

Ve > 0,30 > 0,d(x,x0) = ||z — x0|| < = |]|z]] — ||xol|| <€
Oczywiscie, dany € > 0 mozemy ustali¢ 0 < § < e. Wowczas,
]l = [lzoll] < [z —zoll <0 <€

i funkcja jest ciagta dla dowolnego punktu xzq € V.

Zadanie 2. Udowodnij ze na przestrzeni C([0,1],C) zespolonych funkcji ciggltych na przedziale
0, 1] odwzorowanie zadane wzorem

If1 := supgeoylf ()] (3)

jest normg na C(]0, 1], C).
Rozwiazanie: Musimy sprawdzi¢, czy || - || to dobrze okreslona funkcja rzeczywista taka, ze

L. Vf,9€C(0,1,C), [[f +gll < LA + llgll,
2. VA€ C, fe([0,1],C), IAfIF= M
3. f#0=|f] >0.

Najpierw, trzeba sprawdzié, czy funkcja f jest dobrze zdefiniowana, czyli sprawdzié, ze || f|| to zawsze
liczba rzeczywista. Skoro f jest funkcja ciagla to |f| jest funkcja ciagta (jest ztozona z dwdch funkeji
ciaglych, f i modutu |-|), to osigga jej wigksze i mniesze wartosci w [0, 1]. To sup,¢(o 5 |f(2)| istnieje
il -] jest dobrze zdefiniowana.

Teraz udowodnimy (1). Mamy, ze

1f + gll = supaepo | (f + 9)(@)] = sup,co1 (| f(@)] + |g()]).
Skoro | f(7)] < Supx6[0,1]|f<x)| ig(z)| < Supx6[0,1]|g<x>|’ to

Supxe[o,l](|f($)| + [g(x)]) < Spre[0,1]|f(x>| + sup$€[071]|g(m)|

1 =+ gll = sup,eo (1 (@) + [9(2)]) < sup,epylf (2)] + sup,eulg(@)| = I1£1 + llgll-

Z tego wynika (1).
Aby udowodnié¢ (2) wystarczy zauwazy¢, ze

lef1l = supyejo,nlef (2)] = sup,epoylellf(2)] = |elsup,eylf (@) = [el| F1]-

Woéwezas (2) sie spelnia.
Na koricu, jezeli f # 0, to istnieje xy € [0, 1] taki, ze f(zo) # 0. Wiec,

11l = sup,epo|f ()] > [ f(x0)] > 0.

Z tego wynika (3). Wiec, (3) jest norma.

Zadanie 3. Niech C(0, 1] bedzie rzeczywisty przestrzenia wektorows funkcji rzeczywystych maja-
cych ciagta pochodna na przedziale [0,1]. Wykaz ze odwzorowanie zadane wzorem

LA1l == 1 (0)] + sup,epo ] f(2)]
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jest norma na C*(0, 1].

Rozwiazanie: Skoro f ma ciagla pochodna, to |f’| jest funkcja ciagta i osiaga jej najwieksze
i najmiejsze wartosci w [0, 1]. Wige, sup,c(oqy|f/(2)] istnieje i || - || jest dobrze zdefiniowana. Teraz
sprawdzimy, ze || - || spelnia wszystkie wlasciwosci normy:

1+ gll = 1£(0) + g(0)| + sup,ejo ] (f" + ) (@) < [£(0)] + [g(0)] + supepo ([ /()] + |g'(@)]). (4)
Skoro | /()] < sup,ejo )/ (2)] 1 19'(2)] < sup,ep g’ (2)], to
sup,eo.) ([ /' (@)] + [9'(@)]) < supgepoqlf'(@)] 4 sup,ep |9’ (2)]-
Z tego i (4),
1f + gl < 1f(O)] + 19(0)| + sup,epou f'(@)| + supe g’ (@)] = [If[| + 1lg]-
Ponadto,
lefll = lef(0)|+sup,epylef (@) = lellf(0)[+supaeio ylcll f (@) = [c[(|f(0)|+supsepo | f (@)]) = el f]]-

Na konicu, musimy sprawdzié, czy jezeli f # 0, to || f]| > 0. Wtasnie, jezeli f # 0, to istnieje o € [0, 1]
taki, ze f(zg) # 0. Teraz, mamy dwie mozliwosci:

o Jezeli f'=0to f(zo) = f(0) #01
LFIF= 1f(O)] + supyepo|f (@) = [ (x0)| > 0.
o Jezeli f # 0, istnieje zg € [0, 1] taki, ze f'(xq) > 0, wiec

LAl = 1£ (O)] + sup,epo £ ()] = [f(0)] + (o) > 0.

Wiec,
f#0=1fl>0.

Zadanie 4. Niech C(|0,27], C) bedzie przestrzenia funkcji ciaglych na przedziale [0, 27] o warto-
Sciach zespolonych. Sprawdz ze odwzorowanie

C([0,27,€) x C([0,27),€) 3 (7,6) — (flo) = [ Tl gle)dr € C

jest iloczynem skalarnym. Wykaz ze zbiér funkcji

ful@) = —=sin(na)
{ #0= Jromon]

jest uktadem ortonormalnym, to znaczy ze wszystkie elementy majg norme 1 oraz ze iloczyn skalarny
kazdej pary dwoch réznych elementéw wynosi 0.
Rowigzanie: Musimy sprawdzi¢, czy to odwzorowanie spetnia nastepujace wtasciwosci

hd va f17f2 S C([Oa 27T]7C)7 to <f’f1 +f2> = <f’f1> + <f’f2>
e VA€ Ci fi, f> € C([0,27], C), to (fi|Afa) = A(fil f2)-

o Vf1, f2 € C([0,27],C), to (filfa) = (fol f1).
e Vf € C([0,27],C)\{0}, to (f1]f1) > 0.



Mamy, ze

U+ = [ T@) + fo@de = [ T@ ) + [ T@ atadde = 1)+ (f172)

(AR = [ F@OA@r = A [ @A) = A1)
dla dowolnych funkcji f, f1, fo i dowolnej A € C. Ponadto,

(il = [ @@= [ @R = [ R = IR,

Jezeli f # 0, to istnieje xq taki, ze f(zg) # 0. Skoro f jest ciagla, to istnieje otwarty przedziatl, =
(xg — €, 20 + €) gdzie f(x) # 0. Wiec, istnieje I = [—€¢' + xq, x9 + €/] C Iy gdzie | f1]| jest wieksza od
zera. To

[T 1h@Pdr > [1A@)Pdr >0 4] >0
0 I

Udowodnijmy, ze funkcje {f,}nen utworza uktad ortonormalny.

2

1 p2r 1
(fulfm) = —/ sin(nx) cos(mx)dr = 2—/ (sin((n +m)z) + sin((n — m)z))dx
7w Jo 7w Jo
Kiedy k € N\{0}, to [;"sin(kz)dz = 0. Jezeli k = 0, to [;" dx = 2r. Z tego,

(fulfm) = 217r /O%(Sin((n +m)z) +sin((n —m)z))dx = 4.

Zadanie 5. Na C? standardowy iloczyn skalarny zadany jest wzorem
3
u U) = Z Up Vg,
k=1
gdzie u = (uy, ug, uz)?, v := (vy,v9,v3)T € C3. Oblicz span{(1,2,3),(0,1,0)}+.

Rozwigzanie:
Jezeli (z,y,2)T € span{(1,2,3),(0,1,0)}*, to

0= {(z,y,2)"[(1,2,3)") = + 2y + 32

0= {(z,y,2)"(0,1,0)) =
Wowcezas © = —3z,y = 0. Wigc,

span{(1,2,3),(0,1,0)}* = <( _(1)3 )> :

Zadanie 6. Niech (*(N) := {f € Map(N,C) | > ,|f(n)|*> < oo} bedzie zespolona przestrzenia
wektorowa z iloczynem skalarnym danym wzorem

(flg) i
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Niech W bedzie podprzestrzenia wszystkich ciagéw skoriczonych (funkeji o skoficzonym nosniku).
Udowodnij ze W # W+t

Rozwigzanie:

Najpierw obliczymy W+, Jezeli f € W+, to f jest ortogonalna do kazdego elementu podprze-
strzeni W, np. dla kazdego f*) € ¢2, postaci f¥)(n) = 6F, gdzie k to ustalona liczba naturalna.
Wiec,

0= (f®If) = f(K), VEEN.

Z tego, f = 01 W+ = {0}, gdzie 0 to funkcja 0 : n € N — 0 € C. Woéwczas WL = (2 £ W. Na
przyklad, element g € ¢? z nieskoriczonymi elementami

1 =1
=_— — <

nie nalezy do W a nalezy do ¢2.



