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Dodatkowe zadania

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Udowodnij, ze suma wszystkich pierwiastkéw z wielomianu f,,(X) = X",
gdzie n € N jest réwna zeru.

Cwiczenie 2. Dany wielomian Y peo @ X"™ o wspdtczynnikich w ciele (F,+,-,1,0) z
pierwiastkami zy, ..., x,. Udowodnij, ze

n n n n
Qp—1 Ap—2 Ap—3 n Q0
E Tp = — ! E TpTrr = : g TpTh T = — , ka = (—1)"—.
a a a a
k=1 " k<k'=1 T k<k/<k''=1 k=1 n

Te wzory to czes¢ tzw wzoréw Viete'a.

Cwiczenie 3. Oblicz reszte z dzielenia nastepujacych wielomiandw:
o f1(X)=X"—4X4+X54+5X14+-5X3-5X2+10X —T7 przez fo(X) = X3—6X2+11X—6.
o fi(%X)=2x%—8Xx%+15X7 4+ 5X* + 9X — 16 przez fo(X) = X3 - 9X2 + 23X — 15.

o f1(X)=%%—9X7 4 24X6 — 24X5 + 24%* — 24%3 4+ 24%% — 22X + 16 przez fo(X) =
X2 - 8% + 15.

Cwiczenie 4. Ustal a,b i c aby wielomian o wspolczynnikach w R dany wzorem

X)) =X"—(a+b+c)X +X°(3+ ab+ ac+ bc) — (3a + 3b + 3¢ — abe)X*
+ (2 4 3ab + 3ac + 3bc) X — (2a + 2b + 2¢ + 3abe) X? + 2(ab + be + ac)X — 2abe  (4.1)

aby byl podzielny przez fo(X) = X* — 6X? + 11X — 6.

Cwiczenie 5. Ustal n aby wielomian o wspélczynnikach w Zs dany wzorem
f(®) =X
k=0

aby byl podzielny przez fo(X) = X% + 1.
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Cwiczenie 6. Oblicz za pomoca algorytmu Euklidesa najwiekszy wspdlny dzielnik
miedzy

o fi(X) = X5 +2%1 — 22%3 — 8X2 + 117X — 90,  fo(X) = X5 + 14X 4 74%3 +
1842 + 213% + 90.

o fi(X)=2X%+8X1+4 8% — 62X? — 153X — 90, fo(X) =4+ 8X + 5X2 + X3.
Cwiczenie* 7. Dane wielomiany
PX)=X"+aX®+bX*+cX+1, QX)=X'+cX+bxX*+aX +1

Znajdz warunki dla liczb a,b i ¢; gdzie a # ¢, aby zagwarantowaé, ze P(X) i Q(X) maja
dwa wspélne pierwiastki. W takim przypadku, oblicz rozwiazania P(X) = 01 Q(X) = 0.

Cwiczenie* 8. Niech a,b, ¢ beda liczbami rzeczywistymi réznymi od zera takimi, ze

a+b+c#0i
LS R | 1

A=\ ¢ antibiie

Udowodnij, ze
1 1 1 1

a2013 b2013 02013 a2013 + b2013 + 62013

Cwiczenie 9. Niech H bedzie zbiorem elementéw postaci
q=x+yi+ zj+tk, Y, 2,t, € R.
Na tym zbiorze zdefiniujemy dodawanie
g+¢=(@+2)+y+y)it+(z+2Ni+C+t)k  ¢=2+yi+j+tkeH

i mnozenie ktore jest laczne i rozdzielne wzgledem dodawania. Ponadto, mnozenie
spelnia, ze

if—Liojakf i e—tkii—k hi=-F k=j
, li=il=i'1-j=jl=j, lk=kl=k.
Udowodnij, ze (H, +, -, 1, 0) jest cialem nieprzemiennym, czyli spelnia wszystkie wlasciwosci

ciala, ale mnozenie jest nieprzemienne. To nieprzemienne cialo jest znane jako zbior kwa-
ternionow.
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Cwiczenie 10. Udowodnij, ze zbiér liczb postaci: a + bv/2, gzie a,b sa liczbami
wymiernymi, jest cialem liczbowym. Oznaczamy je Q(v/2). Natomiast, udowodnij, ze
zbiér liczb postaci a+bv/2, gdzie a, b sa liczbami wymiernymi, nie jest cialem liczbowym.
Pokazuj, ze zbidr liczb postaci a + by/2 + ¢/4, gdzie a,b, ¢ sa liczbami ymiernymi, jest
juz cialem liczbowym.

Cwiczenie* 11. Zbuduj wszystkie ciala z piecioma elementami.

Cwiczenie* 12. Niech a bedzie liczba wymierna i niech n bedzie dodatnia liczba
catkowita. Udowodnij, ze wielomian o wspotczynnikach wymiernych

X (x+a)¥ +1
jest nierozktadalny.

Cwiczenie* 13. Dane trzy liczby zespolone zi, 20,23 € C nie na jednej linii, znajdz
2o € C taki, ze f(z0) < f(2) dla dowolnego z € C, gdzie

f(2).=lar —2lf + 22 = 2% & 12g— 2|,
Cwiczenie 14. Zmajdz odwrotnosé liczb zespolonych:

T (2@ 20 + T+ (VB (VR =)

b)

¢) 2@'(7L—1)+(\/§+i>3+(1+i)(1+i).

Cwiczenie 15. Obliczy¢ wyrazenie

1. (cosg — 7sin %)1410

Y

fac—=—r g 1993
2, [2 (“75 + gz‘) (% o %3@) +2i (E—4) + iwl}

(2=3i)* = (1+4)*(5b—1)

3.
(4—3i)2 —i(1+2i)3
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Cwiczenie 16. Zmajdz wszystkie pierwiastki wielomianu nad cialem C
1 =23+ (T414)2% — (124 Ti)z + 124,
2. 24— 228+ +(2 — 0)2% + 26z — 24,
3. 28—t 422 -1
Cwiczenie 17. Rozwiaza¢ rownania:
1. 224 (2 — 2) = 3 + 2i,
2. i(z+2)+ile.— 2) = 2Zi=3,

Cwiczenie* 18. Niech z bedzie liczba zespolona taka, ze |z + 1| > 2. Udowodnij, ze
|23+ 1| > 1.

Cwiczenie* 19. Niech k bedzie dodatnia liczb a catkowita. Niech f (X) = > op_oanXF
bedzie wielomian taki, ze a; € {—1,0, 1} i podzielny przez (X —1)*. Niech ¢ bedzie liczba
pierwsza taka, ze lo;(q) < 10g(7li+1) Udowodnij, ze kazda liczba w € C taka, ze w? = 1, jest
pierwiatkiem wielomianu f(X).




