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Podprzestrzen wektorowa, baza, suma prosta i wymiar
Javier de Lucas
Cwiczenie 1. Niech W = {(x1,29,73) € K3 : 23 + 23 + 22 = 2129 + Tox3 + 7371}

Czy W jest podprzestrzenia gdy K = R? A kiedy K = C? Podaj wymiar W gdy jest
podprzestrzenia.

Rozwigzanie: Warunek ustalajacy czy (x1, 22, x3) € W mozna napisaé inacze]

T3+ T2+ 22 = 2139 + 2973 + 2371 S 2(2 + 25 + 23) = 2(T175 + ToT3 + T3T)
p— ([El — 172)2 —+ (l’g s IL‘3)2 —+ (ZE3 — .171)2 = 0.
Z tego, wynika, ze dla przestrzeni liniowej nad R wektor (z1,x2,x3) € W wtedy i tylko

wtedy
Ty = T9 = I3.

Z kryterium podprzestrzeni liniowej wynika, ze niepusty podzbiér W przestrzeni liniowej
jest podprzestrzenia liniowa wtedy i tylko wtedy gdy dowolna liniowa kombinacja ele-
mentéw W nalezy do W. Oczywiscie, jezeli x,y € W, to dla dowolnych A, \s € R
mamy, ze

X+ Aoy = (Mz1 + Aoy, MZa + Aoy, Mg + Agys).

Skoro x,y € W, to x1 = xo = 23 1 y1 = yo = y3, wtedy

AMZ1 + Ay = AT + Aoy = MT3 + Asys

A1X + )\Qy ew.

Jezeli zakladamy, ze K = C, to jezeli 1 = xy = x3, to (21,29, 23) € W, np. (i,1,1)
nalezy do TW. Natomiast, ten warunek nie jest konieczny, np. dla (2,0,1 — i1/3) mamy,
ze

2+ (1—iV3)2+(—1—iV3)2=44+1+1-3—-3-2iv34+2ivV3=0= (21, 22,23) € W.

Réwniez, (2,0,1 +4v/3) € W. Widaé, ze dodawanie tych wektoréw, tj. (4,0,2), nie
nalezy do W. Wiec, to nie podprzestrzen nad C. [J
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Cwiczenie 2. Niech W = {w € Ry[X] : w(—1) = w(1),w'(=1/v/3) + w'(1/+/3) = 0},
gdzie w’ to pochodna wielomianu w i Ry[X] to przestrzen liniowa wielomianéw az do
stopnia 4. Sprawdzi¢, ze W jest podprzestrzenia przestrzeni wektorowej Ry[X], znalezé
jakas baze W i obliczy¢ dim W.

Rozwigzanie: Sprawdzamy, ze W to podprzestrzen liniowa. Wobec kryterium przestrzeni
liniowej, niepusty podzbior W przestrzenia liniowej jest podprzestrzeni liniowa wtedy i
tylko wtedy gdy dowolna liniowa kombinacja elementéw W nalezy do W. Dla dowolnych
wielomianéw P, Q) € W, mamy, ze dla dowolnych statych A, u € R wynika, ze

(AP + pQ)(=1) = AP(=1) + uQ(=1) = AP(1) + pQ(1) = (AP + uQ)(1)

(AP +1Q)'(=1/v/3) = AP'(=1/V/3) + uQ'(—1/v3)
— =XP(1/V3) = pQ(1/v/3) = —(AP + uQ)'(1/v3).

Wiec, dowolna liniowa kombinacja elementéw W nalezy do W i W jest podprzestrzenia
przestrzeni Ry[X].
Teraz ustalmy baze i wymiar podprzestrzeni W. Jezeli w € Ry[X] mozna napisaé

4
E o
w = aa% ) Qp, a1, Gz, a3, G4 € R.

a=0
Skoro w(—1) = w(1) to
w(—=1)=ag—a; +ay —az+as = ap+ a; + as + az + a4 = w(1).
Wéwezas, a; = —as. Ponadto, w'(—1/v/3) = —w'(1/y/3). Wiemy, ze
w'(X) = a; + 202X + 3a3%? + 40, %>
Wiec,
w'(—1/V3) = a1 —2as/V3+ a3 —4a,y V33 = —a1 —2as/V3—az—4as )V = —w'(1/V/3).

7 tego wynika, ze
a1+ a3 =0%& a1 = —as.
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Mozna zauwazy¢; ze elementy W sa wielomianami ktérych wspotezynniki sa rozwiazaniami

ukladu
a; + as = 0.

Czyli W to zbiér wielomianéw postaci
ao + a1 X + asX? — a1 X3 + au Xt = ap + a; (X — %3) + asX? 4 a, X

Wida¢, ze wielomiany
1Lx—x% x4 x?

generuja i sa liniowo niezalezne. Te wektory sa liniowo niezalezne i generuja W.
Woéwecezas, tworza baze W. Wowcezas, dim W = 4.
O

Cwiczenie 3. Niech W = {w € Ry[X] : w(—p) = w(p), w' (1) + w'(—1) = 0} dla p € R.
Sprawdzi¢, ze W, jest podprzestrzenia przestrzeni wektorowej Ry[X], znalez¢ jakas baze
W, i obliczy¢ dim W,,. Dodatkowo, uzupetnij baz¢ W do bazy R,[X].

Rozwigzanie: Sprawdzamy, ze W to podprzestrzen liniowa. Korzystajac z kryterium,
zauwazamy, ze dla dowolnych wielomianéw P, Q) € W i stalych A, u € R wynika, ze

(AP + pQ)(=p) = AP(=p) + pQ(—p) = AP(p) + pQ(p) = (AP + pQ)(p)

(AP + 1Q)' (1) = AP'(1) + 4Q'(1) = ~AP'(~1) — pQ'(~1) = —(AP + uQ)'(~1).

Wiec, dowolna liniowa kombinacja elementéw W nalezy do W i W jest podprzestrzenia
przestrzeni Ry [X].
Jezeli w € Ry[X] mozna napisaé

4
«
w = § aax ) Qg, a1, 2, 03,04 € R.

a=0
Skoro w(—p) = w(p) to
w(—p) = ap — ar1p + azp® — asp® + asp* = ag + arp + axp® + azp® = w(p).
Woéweczas, pa; = —pas. Ponadto, w'(1) = —w'(—1). Wiec,

w’(l) =a; + 2a2 + 3@3 + 4CL4 = —aq + 2a2 — 3@3 + 4(14 = —w(—l).
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7 tego wynika, ze
a1 + 3az = 0.

Mozna zauwazy¢, ze elementy W sa wielomianami ktorych wspétezynniki sa rozwiazaniami
ukladu

a; + 3as =0, p(ar + az) = 0.
Zatem, W, dlq p # 0 to zbiér wielomianéw postaci
w = ag + asX? + a, Xt

Wielomiany
| 5 S

sa liniowo niezalezne i generuja. Zatem, tworza baze. Wéwcezas, dim W = 3. Do tego,

mozemy dodaé¢ liniowo niezalezne wektory X i X3 generujace podprzestrzen V = (X, X3).

Widaé, ze 1, X%, X%, X, X? sa liniowo niezalezne, to tworza baze przestrzeni Ry[X]. Warto

zauwazyC, ze W +V = R;5[X]. Skoro 5 = dimW +V =dimW +dimV —dimW NV i

dimW =3 idimV =2, wida¢, ze dimU NV = 0. Wéwezas, UNV ={0} iU V.
Zbiér wielomianéw podprzestrzeni W, dla p = 0 to

w = @y — 3a5% + a2 X2 + a3 X3 + a, X

Wielomiany
1,-3% + %%, %, x*

sa liniowo niezalezne i generuja. Zatem, tworza baze. Wowczas, dim W = 4. Do tego,
mozemy dodaé¢ wektor X + X3 i tworzy¢ baze (prosze sprawdzic)

1, -3% + %%, x4+x3, %% x4

przestrzeni Rs[X]. Jak wczesniej, widaé, ze W & (X + X?) = R5[X].
U

Cwiczenie 4. Dane przestrzenie liniowe R? i R4[X], zdefiniujemy @ : R* — Rs[X] postaci
®(a,b,c,d) = (a+b—c)X> +bX* + (c +a)X + d.

Czy @ jest izomorfizmem?
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Rozwigzanie: Odwzorowanie @ jest odwzorowaniem liniowym wtedy i tylko wtedy gdy
dla kazdych wektoréw v,w € R* i liczb X, u € R mamy, ze

O(w+v) = ¢(w) + ¢(v), O(Av) = AP (v).

Widaé, ze jezeli v = (a,b,c,d) i w = (a,b,¢,d) to

D(A\) = (Aa+ Ab — Ac)X? + AbX? + (A\c+ Aa)X + Md = A\®(v)
i
O (v+w) = ((a+a)+(b+b)—(c+6) X*+(b+b) X*+((c+e)+(a+a)) X+(d+d) = ®(v)+P(w)
Teraz, mamy sprawdzi¢, ze ® jest surjekcja. To oznacza, ze dla dowolnego

W = A5 X3 B X e MED Ag
istnieje v € R? taki, ze ®(v) = w. Czyli,
G+ b— =M 0 E A, cHa=A, d =00

Z tego wynika, ze d = Ag, b=Xdoa=N —cia= (A3 — A+ XN)/2ic=—(N3— X —
A1)/2 Oczywiscie, to odwzorowanie jest injekcja gdy ®(w) = ®(v) implikuje w = v. Z
poprzedniego ukladu, wynika, ze jezeli ®(w) = 0, to w = 0. Korzystajac z tego i skoro
® jest odwzorowaniem liniowym, wida¢, ze

O(w)=0(v) > Pw—v)=0=2w—v=0=>w=0.

i ® jest injekcja. Wiec, @ jest bijekcja.
O

Cwiczenie 5. Dana przestrzen liniowa K macierzy m xn o wspolczynnikach w ciele K
rzad macierzy to maksymalny zbiér liniowo niezaleznych kolumn. Oblicz rzad macierzy

W W = N
W Ot W N
W w w O
W U
W W =
W Ot N
= = O
O = N
W J W w

o wspolczynnikach w R.
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Rozwigzanie: Macierz A: Rzad macierzy to wymiar przestrzeni zgenerowanej przez jej
kolumny. Dana macierz M, mozna udowodnic¢, ze

rankM = dimspan{M;,..., M;, ..., My} = dimspan{Ml,...,Z)\iMi,...,Mk},
i=1

gdzie \; #01 M;, i € {1,...,k}, sa kolumnami macierzy M. Z tego wynika, ze

2 Pk .4 2 2 0 2 2 0 -2 2
403 364 4 3 30 4 -1 =1 0
rankA := rank A rank 35 3 2|~ rank 3 9 0 2
3 3 .33 3330 3-0 0 0

Zauwazymy, ze ani pierwsza kolumna nie jest liniowa kombinacja innych kolumn ani innej
kolumny nie mozna napisac¢ jako liniowej kombinacji zawierajacej te pierwsza kolumne.
To

0 4—2"2 Dt y 1222472

rank A :=l14rank | =1 ' -1 0 | =1+rank | -1 —1 1 :2+rank{:f f] =3.
2 0 2 2 0 O
Macierz B:
1 25%0- 4723 1L 1 =2 4 9
4 31 2 3 , 15 -7 2 =1
rankB := rank 25 1 1 7 = rank 3 9 _5 1 4
3 3 6 0 3 3" 0 0 O
1 -2 4 2 1 -2 40
=1+rank| -1 -7 2 -1 | =14rank| -1 -7 2 1 | =
2 -5 1 4 2 B 1m()
- -2 40 1 _9 4
l4+rank | 0O 0 O 1 | =2+rank 9 _5 1 = 4.
2 =5 1.0
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Cwiczenie 6. Podaj baze podprzestrzeni Vi, Vs przestrzeni R® postaci

Vi=((0,1,2,3,1),(0,1,3,4,0),(0,4,9,13,3)),
‘/2 - <(17 172737 1)7 (17073747 0)7 (1727 17272)7 (37 _177797 _1>7 (07275777 1)>

Oblicz Vi + Va5, Vi N V5 i sprawdz, ze
dim(V; + V32) = dim V; 4 dim V5 — dim(V4 N V5).

Rozwigzanie: Wymiar Vi to rzad macierzy

0 0 0 0 0 O
I ko 1 0 0
rankB :=rank | 2 3 9 —rank | 2 1 1
3 4 13 St d & 1
1 0 3 1 -1 =1
0 0 O 0 0 O
R 1 0 O
=rank | 2 1 O |=rank| 3 1 0| =2
3 1 0 4 1 O
1" =10 0 -1 0
Wiec,
V1 ={(0,1,3,4,0),(0,0,1,1,=1)),
i zdefiniujemy
er =(0,1,3,4,0), ey =(0,0,1,1,-1),
ktore tworza baze V.
Wymiar V5 to rzad macierzy B to
1 1 & 3.0 11 0 0 0 01 0 0 O
102 =1 2 10 1 -1 2 00 1 0 O
rank [ 2 31 7 5| =rank| 2 3 -1 -2 5| =rank| 0 3 -1 -3 7
342 9 7 3 4 -1 -3 7 04 -1 -4 9
102 —-11 10 1 -1 1 00 1 0 -1
1 0 0 O 0 0
0 1 0 O 0 0
=rank | 3 -1 3 1 =24rank [ 3 1 =4.
4 -1 4 1 4 1
0 1 0 -1 0 —1
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Wiec,

Vo =((1,0,3,4,0),(0,1,0,0,0), (0,0,3,4,0),(0,0,1,1,—1)).
Zdefiniujemy
fi=1(1,0,3,4,0), fo =1(0,1,0,0,0), f3=1(0,0,3,4,0), fu =(0,0,1,1,—1).

Takie wektory tworza baze V,. Widac, ze U + V jest zgenerowany przez wektory baz U
i V. Wiec, wymiar U + V' to rzad macierzy

rank = rank = rank

OB WO -
OO O = O
O = Ww o o

— = OO
O W= O

== O
O = W o=
O OO = O
O = W oo

—_ =0 O
W@ "I 1O
Of O TR
S = W o
OO O = O
O = W oo

-1 —} —1

Wida¢, ze dimV + U =4, dimV = dim U = 2. Wiec, korzystajac z wzoru
dim(U +V)=dimU +dimV —dimU NV

wynika, ze
dmUNV =dimU +dimV — dim(U + V') = 0.
Wige, UNV = {0}.
Czesto zdarza sie, ze wzor wymiarow nie pozwala nam ustali¢ przeciecia pod-

przestrzeni. Aby pokazaé, co zrobi¢ w takim przypadku, obliczymy U +V druga metoda.
Wida¢, ze kazdy element x € U + V' mozna napisa¢ w postaci

T = Aier + Aoex = pi f1 + pofo + psfs + pafa.
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Jezeli ustalimy wszystkie wartosci Ay, Ao, 11, fio, pt3, to mozemy ustali¢ x. Aby to
zrobi¢, musimy rozwiaza¢ uklad:

100 0 0 010 1000 0 0]0

010 0 -1 010 0100 -1 010

303 1 -3 ~-1/0(=]10010 -10]0]=

4 04 1 -4 -110 0010 -12010

090 -1 0 '.715.0 0001 0 1]0
1000 0 00
0100 -1 010
0010 -1 0}0
0001 0 1]0

=0, MQZ)\l, /L4:)\2, ,U3:>\1-

Mozemy zakladaé, ze A, Ao € R sa dowolne i pozwalaja nam ustali¢ pg, u3, pg (11 = 0).
Woéwczas, kazdy element v € V; nalezy do V; N V5. [



