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Odwzorowania transponowane, wyznaczniki i ślad

Javier de Lucas

Ćwiczenie 1. Dane odwzorowanie F : C2 → C2 postaci

[F ]EE =

[
0 i
−i 0

]
w bazie kanonicznej E , sprawdź, że [F ]BE = ([F ∗]E

∗
B∗)

T dla bazy

B =

{[
1
i

]
,

[
1
−i

]}
.

Rozwia̧zanie: Najpierw obliczymy [F ]BE . Aby to zrobić, korzystamy ze wzoru zmiany
bazy

[F ]BE = [Id]BE [F ]EE [Id]EE .

Skoro [Id]B
′

B′ to macierz jednostkowa dla dowolnej bazy B′, to

[F ]BE = [Id]BE [F ]EE .

Aby obliczyć [Id]BE korzystamy ze wzoru

[Id]EB[Id]BB[Id]BE = [Id]EE .

Z tego wynika bezpośrednio, że

[Id]EB[Id]BE = Id⇒ [Id]EB = ([Id]BE )−1.

Widać, że

[Id]EB =

[
1 1
i −i

]
.

Z tego

[Id]BE =

[
1 1
i −i

]−1
=

1

2

[
1 −i
1 i

]
⇒

i

[F ]BE =
1

2

[
1 −i
1 i

] [
0 i
−i 0

]
=

1

2

[
−1 i
1 i

]
.

1



ALGEBRA I R

Teraz, obliczymy ([F ∗]E
∗
B∗)

T . Najpierw, obliczymy B∗. Mamy, że baza sprzȩżona do
E = {e1, e2} to

[ω1]E = [ 1 0 ], [ω2]E = [ 0 1 ].

Teraz, mamy, że ω̄i(ej) = δij. Wiȩc,

ω̄1

([
1
i

])
= 1, ω̄1

([
1
−i

])
= 0,

ω̄2

([
1
i

])
= 0, ω̄2

([
1
−i

])
= 1.

Jeżeli zapisujemy ω̄1 = λ11ω
1 + λ12ω

2 i ω̄2 = λ21ω
1 + λ22ω

2, to

[ω̄1]E = [ λ11 λ12 ], [ω̄2]E = [ λ21 λ22 ]

i poprzednie warunki można zapisać w macierzowej postaci nastȩpuja̧co[
λ11 λ12
λ21 λ22

] [
1 1
i −i

]
=

[
1 0
0 1

]
⇒
[
λ11 λ12
λ21 λ22

]
=

[
1 1
i −i

]−1
=
i

2

[
−i −1
−i 1

]
i [

λ11 λ12
λ21 λ22

]
=

1

2

[
1 −i
1 i

]
=⇒ [ω̄1]E =

1

2
[ 1 −i ], [ω̄2]E = [ 1 i ].

Teraz

[F ∗(ω̄1)]E = [ω̄1 ◦ F ]E = [ω̄1]ε[F ]EE =
1

2
[1 − i ][F ]EE

i

[F ∗(ω̄1)]E =
1

2
[1 − i ]

[
0 i
−i 0

]
=

1

2
[−1 i ].

Natomiast,

[F ∗(ω̄2)]E = [ω̄2 ◦ F ]E = [ω̄2]E [F ]EE =
1

2
[1 i ][F ]EE ,

[F ∗(ω̄2)]E =
1

2
[1 i ]

[
0 i
−i 0

]
=

1

2
[ 1 i ].

Wiȩc,

[F ∗(ω̄2)]
E∗
B∗ =

1

2

[
−1 1
i i

]
→ ([F ∗(ω̄2)]

E∗
B∗)

T =
1

2

[
−1 i
1 i

]
= [F ]BE .

�
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Ćwiczenie 2. Niech F : E → E bȩdzie odwzorowaniem liniowym takim, że F 2 = F i
dimE <∞. Udowodonij, że istnieje taka baza E dla której [F ]EE ma postać

1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0


. (2.1)

Rozwia̧zanie: Niech {e1, . . . , ek} bȩdzie baza̧ podprzestrzeni kerF . Uzupe lniamy tȩ bazȩ
do bazy przestrzeni E dodaja̧c wektory ek+1, . . . , en. Mamy, że F (e1) = . . . = F (ek) = 0.
Skoro ImT = n− dim kerT , to dim ImF = n− k. Z tego wynika, że F (ek+1), . . . , F (en),
które rozpinaja̧ ImF , sa̧ liniowo niezależne. Ponadto, ponieważ F 2(w) = F (w) dla
dowolnego w ∈ E, to

F 2(eα) = F (eα), α = k + 1, . . . , n.

Udowodnimy teraz, że e1, . . . , ek, F (ek+1), . . . , F (en) tworza̧ bazȩ E. Widać, że

〈F (ek+1), . . . , F (en)〉 ∩ kerF = {0}.

W laśnie, jeżeli w ∈ kerF to F (w) = 0 i jeżeli w ∈ V = 〈F (ek+1), . . . , F (en)〉, to
F (w) = w. Wtedy, jeżeli w ∈ 〈F (ek+1), . . . , F (en)〉 ∩ kerT , to w = F (w) = 0. Wiȩc,
widać, że

{e1, . . . , ek} ∩ 〈F (ek+1), . . . , F (en)〉 = {0}.

Z tego wynika bezpośrednio, że kerF + V = E i kerT ⊕ V = E. Wiȩc,

{e1, . . . , ek, F (ek+1), . . . , F (en)}

tworza̧ bazȩ przestrzeni E. W tej bazie, F ma macierz (2.1). �
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Ćwiczenie 3. Kommutator macierzy przestrzeni wektorowej Mn(C) to

[A,B] = A ·B −B · A, A,B ∈ Mn(C).

Udowodnij, że odwzorowanie b : (A,B) ∈ Mn(C) ×Mn(C) 7→ [A,B] ∈ Mn(C) to odw-
zorowanie biliniowe alternuja̧ce spe lniaja̧ce

[A, [B,C]] = [[A,B], C] + [B, [A,C]], identyczność Jacobiego,

dla dowolnych A,B,C ∈ Mn(C). Mówi siȩ wtedy, że (Mn(C), [·, ·]) to algebra Liego.
Ustal, że Tr[A,B] = 0 dla dowolnych macierzy A,B. Udowodnij, że z tego wynika, że
zbiór macierzy bezśladowych z dzia laniem b jest algebra̧ Liego. Czy to jest też prawda:
a) dla macierzy symetrycznych A = AT , b) dla macierzy antysymetrycznych A = −AT .

Rozwia̧zanie: Mamy, że

b(A,B) = [A,B] = (AB −BA) = −(BA− AB) = −[B,A] = −b(B,A),

czyli b jest antysymetryczna, i

[[A,B], C]]+ [B, [A,C]] = (AB−BA)C−C(AB−BA)+B(AC−CA)− (AC−CA)B

= (AB)C − C(−BA) +B(−CA)− (AC)B = ABC + CBA−BCA− ACB
= A(BC − CB)− (BC − CB)A = A[B,C]− [B,C]A = [A, [B,C]],

czyli b spe lnia identyczność Jacobiego. Podsumuja̧c, Mn(C) to algebra Liego.
Wiemy, że Tr(AB) = Tr(BA) i Tr to odwzorowanie liniowe. Zatem, 0 = Tr(AB −

BA) = Tr([A,B]). Z tego wynika, że możemy zdefiniować Tr : sl(n,R) ⊕ sl(n,R) →
sl(n,R).

Warto udowodnić, że Tr(AB) = Tr(BA) korzystaja̧c z tego, że dla macierzy A typu
n × n mamy, że TrA =

∑n
k=1 akk. Wiȩc, dla dowolnych macierzy A,B ∈ Mn(C) mamy,

że

Tr(AB) =
n∑
i=1

(AB)ii =
n∑
i=1

n∑
k=1

AikBki =
n∑
i=1

n∑
k=1

AkiBik =
n∑
i=1

(BA)ii = Tr(BA).

Teraz dane macierze symetryczne A i B mamy, że

[A,B]T = (AB)T − (BA)T = BTAT − ATBT = BA− AB = [B,A] = −[A,B].

Z tego wynika, że macierz [A,B] nie jest symetryczna, gdy [A,B] 6= 0. Wiȩc, ogólnie nie
można powiedzieć, że zbiór macierzy symetrycznych jest algebra̧ Liego.
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Natomiast, dane macierze antysymetryczne A i B mamy, że

[A,B]T = (AB)T − (BA)T = BTAT − ATBT = BA− AB = [B,A] = −[A,B].

Z tego wynika, że macierz [A,B] jest antysymetryczna. Wiȩc, zbiór macierzy an-
tysymetrycznych jest algebra̧ Liego razem z komutatorem.

�

Ćwiczenie 4. Dane odwzorowanie F : E → E, gdzie E to przestrzeń liniowa
skończonego wymiaru, wiemy, że

detF = det[F ]BB, TrF = Tr[F ]BB

dla dowolnej bazy B. Udowodnij, że detF i TrF sa̧ dobrze zdefiniowane (czyli niezależne
od bazy).

Rozwia̧zanie: Wiemy, że dla dowolnych baz B i B′ przestrzeni E skończonego wymiaru
mamy

[F ]B
′

B′ = [Id]B
′

B [F ]BB[Id]BB′ . (4.1)

Skoro
[Id] = [Id]B

′

B′ = [Id]B
′

B [Id]BB′ ⇒ [Id]B
′

B = ([Id]BB′)
−1, (4.2)

to

det[F ]B
′

B′ = det([Id]B
′

B [F ]BB[Id]BB′) = det([Id]B
′

B det[F ]BB det[Id]BB′) = det([Id]B
′

B det[Id]BB′) det[F ]BB

i
det[F ]B

′

B′ = det([Id]B
′

B [Id]BB′) det[F ]BB = det([Id]) det[F ]BB = det[F ]BB.

Korzystaja̧c znowu z (4.1) i (4.2), mamy, że

Tr([F ]B
′

B′) = Tr([Id]B
′

B [F ]BB[Id]BB′) = Tr([F ]BB[Id]BB′ [Id]B
′

B ) = Tr[F ]BB.
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