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Odwzorowania transponowane, wyznaczniki i $lad

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Dane odwzorowanie F' : C?> — C? postaci

FE={2 5]

==,

w bazie kanonicznej &, sprawdz, ze [F|8 = ([F*])5.)T dla bazy

5=y [ 5]

Rozwigzanie: Najpierw obliczymy [F]2. Aby to zrobi¢, korzystamy ze wzoru zmiany

bazy
[FIZ = [1d)2[Flg [Id]z.

Skoro [Id]5, to macierz jednostkowa dla dowolnej bazy B', to
[FIZ = [LdZ[FlE.
Aby obliczy¢ [Id]8 korzystamy ze wzoru
[Id)5[IdJ3[1d]¢ = [Id]z.
Z tego wynika bezposrednio, ze
[Id]51d]¢ = 1d = [Id]i = ([Id]5)~".

Widag¢, ze

7 tego
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Teraz, obliczymy ([F*]&.)T. Najpierw, obliczymy B*. Mamy, ze baza sprzezona do

E ={e1, e} to
wle=[1 0],  [w]e=[0 1]

. _Z 4 z .
Teraz, mamy, ze @'(e;) = d5. Wigc,

A1) (]
(1) =(2])

Jezeli zapisujemy @' = Ajw! + Maw? i ©% = Agrw?t + Agaw?, to

[@le=T]A1 A2}, [@2]5 = a1 Ag |

i poprzednie warunki mozna zapisa¢ w macierzowej postaci nastepujaco

YR YO I i U N I G i ff 0 S O il o Fia
/\21 )\22 T —1 i O 1 )\21 )\22 = T —1 _2
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BN el e ) oA S|

Teraz

[P (@)le = (@1 0 Fle = il FIE = 201 —i][FIE

el =g i) o] =51

Natomiast, ,

(1@l = B0 Fle = [lelFIE = 51 [P

F@le=slt i) S o] =50
Wiec,
L A S L I B
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Cwiczenie 2. Niech F : E — E bedzie odwzorowaniem liniowym takim, ze F? = F i
dim F < co. Udowodonij, ze istnieje taka baza € dla ktérej [F])é ma postaé

1 0 ... 0|0 ... O

o 1 ... 0[O0 ... O

0 0 =10 0 (2.1)

0 0 040 0

R et e R

Rozwigzanie: Niech {eq, ..., e} bedzie bazg podprzestrzeni ker F'. Uzupemiamy te baze
do bazy przestrzeni E' dodajac wektory eji1, ..., e,. Mamy, ze F(e;) = ... = F(e;) = 0.
Skoro ImT = n — dimker T, to dim ImF' = n — k. Z tego wynika, ze F(exi1), ..., F(en),
ktére rozpinaja Im F, sa liniowo niezalezne. Ponadto, poniewaz F?(w) = F(w) dla

dowolnego w € E, to
F2(eq) = Fl€,), ask 1., nt
Udowodnimy teraz, ze ej,...,ex, F(egs1),. .., F(e,) tworza baze E. Widaé, ze
(Feps1), " e )Y Alker F ={0}.

Wiasnie, jezeli w € ker F' to F(w) = 01 jezeli w € V = (F(ext1),...,F(en)), to
F(w) = w. Wtedy, jezeli w € (F(egt1),...,F(e,)) NkerT, to w = F(w) = 0. Wiec,
widac, ze

{ens e N(F(epsn), .- Flen)) = {0}
Z tego wynika bezposrednio, ze ker '+ V = FikerT &V = E. Wiec,

{e1,...,ex, F(exs1),...,F(en)}

tworza baze przestrzeni E. W tej bazie, F' ma macierz (2.1). O
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Cwiczenie 3. Kommutator macierzy przestrzeni wektorowej M,,(C) to
[A,Bl=A-B—B-A, A BeM,(C).

Udowodnij, ze odwzorowanie b : (A, B) € M, (C) x M,,(C) — [A, B] € M,,(C) to odw-
zorowanie biliniowe alternujace spelniajace

[4,[B,C]] = [[A, B],C] + [B,[A, C]], identycznosé Jacobiego,

dla dowolnych A, B,C € M, (C). Méwi sie wtedy, ze (M,(C),[-,]) to algebra Liego.
Ustal, ze Tr[A, B] = 0 dla dowolnych macierzy A, B. Udowodnij, ze z tego wynika, ze
zbiér macierzy bezsladowych z dziataniem b jest algebra Liego. Czy to jest tez prawda:
a) dla macierzy symetrycznych 4 = AT b) dla macierzy antysymetrycznych A = —A”.

Rozwigzanie: Mamy, ze
b(A,B) =[A,B]=(AB - BA) = —-(BA—- AB) = —[B, A] = —b(B, A),
czyli b jest antysymetryczna, i

[[4, B],CT]+ B, [4,C]] = (AB — BA)C' — C(AB — BA) + B(AC — CA) — (AC — CA)B
— (AB)C — C(=BA) + B(~CA) — (AC)B = ABC + CBA — BCA — ACB
— A(BC — CB) — (BC.— CB)A = A[B,C] — [B,C]A = [A, B, C]],

czyli b spehia identyczno$é Jacobiego. Podsumujac, M, (C) to algebra Liego.

Wiemy, ze Tr(AB) = Tr(BA) i Tr to odwzorowanie liniowe. Zatem, 0 = Tr(AB —
BA) = Tr([A, B]). Z tego wynika, ze mozemy zdefiniowa¢ Tr : sl(n,R) @ sl(n,R) —
sl(n,R).

Warto udowodnié, ze Tr(AB) = Tr(BA) korzystajac z tego, ze dla macierzy A typu
n X n mamy, ze TrA = Y")_ a,. Wiec, dla dowolnych macierzy A, B € M,(C) mamy,
ze

n n n

Tr(AB) =) (AB)ii =Y Y AuBri=Y_ > AwuBy=> (BA);=Tr(BA).

i=1 i=1 k=1 i=1 k=1 i=1
Teraz dane macierze symetryczne A i B mamy, ze
[A, B]" = (AB)" — (BA)" = BTAT — A"B" = BA - AB = [B, A] = —[A, B].

Z tego wynika, ze macierz [A, B] nie jest symetryczna, gdy [A, B] # 0. Wiec, ogdlnie nie
mozna powiedzie¢, ze zbiér macierzy symetrycznych jest algebra Liego.
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Natomiast, dane macierze antysymetryczne A i B mamy, ze
[A, B]Y = (AB)" — (BA)" = BTAT — A"B" = BA— AB = [B, A] = —[A, B].

Z tego wynika, ze macierz [A, B] jest antysymetryczna. Wiec, zbidr macierzy an-
tysymetrycznych jest algebra Liego razem z komutatorem.
d

Cwiczenie 4. Dane odwzorowanie F' : E — FE, gdzie E to przestrzen liniowa
skoniczonego wymiaru, wiemy, ze

det F = det[F]5,  TrF = Tx[F]5

dla dowolnej bazy B. Udowodnij, ze det F'i Tr F' sa dobrze zdefiniowane (czyli niezalezne
od bazy).

Rozwigzanie: Wiemy, ze dla dowolnych baz B i B’ przestrzeni E skonczonego wymiaru

mamy
[Flg = [1d]3 [FIZ1d]5. (4.1)

Skoro
[1d] = (1] = 1] )3 = [d)F = ([1d]3)~", (4.2)

to
det[F]5 = det([Id]8 [F]5[1d]5,) = det([Id]5 det[F] det[Id)3,) = det([Id]5 det[Id]5,) det[F]3
1 det[F]5 = det([Id]8 [Id]5) det[F]8 = det([Id]) det[F])5 = det[F]5.

Korzystajac znowu z (4.1) i (4.2), mamy, ze

Te([F]5) = Te([Ld)f [FIZA]5) = Te((FIE1d)E L5 ) = Te[F]3.



