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Ciala

Javier de Lucas

Cialo mozna rozumie¢ jako uogdlnienie zbioru liczb wymiernych Q, liczb rzeczy-
wistych R i liczb zespolonych C.
Ciato to struktura (K, +,-) taka, ze:

e +:KxKi-:KxK — K sa funkcjami nazywanymi odpowiednio dodawaniem i
mnozeniem,

e (K, +,) to pierscieri, tj:
1. (K, +) to grupa abelowa, tj.:
— (lacznosé dodawania) Vo pcex a + (b+c¢) = (a +b) + ¢
— (element neutralny dodawania) V,ex a + 0 = a,

— (element odwrotny dodawania) V,ex Jpex a + b =0

— (przemiennos¢ dodawania) V, pex @ + b = b+ q;

2. (tacznos$¢ mnozenia) Y, peex a- (b-c) = (a-b) - c
3. (element neutralny mnozenia) Voex a - 1 = a,
4. (rozdzielnosé) Vo peex a - (b4 ¢) = (a-b) + (a-c),
5. (przemiennos$¢ mnozenia) Yy pex @ - b =10 a.

e kazdy niezerowy element K jest odwracalny, tzn:

Vaex\{0} Toex @b =1,

Element 1 nazywa sie jedynkg lub jednoscig i jest on elementem neutralnym mnozenia.

Latwo wida¢, ze (Q,+,-), (R,+,-) i (C,+,-), gdzie + i - to zwykle dodawanie i
mnozenie, to sa ciala.
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Istnieja tez ciata skonczone, czyli K ma skoriczona liczbe elementéw. One sa wazne
w kryptografii i innych dziedzinach. Na przyklad, niech Z,, gdzie p to liczba pierwsza,
bedzie zbiérem Z, = {0,1,2,...,p — 1}. Zdefiniujemy nowe dodawanie +,:

a+,b=(a+b) mod p.
Na przykiad, dla Zg
0+,0= (04 0) mod 3 =0, 2+,1=(2+1) mod 3=0,

l14,1=(1+1)mod3=2 =~ 2+,2=4mod3=1.

Mnozenie zdefiniujemy podobnie
a-b=(a-b) mod p.
Na przykiad, dla Zs
0-,0=(0-0) mod 3=0, 2501 =-(2=71) mod 3 =2,

1p1=(1-1)mod3=1, 2,2=4mod3=1.

Mozna udowodni¢, ze (Z,,+p,,) jest cialem. Jedyna trudna czes¢ dowodu bedzie
udowodniona podczas ¢wiczen.
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Cwiczenie 1. Udowodnij, ze jezeli p to liczba pierwsza, to \/p ¢ Q, t.j. /p nie jest
liczba wymierna.

Cwiczenie 2. Pokaz, ze (Zy, 4, -p) jest cialem wtedy i tylko wtedy gdy p to liczba
pierwsza.

Cwiczenie 3. Wykaz, ze zbiér { p+V2q|pge @} wyposazony w standardowe mnozenie
liczb jest cialem.

Cwiczenie 4. Wykaz, ze
« V9+4V5¢0Q,
o V/9+4V5+ V9 -4/5=3
e V/V5+2¢0Q
o VV5+2-vVV5-2=1,
o V/26+15v3+ /26 — 15v/3 = 4,
o /227 +10 = V/2v27— 10 =2.

Cwiczenie 5. Zbada¢, czy istnieja liczby wymierne z, y € Q, speliajace warunek

V/2+ V5 =z +yV5.

Cwiczenie 6. Wykaz, ze nie istnieja liczby wymierne a,b € Q, takie, ze

VA =a+bV2




