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Ćwiczenie 1. W zbiorze V := C×C określmy naturalne dodawanie (x1, x2)+(y1, y2) :=
(x1 + y1, x2 + y2), a mnożenie przez liczbȩ λ ∈ C zdefiniujmy jednym z nastȩpuja̧cych
wzorów:

(a) λ · (z1, z2) := (λ1z1, z2); (b) λ · (z1, z2) := (λz1, 0);

(c) λ · (z1, z2) := ((Reλ)z1, (Reλz2).

Dla każdego z tych przypadków sprawdzić, które z aksjomatów przestrzeni wektorowej
nad cia lem C sa̧ spe lnione, a które nie sa̧.

Ćwiczenie 2. Niech V := {x ∈ R : x > 0 i ∃n ∈ N : xn ∈ Q}. Sprawdzić, że V jest
przestrzenia̧ wektorowa̧ nad cia lem K := Q, jeżeli zdefiniujemy ⊕ : (v, w) ∈ V × V 7→
vw ∈ V i mnożenie · : (λ, v) ∈ K × V 7→ vλ ∈ V , gdzie vw i vλ to zwyk le mnożenie i
potȩgowanie liczb rzeczywistych. Wykazać, że liczby pierwsze 2, 3, 5, 7, 11, · · · sa̧ liniowo
niezależne i generuja̧ ca la̧ V .

Ćwiczenie 3. Niech R3[X] bȩdzie przestrzenia̧ wektorowa̧ (nad R) wszystkich wielo-
mianów o wspó lczynnikach rzeczywistych stopnia nie wiȩkszego od 3. Zbadać lin-
iowa̧ zależność wektorów P1(X) := 1 + X + 2X2 + X3, P2(X) := 2 + X + X2 − X3,
P3(X) := 7 + 5X + 4X2 + X3.

Ćwiczenie 4. Zbadać liniowa̧ zależność wektorów

• (1,−1, 0, 2, 4), (7,−5, 0, 2, 2), (1, 0, 1, 0, 1), (8,−4, 2, 0, 0) w Q5 (nad Q).
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w R5 (nad R i nad Q).

• (i,−i, 0, 2, 4), (2, 0, 0, 2− 2i, 1− 4i), (1, 1, 0, 2, 1) w C5 (nad R i nad C).

Ćwiczenie 5. Zbadać liniowa̧ zależność w przestrzeni V := RR, czyli przestrzeń wek-
torowa̧ nad R funkcji f : R→ R, uk ladu funkcji:

• cosϕ, cos 3ϕ, cos3 ϕ,

• sinϕ, sin 3ϕ, sin3 ϕ,

• cosϕ, sinϕ, cos2 ϕ, sin2 ϕ.
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