
ALGEBRA I R

Wielomiany i liczby zespolone

Javier de Lucas

Ćwiczenie 1. Ustal dla których a, b ∈ R można podzielić

f1(X) = X4 − 3X2 + aX− b przez f2(X) = X2 − 3X + 2

f3(X) = X4+(3−a−b)X3+(1−3(a+b)+ab)X2+(3ab−a−b)X+ab przez f4(X) = X2−4X+4.

Ćwiczenie 2. Napisz dwa wielomiany o wspó lczynnikach w Z5 określaja̧ce ta̧ sama̧
funkcjȩ.

Rozwia̧zanie: Mamy, na przyk lad

P1(X) = X(X− 1)(X− 2)(X− 3)(X− 4), P2(X) = 0.

Oba wielomiany sa̧ różne. Natomiast, dla dowolnej wartości λ ∈ Z5 drugi wielomian jest
bezpośrednio równy zeru. Dla P1 mamy, że X może przejmować wartości 0, 1, 2, 3, 4. Dla
każdej możliwej wartości λ, jeden czynnik X− i siȩ zerujȩ. Wiȩc, P1(λ) = 0. �

Ćwiczenie 3. Za pomoca̧ algorytmu Euklidesa dla wielomianów, podaj najwiȩkszy
wspólny dzielnik nastȩpuja̧cych wielomianów o wspó lczynnikach w R

f1(X) = X5 − 6X4 + 45X2 − 46X− 24 i f2(X) = X5 + 5X4 + 6X3 − 3X2 − 7X− 2

f3(X) = X5 + 2X4 − X3 + X2 − 2X− 1 i f4(X) = X4 + 6X3 + 15X2 + 18x+ 5.

Ćwiczenie 4. Za lóżmy, że punkty zk = xk + iyk ∈ C dla k = 1, . . . , n (gdzie n > 2 i
xk, yk ∈ R) sa̧ wierzcho lkami n-ka̧ta foremnego wpisanego w akra̧g C(0; r) (środek 0 i
promień r). Wykazać, że

n∑
k=1

z2
k = 0,

n∑
k=1

x2
k =

n∑
k=1

y2
k =

n

2
r2,

n∑
k=1

xkyk = 0.

Rozwia̧zanie: Punkty wpisane w okra̧g C(0; r) sa̧ takie, że |zk| = r dla k = 1, . . . , n.
Zatem zk = reiθk dla pewnych ka̧t θ1, . . . , θn ∈ [0, 2π[. Skoro |zk − zk+1|2 = |zk − zk−1|2
to

(zk − zk+1)(z̄k − z̄k+1) = r2 + r2 − 2r2 cos(θk − θk+1) =

r2 + r2 − 2r2 cos(θk − θk−1) = (zk − zk−1|)(z̄k − z̄k−1).
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Zatem różnicza miȩdzy ka̧tami jest taka̧ sama̧. Wiȩc, ∆ = θi − θi−1 i ∆ = 2π/n.
Zatem, zk = eiθ0eik∆ dla k = 1, . . . , n. Z tego wynika, że

n∑
k=1

z2
k = r2e2iθ0

n∑
k=1

ei4kπ/n = r2e2iθ0ei4π/n
1− ei4nπ/n

1− ei4π/n
= 0

Pisa̧c zk = xk + iyk i xk, yk ∈ R, otrzymamy, że z2
k = x2

k − yk2 + 2ixkyk. Wiȩc,

n∑
k=1

z2
k =

n∑
k=1

[x2
k − y2

k + 2ixkyk] = 0⇔
n∑
k=1

[x2
k − y2

k] = 0,
n∑
k=1

xkyk = 0.

Dodatkowo,
∑n

k=1 x
2
k =

∑n
k=1 y

2
k i

nr2 =
n∑
k=1

|zk|2 =
n∑
k=1

[x2
k + y2

k]⇒ 2
n∑
k=1

x2
k = nr2 ⇒

n∑
k=1

x2
k =

nr2

2
.

�

Ćwiczenie 5. Niech f(z) ≡ z−1 dla z ∈ C∗ ≡ C − {0}. Wykazać, że dla każdego
u = eiθ, gdzie 0 < θ < π/2 istnieje okra̧g C = C(s, r) (znaleźć środek s i promień r),
przechodza̧cy przez u i ū, f -niezmienniczy f(C) = C i różne od C(0, 1).

Rozwia̧zanie: Jeżeli s to środek i r to promień okra̧gu, to |u− s| = |ū− s| = r. Zatem

|u|2−sū− s̄u+s2 = |u|2− s̄u−su+s2 = r2 ⇒ s̄(ū−u) = s(ū−u)⇒ (s̄−s)(ū−u) = 0.

Skoro u = eiθ dla 0 < θ < π/2π z za lożenia, to u 6= ū i s̄ = s. Czyli s ∈ R. Zatem

r2 = |u− s|2 ⇒ 1 = 1− 2s cos θ + s2.

Mamy, że C ∩ R = {s − r, s + r}. Z za lożenia f(C ∩ R) = C ∩ R. Wiȩc, mamy dwie
możliwości

f(s+ r) = s+ r, f(s+ r) = s− r.

Nie może być f(s+ r) = s+ r. W takim przypadku, f(s− r) = s− r też i z definicji f
wynika, że

f(s± r) = s± r ⇒ |s± r| = 1.

To oznacza loby, że s = 0, ale to niemożliwe z za lożenia. Skoro f(s ± r) = s ∓ r, to
(s+ r)(s− r) = 1. Zatem s2 − r2 = 1 i
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r2 = 1− 2s cos θ + s2 = s2 − 1⇒ s =
1

cos θ
, r = tan θ.

Na końcu sprawdzamy, że C = C(s, r) jest niezmienniczy wzglȩdem f . Mamy, że

z ∈ C(s, r)⇔ |z−s|2 = r2 = s2−1⇔ |z|2−s(z+z̄)+s2 = s2−1⇔ |z|2−s(z+z̄)+1 = 0.

Ponieważ z 6= C(s, r), to

z ∈ C(s, r)⇔ 1− s(z + z̄)

|z|
+

1

|z|2
= 0⇔

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣2 − s(1

z
+

1

z̄

)
+ 1 = 0⇔ 1

z
∈ C(s, r)

Wóczas, C(s, r) jest f -niezmienniczy. �

Ćwiczenie 6. Wykazać, że

n∑
k=1

cos
2kπ

2n+ 1
= −1

2
,

n∑
k=1

cos
(2k − 1)π

2n+ 1
=

1

2
, n ∈ N.

Rozwia̧zanie: Skoro eiθ = cos θ + i sin θ, to

n∑
k=1

cos
2kπ

2n+ 1
= Re

(
n∑
k=1

e
2kπi
2n+1

)
= Re

(
n∑
k=1

[
e

2πi
2n+1

]k)
.

Korzytaja̧c ze wzoru sumy szeregu geometrycznego, czyli

n∑
i=n0

ri =
rn0 − rn+1

1− r
, r 6= 1,

to

Re

(
n∑
k=1

[
e

2πi
2n+1

]k)
= Re

(
e

2πi
2n+1 − e

2π(n+1)i
2n+1

1− e
2πi

2n+1

)
= Re

(
e

πi
2n+1 − e

π(2n+1)i
2n+1

e−
πi

2n+1 − e
πi

2n+1

)
=

Re

(
e

πi
2n+1 (1− e

2nπi
2n+1 )

e−
πi

2n+1 − e
πi

2n+1

)
= Re

(
e

πi
2n+1 e

nπi
2n+1 (e

−nπi
2n+1 − e

nπi
2n+1 )

e−
πi

2n+1 − e
πi

2n+1

)
=

sin( nπ
2n+1

) cos( (n+1)π
2n+1

)

sin
(

π
2n+1

)
= −

sin( nπ
2n+1

) cos( nπ
2n+1

)

sin
(

π
2n+1

) = −
sin( 2nπ

2n+1
)

2 sin
(

π
2n+1

) = −
sin( 2nπ

2n+1
)

2 sin
(

2nπ
2n+1

) = −1

2
,
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gdzie skorzystalísmy ze wzoru

sinϕ =
eiϕ − e−iϕ

2i
.

Natomiast,

n∑
k=1

cos
2kπ

2n+ 1
+

n∑
k=1

cos
(2k − 1)π

2n+ 1
=

2n∑
k=1

cos
kπ

2n+ 1
=

2n∑
k=1

Re

([
e

πi
2n+1

]k)

= Re

(
e

πi
2n+1 − e

(2n+1)πi
2n+1

1− e
πi

2n+1

)
= Re

(
e

πi
2n+1 + 1

1− e
πi

2n+1

)
= Re

(
(e

πi
2n+1 + 1)(e

−πi
2n+1 + 1)

(1− e
πi

2n+1 )(e
πi

2n+1 + 1)

)

= Re

(
(e

πi
2n+1 + 1)(e

−πi
2n+1 + 1)

(1− e
πi

2n+1 )(e−
πi

2n+1 + 1)

)
= Re

(
2 + e

πi
2n+1 + e

−πi
2n+1

−e
πi

2n+1 + e−
πi

2n+1

)
= Re

(
2 + 2 cos( πi

2n+1
)

−2i sin( πi
2n+1

)

)
= 0.

Wiȩc,

n∑
k=1

cos
2kπ

2n+ 1
+

n∑
k=1

cos
(2k − 1)π

2n+ 1
= 0⇒

n∑
k=1

cos
(2k − 1)π

2n+ 1
=

1

2
.

�

Ćwiczenie 7. Niech n ∈ N oraz z1, . . . , zn ∈ C. Wykazać, że

|z1 + . . .+ zn| = |z1|+ · · ·+ |zn| ⇔
(
∃z 6= 0 : ∃r1, . . . , rm ∈ R+ :
zj = rjz dla j ∈ 1, . . . , n

)
. (7.1)

Rozwia̧zanie: Dowód jest trywialny dla n = 1. Wiȩc, za lożymy, że n > 1.
Udowodnimy, że z lewej strony (7.1) wynika prawa strona. Zdefiniujemy s = z1 +

. . . + zn. Dla s = 0, mamy, że z prawej strony (7.1) wynika, że z1 = . . . = zn = 0 i jest
trywialne, że prawa strona (7.1) jest prawdziwa.

Zak ladamy teraz, że s 6= 0 i zdefiniujemy wj = zj/s dla j = 1, . . . , n. Dla dowolnej
liczby zespolonej z ∈ C mamy, że Re(z) ≤ |z|. Z tego,

1 = Re

(
n∑
j=1

wj

)
=

n∑
j=1

Re(wj) ≤
n∑
j=1

|wj| = 1.

Równość Re(z) = |z| spe lnia siȩ wtedy i tylko wtedy gdy z ∈ R+. Zatem, mamy, że

zj = ωjz, ωj ∈ R+, j = 1, . . . , n, z 6= 0.
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Teraz udowodnimy, że z prawej strony (7.1) wynika lewa strona. Mamy∣∣∣∣∣
n∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

rjz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

rj

∣∣∣∣∣ |z| =
(

n∑
j=1

|rj|

)
|z| =

n∑
j=1

|zj|.

To kończy dowód.
Dodatkowo, też możemy udowodnić, że prawa strona (7.1) wynika z lewej strony (7.1)

za pomoca̧ indukcji. Dla n = 2, mamy, że jeżeli

|z1 + z2| = |z1|+ |z2|

i z1 + z2 = 0, to z1 = z2 = 0 i można przedstawić z2 = z1 = 0z dla dowolnego z 6= 0 ∈ C.
Jeżeli z1 + z2 6= 0, to

|z1+z2| = |z1|+|z2| ⇔ |z1+z2|2 = (|z1|+|z2|)2 ⇔ (z1+z2)(z̄1+z̄2) = |z1|2+|z2|2+2|z1||z2|.

To równoważnie
z1z̄2 + z̄1z2 = 2|z1||z2| ⇔ Re(z1z̄2) = |z1z̄2|.

Skoro s = z1 + z2 6= 0, to jedna ze zmiennych jest różna od zera, np. z2. Wówczas,

z1z̄2 = |z1z̄2| ⇔ z1 = |z1z̄2|z2/|z2|2 ∈ R.

Jeżeli zdefiniujemy

r =
|z1z̄2|
|z2|2

,

to widać, że prawa strona (7.1) siȩ spe lnia.
Teraz zak ladamy, że prawa strona (7.1) wynika z lewej strony dla n i zak ladamy

|z1 + . . .+ zn + zn+1| = |z1|+ . . .+ |zn|+ |zn+1|.

Skoro

|z1 + . . .+ zn + zn+1| ≤ |z1 + . . .+ zn|+ |zn+1| ≤ |z1|+ . . .+ |zn|+ |zn+1|

to
|z1 + . . .+ zn + zn+1| = |z1 + . . .+ zn|+ |zn+1|

i
|z1 + . . .+ zn| = |z1|+ . . .+ |zn|.
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Z za lożenia, istnieja̧ s ∈ C i liczby r′, rn+1 ∈ R+ takie, że

zn+1 = rn+1s, z1 + . . .+ zn = r′s, s ∈ C\{0}.

Też z za lożenia
zi = ris

′, i = 1, . . . , n, s′ ∈ C\{0},

gdzie r1, . . . , rn ∈ R+. Wiȩc,

z1 + . . .+ zn = (r1 + . . .+ rn)s′ = r′s.

Widać, że s′s−1 ∈ R. Wiȩc, s′ = λs dla λ ∈ R+. Wobec tego,

zi = λis, λi ∈ R+, i = 1, . . . , n+ 1.

�
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