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Zadanie 1. Obliczy¢ granice nastepujacych funkcji
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Rozwigzania:
Najpierw, mozna zauwazy¢, ze funkcja
22y
22y? + (x + y)?

flz,y) =

jest zdefiniowana na R? — {(0,0)}. Wlasnie,
P+ (r+y) =02 =0i(r+y)=01r=—yiy’2’=02=0iy=0.

Wige, mamy f : R? — {(0,0)} — R. Musimy sprawdzi¢ granic¢ funkcji f w punkcie (0,0). Chociaz,
(0,0) nie nalezy do A, ten punkt jest punktem skupienia zbioru A i mozemy skorzystaé¢ z definicji
Cauchy’ego granicy funkcji f : A — R w punkcie skupienia py zbioru A:

lim f(p) =b& Ve>0,30 >0,[Vpe A, |p—po| <p=1[f(p) =0 <¢.

p—Po

Wprowadzamy zmian¢ do wspotrzednych biegunowych, czyli x = rcosf i y = rsiné.
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Funkcja
3x2y3
(22 + 2)2
jest definiowana na R — {(0,0)}. Aby obliczy¢ granice w punkcie (0,0), wprowadzamy zmiane do
wspotrzednych biegunowych, czyli x = rcosf i y = rsinf. Wiec,

flz,y) =
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Funkcja
2
fla,y) = (1 +aty")=7
jest zdefiniowna na zbiorze A = R? — {(z,y) | zy = 0}. Wiec, mamy funkcje postaci f : A — R.
Musimy sprawdzi¢ granice funkcji f w punkcie (0,0). Chociaz (0,0) nie nalezy do A, jest punktem
skupienia zbioru A i mozemy skorzystac z definicji Cauchy’ego, czyli dany punkt skupienia py zbioru
A, to

Jim f(p) = b« Ve>0,35>0,[Vp € A lp—po| <p—[f(p) = b <.
—Po



Wprowadzamy zmiane do wspotrzednych biegunowych, czyli x = rcosf i y = rsinf. Sprawdzamy
granice w punktach nalezacych do dziedziny funkcji, czyli dla 0 € (0,27) — {n/2,m,37/2} i dla
dowolnego r > 0. Wtedy,
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Skoro lim,_,o 78 cos? @ sin® § = 0, powyzsza granica jest granica typu liczby e. Wéwczas,
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Przeanalizujemy funkcje
2

)
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Skoro 2 +y? = 0 wtedy i tylko wtedy x = y = 0, funkcja ta jest zdefiniowana na zbiorze R?—{(0,0)}.
W tym przyktadzie, skorzystamy z tego, ze

lim  f(z,y) =b= 3 lim lim f(z,y),3 lim lim f(z,y)

(z,y)—(z0,y0) T—T0 Y—Yo Y—1Yo T—x0

lim  f(z,y) = lim lim f(z,y) = lim lim f(x,y).
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Takie granice nazywaja sie granicami iteracyjnymi. Trzeba pamietac, ze ich istnienie jest warunkiem
koniecznym (ale nie wystarczajacym), aby zgwarantowaé, ze istnieje granica funkcji f w punkcie
(20, y0). Ogdlnie, korzysta sie z tego wyniku, aby sprawdzi¢, ze granice iteracyjne nie istnieja, albo
nie sa rowne i z tego powodu, nie istnieje granica funkcji. W naszym przypadku,
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Zadanie 2. Zbadacé ciggtos¢ nastepujacych funkcji

=l dlaz #£0,

) IEN=0" das—o
b flay) =
c) flx,y) = (&2 +97) [cos () +5in (k)] dla () # 0,
’ 0, dla (z,y) =0
sin@y) -~ dla 2y £ 0
d x, — zy )
) f@y) 1, dla zy = 0,
log(tlzyl)  q1a 2y £ 0,
6) f(l', y) - 2yl
L, dla zy =0,

Rozwiazanie: Poza punktami (z,y) gdzie xy = 0, funkcja jest ciagta. Wtasnie, jest ilorazem dwdch
funkcji cigglych, takich, ze mianownik nie zeruje sie.



Zobaczymy co sie dzieje, gdy (zo,y0) jest takie, ze xgyo = 0. Skoro g(x,y) = |zy| jest funkcja
ciagta, kiedy (z,,yn) — (%0, o) takie, ze xoyo = 0, to g(zn,yn) — 0 (definicja Heiniego ciagtosci
funkcji), to

L log(lkfayl) | log(1+ fay)

= =1.
(z,y)—(z0,y0) |zy| |zy|—0 |zy|

Zadanie 3. Obliczy¢ pochodne czgstkowe rzedu pierwszego nastepujacych funkcji

a) fl(z,y,z) =xy32?* — ysinux,

b) flx,y) =z —elogy,

¢) flx,y) = chx — shz, gdzie chx = (e +€7%)/2,i she = (e —e™7)/2,
_J(@* 4 y?) cos (T}Lyz) dla (z,y) #0

e) f('qj? y? Z) = xyz7

Zadanie 4. Czy funkcja f : R? — R rézniczkowalna w punkcie (z,y) musi by¢ C' w tym punkcie?

Zadanie 5. Udowodnij, ze funkcja f : R?> — R rézniczkowalna w punkcie (z,y) musi by¢ C° w
tym punkcie.

Zadanie 6. Obliczy¢ pochodne kierunkowe funkcji

f(l' y) — ;Tny? dla ($7y) # 07
’ 0, dla (z,y) =0,

w kierunku wektora v = (a, b) w punkcie (0,0).
Zadanie 7. Zbadaj rézniczkowalnosé funkeji f(x,y) = |xy|sin(xy).

Zadanie 8. Zbadaj rozniczkowalnosé funkceji

B (2% + y?) cos (ﬁ) , dla (z,y) #0,
f@y) = {O, ' dla (z,y) = 0.

Zadanie 9. Sprawdz, ze funkcja

spetia, ze

dla kazdego n € N.
Rozwigzania: Mamy, ze

Wéwezas
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Zadanie 10. Sprawdzi¢, ze funkcja f(x? + y? + 2?%) spelnia, ze
L9 é’f Lor of _ of é’f

0y Yor ~ %oz “or 8y Yo: =

Rozwigzanie: Niech f’ bedzie df /dt, gdzie t = x* + y? + 2%, to
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oy yax—wﬁy yf2z=0
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S = 2f'2y — yf'2z = 0.

oy Vo. =z2f2y—yf2:=0

Zadanie 11. Zbadaj rézniczkowalnosé funkceji

1
Flay) = L& Ty eos () dia (@) #0,
0, dla (z,y) = 0.
Zadanie 12. Dana funkcja f(z,y) = |zy|, czy spelnia, ze
of of

[Dit i) [l y) = 57w y)ha + a—y(:c, y)h,.

Zadanie 13. Dana funkcja f € C*(R), napisa¢ wyrazenia

of af of O*f  0*f  Of
8x+8y+8z 8x2+8y2+622’

we wspotrzednych walcowych {r, ¢, z}, gdzie
x = rcos(¢), y=rsin(¢p), z=z
we wspotrzednych sferycznych {r, ¢, 0}, gdzie
x = rcos(¢)sin(f), y = rsin(¢)sin(d), z = rcos(0)
we wspotrzednych eliptycznych {r, ¢, 0}, gdzie

x = arcos(¢)sin(f), y = brsin(¢)sin(d), =z = crcos(0)

ia,b,c>0.
Zadanie 14. Obliczy¢
0 f 0 f
Oxdy’ Oyox
dla funkcji
Fry) = {xyﬁzjrzz, dla (z,y) # 0, |
0, dla (z,y) = 0.

Zadanie 15. Czy istnieje funkcja f € C?*(R?) taka, ze f /0x = 225 — 61 Of /Oy = 2y + 57



Rozwigzanie: Dana f € C?*(R?), to

*f  0f
oxdy  Oyox’

Jezeli taki warunek sie spelnia, to dana funkcja 0f/0z(z,y) = f.(z,y), to

f.y) = [ L) + o),

gdzie trzeba catkowaé f.(z,y) tylko jako funkcje zalezng od z i gdzie ¢(y) to pewna funkcja zalezna
od y. Teraz,
of _

, 9
Dy =¢'(y) + ay/fx(ac,y)dx = fy
Stad, ;
o) = fy~ 5, [ Folo )i

Mozna zauwazy¢, ze wtasnie prawa strona zalezy tylko od y:

Oy =2 900 _

Wiec,
o(y) = / [fy - aay/fx(x,y)dw] dy.

Ta metoda jest kluczowa, na przyktad w termodynamice, gdzie prowadzi do tzw prawa stanu uktadu
termodynamicznego z wartosci, ktore mozna mierzy¢ w laboratorium.
W naszym przypadku, mamy, ze

oOf _ 5 5 *f

gy = 20 6= 50 =0
i of 0 f

— =2 5) =0

y v+ j@x@y

Wiec, nasza funkcja spetnia taki warunek i mozemy obliczy¢ f.
f= /(23:5 —6)dz + ¢(y) = 2°/3 — 62 + ¢ (y).

Trzeba zauwazy¢, Ze nie pojawia sie zadna stala po catkowaniu 22° — 6, bo mozemy zakladaé, ze ta
stata jest w ¢(y). Wiec,

of _

o =¢(y)=2y+5=0y) =y*+5y+k  keR,

f(z,y) =2°/3 — 62 +y* + 5y + k.

Zadanie 16. Prawo stanu gazu doskonatego dla dowolnej ilosci gazu przyjmuje posta¢: PV = nRT,
gdzie P to cisnienie gazu, V' to objeto$¢ gazu, n to ilos¢ moli, T' to temperatura i R to stata gazowa.

Wykaz, ze
op v or _
8V T=cte 8T P=cte aP V=cte - .



Rozwiazanie: Mamy, ze P = nRT/V wigc,
( Gj ) __nRT
v T=cte V2
ovy o _nk
aT T=cte B P
() n
opP V=cte nR

op v ar ~ nRTnRV — nRT L
ov), . \or),_,.\o°r), .~ V* PnR VP

Zadanie 17. Znalez¢ i zbadac¢ punkty krytyczne funkcji

Ponadto, V. =nRT/P

i skoro T'= PV/(nR), to

Wobec tego,

f(z,y) = cosx + cosy — cos(z + y).

Rozwigzanie:
Punktem krytycznym funkcji f nazywamy punkty gdzie zeruja sie pierwsze pochodne tej funkcji.
Punkty krytyczne sa rozwigzaniami uktadu
0 0
a‘;:—sinxjtsin(m%—y)zo, 5§:—Siny+sin(x+y):0.
Funkcja jest okresowa dla obu zmiennych, czyli f(z + 27k, y + 27k’) = f(z,y) dla k, k" € Z. Wiec,
mozemy zbadaé jej punkty krytyczne w [—m, ) X [—m, 7). Stad,

sin(z) = sin(y) = y = x.

Wiec,
sin(z) — sin(z + y) = 0 = sin(z) = sin(2z)
Z tego,
r=2r=x=0,y=0, Tr=—mYy=—T,
albo 1 1
2x::|:7r—x:>x::|:§7riy::|:§7r.

Wiec, mamy punkty krytyczne:
(2rk, 27k, (—7 + 27k, —7 + 27K’), (7/3 + 27k, /3 + 27k').

Musimy zbada¢ drugie pochodne

2 2
( % 8(‘15; ) _ < — cos(z) + cos(x + y) cos(x + y) >

orf  92f _
o o cos(x + y) cos(y) + cos(x + y)

w punktach krytycznych. Czyli, dla (0,0) i podobnych

(10)

7



Wiec, Dy < 01 to punkt siodta. Dla (—7, —7) i podobnych

2 1
1 2
Wiec, D1 < 0, Dy > 0 i to minimum. Dla (7/3,7/3) i podobnych

(v )

to maksimum (Dq, Dy > 0).

Zadanie 18. Znalez¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji

2 2

fle,y) =e ™77
Zadanie 19. Znalez¢ najwieksze i najmniejsze wartosci funkcji

sin(z? + %) /(2* +97), dla (z,y) #0,

f(z,y) = {0, dla (z,y) =0,

na zbiorze K = {(z,y) | V2% + y% < 7/2}.

Dla tych, ktorzy nudzg si¢ i chea co$ wiecej...

Zadanie 20. Dana funkcja f : R® — R typu C? taka, ze f(Axy,...,A\x,) = N"f(zy,...

A € R, udowodnij, ze

Zadanie 21. Zbada¢ punkty krytyczne ciagtej funkcji f : R" — R takiej, ze f(Axy,
A f(xy, ... xp).

,x,) dla

C O AT,) =

Zadanie 22. Zbada¢ punkty krytyczne ciaglej funkcji f : R? — R takiej, ze f(rcosf,rsinf) =

f(rcos® rsinf) dla wszystkich r,6,0' € Ridf/or > 0.
Zadanie 23. Znalez¢ i zbadaé¢ punkty krytyczne funkcji

flzy) =t +y*.



