
GEOMETRIA RÓZNICZKOWA DLA POCZA̧KUJA̧CYCH

Kilka dodatkowych rozwia̧zań

J. de Lucas
Dana rozmaitość N , czyli zbiór punktów, który lokalnie wyglada jak Rn, możemy

zdefiniować dla każdego punktu p ∈ N przestrzeń styczna̧ TpN . Przestrzeń styczna to
przestrzeń liniowa wszystkich pochodnych kierunkowych w punkcie p. Możemy zain-
terpretować każda pochodna kierunkowa jako wektor. Wia̧zka̧ styczna̧ do N jest zbiór
wszystkich przestrzeń stycznych do N .

Wia̧zka styczna pozwala nam powiedzieć, że jakas pochodna, np.

D = x
∂

∂x
− y ∂

∂x

to odwzorowanie D : R2 → TR2. W laśnie, dla każdego punktu p ∈ R2, np. dla p = (1, 1),
mamy jedna̧ pochodna̧ kierunkowa̧, np.

D =
∂

∂x
− ∂

∂x
.

Ponadto, dla każdego punktu rozmaitości N mamy przestrzeń dualna̧ do TpN , tzn
T ∗
pN . Mówimy, że ta przestrzeń to przestrzeń kostyczna do p. Przestrzeń wszystkich

przestrzeni kostycznych, to wia̧zek kostyczny T ∗N do N . Kazda różniczka to odw-
zorowanie df : p ∈ N 7→ dfp ∈ T ∗N , czyli dla każdego punktu, dfp to funkcja liniowa.

Ćwiczenie 1. Oblicz różniczki funkcji

f(x, y, z) = xyz+x2 +y2 +z2, f(x, y, z) = x2yz−zy− sin z, f(x, y, z) = x2 +y2.

i oblicz jej wartosći, (df)p ∈ T ∗
pR3 w punkcie p = (1, 2, 4). Dany pochodne kierunkowe

Dp =
∂

∂x
+ 2

∂

∂y
+ 3

∂

∂z
∈ TpR3,

oblicz (df)p(Dp) dla i = 1, 2, 3. Pamiȩtaja̧c, że dxi(∂/∂xj) = δij, sprawdź, że

(Dpf)(p) = (df)p(Dp).

Krótko mówia̧c, rózniczka pozwala nam obliczyć pochodne kierunkowe funkcji różniczkowalnej.

Ćwiczenie 2. Oblicz różniczka funkcji f : (x1, . . . , xn) ∈ Rn 7→ f(x1, . . . , xn) ∈ R.
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GEOMETRIA RÓZNICZKOWA DLA POCZA̧KUJA̧CYCH

Ćwiczenie 3. Oblicz różniczki funkcji

f(x, y, z) = xyz + x2 + y2 + z2, f(x, y, z) = x2yz − zy − sin z, f(x, y) = x2 + y2.

i oblicz jej wartosći w punktach (2, 3, 4), (1, 2, 1) i (2, 3, 4).

Ćwiczenie 4. Oblicz różniczkȩ zewnȩtrzna̧ formy

ω1 = (x2y + x)dx+ xyzdy + z2ydz ω2 = (x2yz − zy)dz − sin zdx, ω3 = (x2 + y2)

ω4 = sin(x2z)dx ∧ dy + 2xydx ∧ dy − dz ∧ dz, ω5 =
1√

x2 + y2
(xzdx+ yzdy − (x2 + y2)dz)

ω6 = (x2y + x)dx ∧ dy + xyzdy ∧ dz + z2ydz ∧ dx ω7 = (x2yz − zy − sin z)dx ∧ dy.

Rozwia̧zanie: Mamy, że

dω1 = d(x2y + x) ∧ dx+ d(xyz) ∧ dy + d(z2y) ∧ dz.

Skoro

d(x2y+x) = 2xydx+x2dy+dx, d(xyz) = yzdx+yxdz+xzdy, d(z2y) = 2zydz+z2dy,

to

dω1 = (2xydx+ x2dy + dx) ∧ dx+ (yzdx+ yxdz + xzdy) ∧ dy + (2zydz + z2dy) ∧ dz.

Przypominamy, że dx ∧ dx = dy ∧ dy = dz ∧ dz = 0. Wiȩc,

dω1 = x2dy ∧ dx+ (yzdx+ yxdz) ∧ dy + z2dy ∧ dz.

Też musimy zauważyć że dx ∧ dy = −dy ∧ dx, dx ∧ dz = −dz ∧ dy, dy ∧ dz = −dy ∧ dz.
Z tego wynika, że

dω1 = (z2 − yx)dy ∧ dz + (zy − x2)dx ∧ dy.

Warto pamiȩtać, że ddω1 = 0, wiȩc, jeżeli nie widać tego z poprzednego wyniku, to cos
jest nie tak...
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Warto zauważyć, że jeżeli mamy pole wektorowe

F = (x2y + x)i + xyzj + z2yk,

który ma takie wspólczynniki jak ω1, w szczególności i ↔ dx, j ↔ dy, k ↔ dz, to jego
rotacja jest

∇× F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣ = (z2 − yx)i + (zy − x2)k

i wspólczynniki rotacji sa̧ wspó lczynnikami formy dω1 dla i ↔ dy ∧ dz, j ↔ dz ∧ dx i
k↔ dy ∧ dz. Jeżeli

ω6 = (x2y + x)dx ∧ dy + xyzdy ∧ dz + z2ydz ∧ dx.

Mamy, że

dω6 = d(x2y + x) ∧ dx ∧ dy + d(xyz) ∧ dy ∧ dz + d(z2y) ∧ dz ∧ dx.

Skoro

d(x2y+x) = 2xydx+x2dy+dx, d(xyz) = yzdx+yxdz+xzdy, d(z2y) = 2zydz+z2dy,

i dx ∧ dx = dy ∧ dy = dz ∧ dz, to

dω6 = yzdx ∧ dy ∧ dz + z2dy ∧ dz ∧ dx = (yz + z2)dx ∧ dy ∧ dz.

Jest ważny za lważyć, że jeżeli pole wektorowe ma postać

F = xyzi + z2yj + (x2y + x)k

jego dywergencja, czyli

∇F =
∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
+
∂Fz

∂z
= yz + z2

jest wspó lczynnikiem dwuformy dω6, gdzie ω6 jest dwu-forma̧ z wspólczynnikami . �

Ćwiczenie 5. Dana funkcja f : Rn → R, udowodnij, że d2f = 0.

3
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Ćwiczenie 6. Mówi siȩ, że forma rózniczkowa jest zamkniȩta, gdy dω = 0. Natomiast,
k-forma ω jest dok ladna, gdy istnieje k − 1-forma θ taka, że dθ = ω. Udowdonij, że
nastȩpuja̧ce funkcje sa̧ zamkniȩte

ω = 2xdx+ 2ydy + 2zdz ω =
2x

1 + x2 + y2
dx+

2y

1 + x2 + y2
dy

Które sa̧ dok ladne?

Ćwiczenie 7. Dana funkcja f : (x, y) ∈ R2 7→ x2 + y2 ∈ R i forma dz on R. Oblicz
f ∗dz.

Ćwiczenie 8. Dana funkcja f : (x, y) ∈ R2 7→ (y, x) ∈ R2 i forma dx ∧ dy on R2, oblicz
f ∗(dx ∧ dy).

Ćwiczenie 9. Oblicz przestrzeń styczna̧ do powierzchni

x2 + z2 + y2

w punkcie (1, 1, 1).
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