
Seria zada« z Analizy

Zadanie 1. Zbada¢ punktow¡, niemal jednostajn¡ i jednostajn¡zbie»no±¢

ci¡gów funkcyjnych:

(a) fn(x) := n2x
1+n3x2

x ∈ R (b) fn(x) := nx
1+n2x2

x ∈ R (c) fn(x) :=
1

x+n 0 < x <∞ (d) fn(x) := n
√

1 + xn 0 < x < 2 (e) fn(x) := x2

n2+(x−n)2 ,

x ∈ R , (f) fn(x) := n2

n2+(x−n)2 , x ∈ R; (g) fn(x) := nx3

1+nx2
, x ∈ R ,

(h) fn(x) := nx−(n+1)x2

n−(n−1)x , x ∈ [0, 1] , (i) fn(x) := n2−x2
n2+x2

, x ∈ R ,

(j) fn(x) := 1
1+(x−n)2 , x ∈ R , (k) fn(x) := log(ex + 1

n), x ∈ R , (l)

fn(x) := nxe−n
2x2 , x ∈ R , (m) fn(x) := nx2+(n+1)x

nx+1 , x ∈ [0, 1].

Zadanie 2. Zbada¢ zbie»no±¢ (punktow¡, jednostajn¡, niemal jednostajn¡)

szeregu funkcyjnego:

(a)
∑∞

n=1
n2x
n7+x2

, x ∈ R; (b)
∑∞

n=1

√
1+nx2

x+n2 , x ∈ ]0,∞[ ;

(c)
∑∞

n=0
log(1+nx)
1+n5x2

, x ∈ [0,∞[ ; (d)
∑∞

n=1
nx

1+n5x2
, x ∈ [0,∞[ ;

Zadanie 3. Rozwijaj¡c funkcje podcaªkowe w szereg wykaza¢ »e: (a)
∫∞
0

xdx
ex−1 =

π2

6 wsk.
∑∞

n=1
1
n2 = π2

6 (b)
∫∞
0 log(1 + e−x)dx = π2

12

(c)
∫ 2π
0 ecosx cos(sinx) cos(kx)dx = π

k! k = 1, 2, 3, ...

Zadanie 4. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ odwzorowa« i znale¹¢ pochodn¡ (je±li

istnieje):

(a) C[0, 1] 3 f 7→ f(1) + f(1/2)2 ∈ R ; (b) C[0, 1] 3 f 7→ T (f) ∈ C[0, 1] :
(Tf)(x) :=

∫ x
0 (1 + f2(t))dt; (d) C[0, 1] 3 f 7→

∫ 1
0 f(t)3dt ∈ R; (e) R2 3

(x, y) 7→ f(x, y) :=

{
xy2

x2+y2
(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

Zadanie 5. W obszarze Ω := {(x, y) ∈ R2 0 < y < x} wprowadzamy

wspóªrz¦dne u(x, y) := x + y, v(x, y) := xy. Zapisa¢ wyra»enie

A(f) :=
2

(x− y)2

(
1

2
(
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
) +

1

x− y
(
∂f

∂y
− ∂f

∂x
)− ∂2f

∂x∂y

)
w zmiennych (u, v).

Zadanie 6. Niech f : R2 −→ R speªnia równanie Laplace'a: ∆f = 0 oraz

u, v : R2 −→ R klasy C2 speªniaj¡ równania: ux = vy uy = −vx. Wykaza¢,

»e g(x, y) := f(u(x, y), v(x, y)) speªnia równanie Laplace'a.

Zadanie 7. Wyznaczy¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji f : R2 → R danej

wzorem:

a) f(x, y) = sin(x + y) + 6 sin(x) + sin(y)

b) f(x, y) = 17 sin(x + y) + 10 sin(x) + 17 sin(y)
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Zadanie 8. Wyznaczy¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji f : X → R:

a) X = Rn+, f(x) = x1 · x2 · . . . · xn + 1
x1

+ 2
x2

+ . . . n
xn

b) X = Rn, (a1, a2, . . . , an)-dany, f(x) =

∑n
i=1 aixi

1 +
∑n

i=1 x
2
i

Zadanie 9. Znale¹¢ odlegªo±¢ punktu (0, 0, 0) od powierzchni okre±lonej

równaniem z =
1

xy
.

Zadanie 10. Znale¹¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji f : X → R:

a) X = R2, f(x, y) = 2x3 − 6xy + 3y2

b) X = R3
+, f(x, y, z) =

(
1 +

1

x

)(
1 +

x

y

)(
1 +

y

z

)
(1 + z)

Zadanie 11. Znale¹¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkcji R2 3 (x, y) 7→
z(x, y), zde�niowanej niejawnie równaniem

a) 1
2(x2 + y2)z3 + xyz2 + z − 2 = 0

b) 1
2(x2 + y2)z3 + xyz2 + 1 = 0

c) 3z3 − 7 cos(x + y) +
20x

x2 + 1
= 0

Zadanie 12. Znale¹¢ pochodn¡ odwzorowania (u(x, y), v(x, y)) w punkcie

(x, y, u, v) = (1, 2, 3, 4) niejawnie danego równaniami F : R4 → R2,

F (x, y, u, v) = 0 gdzie

F (x, y, u, v) = (x + y + u + v − 10, x2 + y2 + u2 + v2 − 30).
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