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Javier de Lucas

Uwagi organizacyjne: kazde zadanie rozwigzujemy na osobnej kartce. Kazde za-
danie nalezy podpisa¢ imieniem i nazwiskiem wlasnym oraz prowadzacego ¢wiczenia.
Na wszelki wypadek prosimy tez o podanie numeru grupy. Prosimy o sprawdzenie, czy
telefon komorkowy jest wytaczony a kalkulator i inne pomoce naukowe (np. tablice ma-
tematyczne) schowane. W razie watpliwosci prosimy o kontakt z asystentem.

Zadanie 1. Udowodnij, ze dla kazdego n € N, spelniona jest nieréwnosé:

(2:) > ;f;ﬁ. (1.1)

Rozwigzanie: Korzystamy z indukcji. Dla n = 1 mamy, ze

A L fvsa

L0 i i N e Wiy
Wiegc, wyraz (1.1) jest poprawny dla n = 1. Teraz zatozmy, ze (1.1) jest poprawny dla n
i udowodnijmy, ze (1.1) spehia si¢ dla n + 1. Czyli sprobujemy udowodnié, ze

2., 4% Wk 2Y 41
n ) T 2n bt L =BT +ila

Mamy, ze

(Zn + 2> 2n+2)2n+1)(2n)! (2n+2)(2n+1)(2n)! _ (Qn) 2(2n + 1)'

et ) (n+ 1) (n+1)! = (n+1)2n!n! n) n+l

Z hipotezy indukcyjnej

(Qn) 22n+1) 4" 22+ 1)

n+ % R n1
Mozemy to napisaé¢ troche inaczej, aby to bedzie podobne do wzoru (1.1) dla n + 1:

4" 202n+1)  4n 202n+1) 4" 22 41) 4 (204 1)

2yn n+1 - 2/nvn+1ivn+1 2\/n—|—14\/n(n+1) B 2\/n+12\/n(n+1).
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Skoro 2ab < a? + b* dla dowolnych a,b € R, to 2y/n(n+1) <n+n+11i

<2n)2(2n+1)> g @atl) 4 (2etD)  4nt!
n) n+l 7 2yn+12/nn+1) 2v/n+1(n+n+1) 2¢/n+1

Z indukcji otrzymamy, ze (1.1) jest poprawny dla n =1,2,3,4,.... 0
Zadanie 2. Zbadaj zbiezno$¢ ciagéw i znajdz ich granice jesli istnieja:

1. a, = (1—1— Sin%ﬂ)

n
1 n 1

3. a, = vVn*—n3—n?

_ cos?n™ (=)™
4oan = 00+

5. ap = {/1+27/n2+3"/n3 + ...+ kn/nk, gdzie k € N,
6. a, = sin (mvn? +n+ 1)

Rozwigzanie: a) Wybierajac podciag {asx treny mamy, ze limy o agry = 1. Natomiast,
dla n = 4k 4+ 1 mamy, ze limy_, o aqxr1 = €. Jezeli granica lim,,_, o, a,, istnieje, granice
wszystkich podcigéow istnieja i sa takie same. Skoro my udowodnili$my, ze istnieja dwa
podciggi i maja rézne granice, to cigg {a, },ey nie ma granicy.

b)Mamy, ze lim, 1 Y 4 % =eiphih % < e. Wiec, mamy granice ilorazu ciagu
ograniczoneego przez ciag dazacy do zera. Zatem

lim a, = 0.
n—-+o0o

Tez mozna obliczyé ta granice za pomoca Stolza. Skoro mianownik to ciagg rosnacy,
dazy do +o0 i

|
im WP FD, - mw IS lhe,
notoo N4 1'—n n—too n £ k!
¢)Trywialna +oc.
d) Wida¢, ze
3, n —1)»
lim s n lim (1)
n—+oo  nl n—+oo 2N

to granice ciggu ograniczonego, b, = cos®>n™ lub ¢, = (—1)" przez ciag dazacy do +oo.
Wiegc,

3 ,n —1)"

lim <2 lim =Y

n—+oo  n! n—+oo 21N
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Korzystajac z tego

lim a, = lim
n—-+o0o n—-+o0o

(0053 n" N (—1)”) . cos*n” wt(—1)hs 0

n! 2n

Mozna tez obliczy¢ ta granice za pomoca twierdzenia trzych ciagdw:

(R (0033 nf (—1)”) L
EaL < 4 <ilis

alii®n — n! 2n nl, 4. 2n
Wtedy,
0= lim" & Xaa < hin Cosn+( ) Eorhmh A0 _— = 0.
n—too  n! n T m—+too n! 2n n—+oon! = 2n
e) Mamy, ze
" [+ 1" 1A% 1
— < ( J; ) & (1+—> >n&1+-> n.
n o l [

Skoro {/n dazy do 1, to istnieje ng taki, ze ostatnia nieréwnosé spelnia sie dla wszsystkich
l=1,...,kin > ng. Korzystajac z tego

Zatem,

Ykn/nk < ¥/1+2n/n2 430 /n3 + ..+ kn/nk < /kkr/nk = kEY/k/nk.

7 twierdzenia trzych ciagéw

lim k{/1/n* < lim Y1420 /n2 430 /n3 + ... + kn/nk < lim {kkn /nk = lim k/k/nk.
n—-+00 n——+00 n—-+0o0

n—-+o0o

Zatem

k< lim %/1420/n2437/n34 ..+ kn/nk <k.

n—-+00

lim /14 27/n2437/n3 4 ...+ kn/nk = k.

n—-+o0o
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Zadanie 3. Zbadaj zbieznosé¢ ciaggu zadanego rekurencyjnie wzorem

3
rp = a, xn+1:43§‘——|—1’ a>0.

Zadanie 4. Rozwazmy przestrzeni R? z metryks

diz,y) =4 1P =l senzy =sgny
(@) {||x||+||y|| don, o+ s,

gdzie ||z — y|| = de(z,y) = /(@1 — 11)? + (2 — y2)? jest metryka euklidesowa. Opisac
kule i odcinki w tej metryce.

Rozwigzanie: Kula o srodek z i promien r to zbior
K(w,r) = {y € Rld(z,y) < r}.

Mozemy podzieli¢ ta kule w dwoch ciesciach: K; to zbior punktow kuli K (z,r) takich,
ze sgnxy = sgnyy i Ky to zbior punktow kuli takich, ze sgn x1 # sgnyy. Jezeli T, to zbior
punktow takich y € R? ze sgnx; = sgny; # 01 K.(z,r) to zwykla kula euklidesowa,
mamy, ze

K(z,r) ={y € R¥d(z,y) <r} =K UKy = (K.(x,7)NT,) UK.
Dla sgnx; =sgny; =0

K(z,7r) = {y € R?|d(z,y) <1} = K1 UKy = [23,2]c N T3) U Ko,
gdzie [z3,ys]e to zwykly odcinek euklidesowy.

Jezeli ||z|| > r to Ky jest pusty poniewaz dla kazdego y ¢ T, mamy, ze d(z,y) =

lz|| + [|ly|| > r. Jezeli ||z|| <7, to d(x,y) = ||z|| + ||y|| <. Wtedy y € K.(0,7 — ||z]|)-
Wigc,

K(z,r)={y e R¥d(z,y) <r} = K1 UKy = (K (z,7)NT,) U (K.(0,r — ||z||) N T}),

gdzie T, to dopelnienia T}.
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Odcinek [z, y] metryki d to zbior punktow
[z, 9] = {z € R? d(x, 2) + d(2,y) = d(2,y)}.

e Napierw zakladamy, ze sgn(z,) = sgn(y;). Wowezas, d-odcinek to zwykly odcinek
metryki euklidesowej, czyli to zbiér punktéw miedzy x i y. Taki odcinek nie zawiera
elementow z ¢ T, poniewaz wtedy

d(z,z) + d(z,y) = |yl + [l=l| + 2[[z|| = ||y — =] = d(=,y).
Ale ||y — z|| < ||yl + ||z|| wigc, z powyzszej rownosci 2||z||=0. Dodatkowo,
d(z,z) +d(z,z) = |[yl| + ||zl = [ly — z|| = d(=,y)
wtedy i tylko wtedy gdy x i y sa réwnolegte i maja roézne kierunki. To si¢ zdaza tylko
dla z; = y; = 0. Ale wtedy z jest miedzy x i y i nalezy do T,.
e Jezeli zakltadamy, ze y ¢ Ty, to d(z,y) = ||x|| + ||y]|, czyli
d(z,y) = [|z|[ + |lyl| = de(x,0) + dc(0,y).

Wszystkie punkty z z x do 0, czyli z € [z,0]. gdzie [a,b]. to odcinek euklidesowy,
spetniaja ||z — z|| + ||2|| = ||=|| i punkty z z y do 0, tj. z € [y, 0], spelniaja, ze ||y —
2| + 11z]| = ||ly||- Wiec, takie punkty naleza do tego odcinku [z, y]:

x € [x,0e = d(z,2) +d(z,y) = ||z — 2|[ + ||2[| + [lyl| = ll=]| + [ly]| = d(z,y)
albo
z € [y,0le = d(z,2) + d(z,y) = |[z]] + ||zl + []z = yll = ][] + llyl| = d(z, y).
Nie ma wiecej punktow w [z, y]. Wlasnie, dla dowolnego punktu z € T,:
d(z, 2) + d(z,y) = ||z — 2[] + [zl + [lyll > [l=|] + [lyl]-

Jezeli T, ¢ z mozna cos podobnego otrzymac. [
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Zadanie 5. Wykorzystujac definicje Cauchy’ego granicy funkcji wykazacé, ze

lim 8 % 2v2 =-1
a2 \z—-2 z-+v2) 7

Rozwigzanie: Musimy udowodnié, ze

Ve >0,36 > 0,0 < |z —2|=|f(z) + 1| <e¢,

gdzie /3
8 24/2
f(m):x_Q_\/—_\/i'
Wiegc, musimy ograniczy¢
|flz) +1| = x§2_\/_2\—/§\/§+1

za pomoca ¢. Teraz, mamy, ze
| 2 | fpea ] s

ST (Ve O I O \/’—x/' P
/ )H‘_‘ %2 _‘M—f)( ‘<ﬁ+\/§>2 =l

Wybierajac 6 = € to
lf(x)+ 1| <|r—2]<d=¢e

wowczas, granica to —1. [J



