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Zadanie 1. Udowodnij, że zbiór A = {2k + 1|k ∈ N} jest przeliczalny.

Taki zbiór ma nieskończenie wiele elementów. Wiȩc, A jest przeliczalny wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje bijekcja φ : A→ N. Zdefiniujemy

φ : A → N
p 7→ log2(p− 1)

Widać, że φ jest dobrze zdefiniowany. Jeżeli p ∈ A, o możemy udowodnić, że φ(p) ∈ N,
Właśnie,

φ(p) = log2(2
k + 1− 1) = log2 2

k = k ∈ N.

Funkcja φ jest injekcja̧:

φ(p1) = φ(p2)⇒ log2(p1−1) = log2(p2−1)→ 2log2(p1−1) = 2log2(p2−1) ⇒ p1−1 = p2−1⇒ p2 = p1.

Funkcja φ jest surjekcja̧. Możemy udowodnić, że jeżeli k ∈ N to ∃p ∈ A taki, że φ(p).
Właśnie,

k ∈ N⇒ k = f(2k + 1), p = 2k + 1 ∈ A.

Zatem φ jest bijekcja̧ i A jest przeliczalny.

Zadanie 2. Oblicz granicȩ cia̧gu rekurencyjnego

x0 > 0, xn+1 =
1 + xn
2xn

, n = 0, 1, 2, 3 . . .

Rozwia̧zanie: Widać. że {xn}n∈N to cia̧g liczb dodatnich. Własnie z indukcji widać, że
dla n = 0 mamy x0 > 0. Dodatkowo, jeżeli xn > 0, to z relacji rekurencyjnej

xn+1 =
1 + xn
2xn

> 0⇒ xn+1 > 0.

Wiȩc, z indukcji wynika, że xn > 0 dla n = 0, 1, 2, 3, 4, . . ..
Jeżeli {xn}n∈N ma granicȩ, to dla pewnego n mamy, że

xn+1 ' xn ⇔ xn '
1 + xn
2xn

⇔ 2x2n − xn − 1 = 0⇔ xn '
1±

√
1− 4 · 2(−1)

4

⇔ xn '
1± 3

4
⇔
(
xn ' 1 ∨ xn ' −

1

2

)

1



ANALIZA I
24 listopada 2014
Semestr zimowy

Kolokwium próbne

Skoro {xn}n∈N to cia̧g liczb dodatnich, to jeżeli {xn}n∈N ma granicȩ, to taka granica
równa siȩ 1.

Aby udowodnić czy {xn}n∈N ma granicȩ spróbujemy zobaczyć czy cia̧g {xn}n∈N jest
monotoniczny i ograniczony. Natomiast

xn+1 − 1 =
1 + xn
2xn

− 1 =
1− xn
2xn

.

To oznacza, że jeżeli xn > 1 to xn+1 < 1 i odwrotnie. Wiȩc, xn to nie cia̧g monotoniczny!!!
Aby zbadać taki cia̧g korzystamy z nastȩpuja̧cego wyniku:

{xn}n∈N → b⇔ ({pn := x2n}n∈N → b i {on := x2n+1}n∈N → b) .

Zbadamy podcia̧gi liczb parzystych {pn}n∈N i liczb nieparzystych {on}n∈N cia̧gu {xn}.
Faktycznie, takie cia̧gi maja̧ taka̧ sama̧ relacja̧ rekurencyjna̧:

xn+2 =
1 + xn+1

2xn+1

=
1 + 1+xn

2xn

21+xn

2xn

=
3xn + 1

2 + 2xn
.

czyli

pn+1 =
3pn + 1

2 + 2pn
on+1 =

3on + 1

2 + 2on
.

Widać teraz, że taki cia̧g jest ograniczony przez 1

pn+1 − 1 =
3pn + 1− 2− 2pn

2 + 2pn
=

pn − 1

2 + 2pn

Z tego wynika z indukcji, że jeżeli p0 > 1 to pn > 1 dla n > 0. Jednoczesniej, jeżeli
p0 < 1 to pn < 1 dla n > 0. Wiȩc, jeżeli p0 > 1, to {pn}n∈N jest ograniczony z dół przez
1 i p0 < 1, to {pn}n∈N jest ograniczony z góry przez 1.

Dodatkowo,

pn+1 − pn =
3pn + 1

2 + pn
− pn = −2(pn − 1)(pn + 1/2)

2 + 2xn
.

Wiȩc, jeżeli p0 > 1 to pn > 1 dla każdego n i pn+1 − pn < 0 i {pn}n∈N jest maleja̧cy i ma
wtedy granicȩ. Z powyższego wzoru, kiedy pn ' pn+1 to pn ' 1. Czyli granica to 1.

Natomiast, jeżeli p0 < 1 to pn < 1 dla każdego n i pn+1−pn > 0 i {pn}n∈N jest rosna̧cy
i ma wtedy granicȩ. Z powyższego wzoru, kiedy pn ' pn+1 to pn ' 1. Czyli granica to 1.

Wiȩc, cia̧g {pn}n∈N jest zbieżny. Skoro {on}n∈N ma taka̧ sama̧ relacjȩ rekurencyjna̧,
to tez da̧zy do 1.

Skoro {pn}n∈N i {on}n∈N maja̧ taka̧ sama̧ granicȩ, to {xn}n∈N da̧zy do 1. �
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Zadanie 3. Oblicz granice:

• limn→+∞
3
√
(n+ 2)(n+ 4)(n+ 5)− 3

√
n(n+ 1)(n+ 3),

• limn→+∞

(√
n+
√
n−

√
n−
√
n
)
,

• limn→+∞

(
n2+3
n2+1

)2n2+5

,

• limn→+∞

√
1+
√
2+...+

√
n

(n+1)
√
n

.

Zadanie 4. Sprawdź, czy nastȩpuja̧ce zbiory sa̧ domkniȩty czy otwarty:

A =
∞⋃
n=1

[
−2n+ 1

n+ 1
,
n2 + 4n+ 1

n2 + 1

[
B =

∞⋂
n=1

]
−2n+ 1

n+ 1
,
n2 + 4n+ 1

n2 + 1

[
.

Zadanie 5. Udowodnij za pomoca̧ definicji Cauchyego, że

lim
x→2

x2 + x+ 1

2x+ 1
=

7

5
.

Rozwia̧zanie: Musimy udowodnić, że

∀ε > 0,∃δ > 0, 0 < |x− 2| < δ ⇒
∣∣∣∣f(x)− 7

5

∣∣∣∣ < ε.

Mamy, że ∣∣∣∣x2 + x+ 1

2x+ 1
− 7

5

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣5x2 + 5x+ 5− 14x− 7

5(2x+ 1)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣5x2 − 9x− 2

5(2x+ 1)

∣∣∣∣ .
Skoro

5x2 − 9x− 2 = 0⇔ x = 2 lub x = −1

5
,

to ∣∣∣∣x2 + x+ 1

2x+ 1
− 7

5

∣∣∣∣ = |x− 2||x+ 1/5|
|2x+ 1|

dla δ < 1 je.zeli to |x− 2| < δ to 3 > x > 1 i 2x+ 1 > 1. Wiȩc,∣∣∣∣x2 + x+ 1

2x+ 1
− 7

5

∣∣∣∣ = |x− 2||x+ 1/5|
|2x+ 1|

< |x− 2||x+ 1/5| < 4|x− 2| = 4|x− 2| < 4δ.
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Jeżeli δ < ε/4 to ∣∣∣∣x2 + x+ 1

2x+ 1
− 7

5

∣∣∣∣ < ε.

�
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