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Zadanie 1. Udowodnij, ze zbior A = {2% + 1|k € N} jest przeliczalny.

Taki zbioér ma nieskoriczenie wiele elementow. Wiec, A jest przeliczalny wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje bijekcja ¢ : A — N. Zdefiniujemy

p: A — N
p > logy(p—1)

Widaé, ze ¢ jest dobrze zdefiniowany. Jezeli p € A, o mozemy udowodnié, ze ¢(p) € N,
Wtasnie,
$(p) =logy(2¥ +1—1) =log, 2" =k e N.

Funkcja ¢ jest injekcja:
d(p1) = ¢(p2) = logy(p1—1) = logy(pa—1) — 2°8@171 — 282D — 1y 1 — p 1 = py = ).

Funkcja ¢ jest surjekcja. Mozemy udowodnié, ze jezeli k € N to dp € A taki, ze ¢(p).
Wiasnie,
HeN=E=F2F + 1) p="2"+ 1,44

Zatem ¢ jest bijekcja i A jest przeliczalny.
Zadanie 2. Oblicz granice ciaggu rekurencyjnego

1+x,
22 X

o > 0, Pl = w=0,1,233...

Rozwigzanie: Widaé. ze {x, }nen to ciag liczb dodatnich. Wtasnie z indukcji widaé, ze
dla n = 0 mamy x, > 0. Dodatkowo, jezeli x,, > 0, to z relacji rekurencyjnej

14+ x,
2x,

Tpyl = > 0= 2,41 > 0.
Wiec, z indukcji wynika, ze x,, >0 dlan=0,1,2,3,4,....
Jezeli {z, }neny ma granice, to dla pewnego n mamy, ze

1+z, 1++4/1-4-2(-1
rr 2% —1,-1=0&1, ~ 1 (=1)
xn

N 1:i:3© 1y 1
Tn 2 — Ty Tn =5

Tpyl = Ty <& Ty =
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Skoro {z, }nen to ciag liczb dodatnich, to jezeli {x, },eny ma granice, to taka granica
réwna sie 1.

Aby udowodnié¢ czy {x,},en ma granice sprobujemy zobaczy¢ czy ciag {x, fnen jest
monotoniczny i ograniczony. Natomiast

il — 1= —1=
ian s 22,

1 = 1—=z,
+x 1 :c'

To oznacza, ze jezeli x,, > 1 to x,.1 < 11iodwrotnie. Wiec, z,, to nie ciag monotoniczny!!!
Aby zbadaé taki ciag korzystamy z nastepujacego wyniku:

{xn}neN — b & ({pn = xZn}nGN —bi {On = x2n+1}n€N = b) .

Zbadamy podciagi liczb parzystych {p, }nen 1 liczb nieparzystych {o,},en ciagu {z,}.
Faktycznie, takie ciagi maja taka sama relacja rekurencyjna:

A e~ ey

G = = )
i 2544 2% 2+ 2z,
czyli
_ 3pnt1 Com 30, +1
Pnt+1 = 2 4+ 2o, n+1 = 2+ 20,

Wida¢ teraz, ze taki ciag jest ograniczony przez 1

_3pn+1_2_2pn_ pn_l
ke 28D s 24 2p,

Pn+1 —

7 tego wynika z indukcji, ze jezeli pg > 1 to p, > 1 dla n > 0. Jednoczesniej, jezeli
po < 1top, <1dlan>0.Wiegc, jezeli pg > 1, to {p, }nen jest ograniczony z dol przez
11ipo <1, to{pn}nen jest ograniczony z gory przez 1.

Dodatkowo,

3+l 2(pn=1)(pat1/2)
2+ pn

n — .

2+ 2z,

Pn+1 — Pn =

Wiec, jezeli pg > 1 to p, > 1 dla kazdego n i p,11 — pn < 01 {py}nen jest malejacy i ma
wtedy granice. Z powyzszego wzoru, kiedy p, =~ p,41 to p, >~ 1. Czyli granica to 1.
Natomiast, jezeli pg < 1 to p, < 1 dla kazdego n i p,y1—pn > 01 {py}nen jest rosnacy
i ma wtedy granice. Z powyzszego wzoru, kiedy p, >~ p,.+1 to p, ~ 1. Czyli granica to 1.
Wigce, ciag {pn }nen jest zbiezny. Skoro {o,}neny ma taka sama relacje rekurencyjna,
to tez dazy do 1.
Skoro {py }nen 1 {04 }neny maja taka sama granice, to {x, },en dazy do 1. O
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Zadanie 3. Oblicz granice:

o lim, o0 /(0 +2)(n +4)(n +5) — {/n(n+1)(n +3),

e lim, , o (\/n + /N — \/n - \/ﬁ>7

2.3 2n2+45
: n
b hmn—H—oo <n2_+1> )

[ ] llmn_H_oo %W

Zadanie 4. Sprawdz, czy nastepujace zbiory sa domkniety czy otwarty:

In+1 n?+4n+1 B n+1 n+4n+1
A= — B = —
nL:Jl[ (R e e [ TOJ n+1l’ n2+1

Zadanie 5. Udowodnij za pomoca definicji Cauchyego, ze

:r:2+x+1_7

1SN SRS L Sy
z—=2 2r+1 5

Rozwigzanie: Musimy udowodnié, ze

Ve > 0,36 > 0, O<]$—2(<5:>’f(x)—z‘<e.

5
Mamy, ze
?4+r+1 7 B 5z2 +Bx+ 5 —"14x — 7 B 522 — 9x — 2
27+ 1 5/ 52z + 1) | 52z +1)
Skoro 7
5x2—9x—2:0©a§:2lubx:—g,
to

e ot 1§ T |z —R||z 45|
27 + 1 5 2241
dlad <1ljezelito|r—2|<dto3>z>11i2zx+1>1. Wigc,

< |z —=2||x 4+ 1/5| < 4|z — 2| = 4|z — 2| < 40.

??+r+l 7| o =2z +1/5]
27 + 1 50 |2z + 1|
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