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ciagi i szeregi funkcji

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Zbada¢ zbieznosé (punktowa i jednostajna) ciagu funkcji

nx? +z

w0, Sr— ————,
Ju:0,00[5 2 nx?+1

Rozwigzanie: Moéwi sie, ze ciag funkcji f,, zdazy punktowo do f gdy

n—-+00

W naszym przypadku, mamy, ze f, zdazy punktowo do funkcji

fo) = s ; z #0.

nx® 4z = d B+ RN, 0, x =0,
— m ——=
n—toonxZ2+1 . notoo 2 +1/n
Teraz, musimy sprawdzi¢ czy ciag (fn)nen zdazy do f jednostajnie. Aby to zrobié,
musimy sprawdzi¢, czy

li — 5 )
1 S socl () — ()] =0, Ve € [0, +oo]
Geometrycznie ten warunek oznacza, ze najwieksza réznicza miedzy wartosciami func-
jami f, i f w punktach z € [0, +o00], ktéra jest niewigksza od Sup,cjo oof fn() — f(2)],
robi sie¢ coraz mniejsza gdy n — 4-00.

Aby ustali¢ co sie dzieje dla (f,,)ner, musimy ustali¢ supremum wartosci | f,, (z)— f(z)].
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Widaé z powyzszego diagramu, ze (f,,)nen nie zdazy jednostajnie do f. Ale to tylko
diagram, i trzeba to udowoni¢ dokladnie.

Dla x = 0, wiemy, ze |f,,(0) — f(0)| = 0. Zobaczymy, co si¢ dzieje poza z = 0, czyli
na ]0, +o00[. W tym przedziale,

9(z) = |fulx) = f(2)] =

nz2+1 | |nzz+l

nx? + ’_ z—1 ‘

Funkcja ta ma minimum dla = 1. Aby znalez¢ najwiksza warto$é tej funkeji, trzeba
sprawdzi¢ gdzie ma maksimum i sprawdzi¢ co si¢ dzieje gdy * — +o0. Wiec, trzeba
sprawdzi¢ punkty krytyczne tej funkcji. Pamietamy, ze

d|f ;
Ul = signlf@), dlf@)] 20,
gdzie
1, x>0,
sign(z) = 4 0, r =0,
-1, x < 0.
Skoro nz? +1 > 0, to
dg _ nr?+1-2zn(x—1) | —nz? + 2zn + 1
dx (z) = sigiatr=sly (a2 193 gl —1) (na? 4+ 1)2
7 tego wynika, ze punkty krytyczne to punkt x > 0 taki, ze
—2n++V4n? 4+ 4
—na?+2n+1=03= — i L 1+1/n.

2n
Czyli

Typ=14++1+1/n>1.

Wida¢, ze to maksimum. Wtasnie,

dg- =nz?+2zn+1
— = " x> 0.
dx (nz?+1)2

Mianownik jest zawsze dodatnie i mianownik jest zero dla z_ i x,. Skoro z_ < z; i
—na? + 2zn + 1 to parabola z ramionami do dét, to dg/dz jest ujemna dla x > z, i
dodatnia dla © < x, < x4. Z tego wynika, ze x = z jest maksimum. Teraz mamy

2 =1

nx?+1

-

xz—l‘

1m 1im
x—0 z——+oo | nx2 4+ 1
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Z tego wynika, Ze SUp (o +oof| fn(¥) — f(2)| > 11 ciag (fn)nen nie zdazy jesdnostajnie
do f.

Mozna to udowodnié¢ inaczej. Aby to zrobi¢, musimy pamieta¢ nastepujaca wazna
wlasciwoscia ciagdéw funkcji.

Dany ciag funkcji (f,,)nen taki, ze:
e ciag funkcji (f,)nen zdazy jednostajnie do f, czyli f, ER f,
e funkcje f, sa ciagtly,

to funkcja f jest ciagla.

Teraz wprowadzamy dowéd niewprost. Zakladamy, ze f, 2 f. Skoro funkcje f, sa
ciagle, to f ma by¢ ciagla. Natomiast, funkcja f nie jest ciagla. To sprzecznosé i (fy,)nen
nie zdazy jednostajnie do f.

Aby uzupehi¢, mozemy zobaczy¢, czy f, <> f na [a,+oo[. Przyponminamy, ze

fn L> f na na [aa +OO[ Wtedy i tylkO Wtedy gdy

lim  sup | fule) = f(2)] = 0.

n—-+oo xe[a,—i—oo[

Aby zbadaé sup,c, oo |fn(7) = f(2)| musimy korzysta¢ z naszego poprzedniej analizy
funkeji g(z) = |fu(z) — f(z)]. Warto$¢ maksimalna tej funkcji jest albo w maksimim,
ktory sie pojawia jezeli a < x,, = 1+ y/1 + 1/n 1 wartos¢ funkcji

a—1
li () — =
tin 1, (o) — 0] = | 5]
Wiec, maksimum funkeji to
- a—1
max § g(Tm),
] na? +'1

Mamy, ze

Vv1+1/n




ANALIZA 11 AL
1 4y ! I
28 lutego i 3 marc? 2014 \‘}.‘\D ZY@
Semestr letni =17 =

Wy, =
SERSyTET AR

Zatem
sup[f,(@) — f(@)] = ma e
n - = X ) .
w€ay+oo] n(l++/1+1/n)2+1 |na®+1
Kiedy n — 400 to
V1+1/n a—1 ‘
= 0, — 0.
n(l++4/1+1/n)2+1 na? + 1
Wéwczas,
Hm e Sup o (Z) — flx)]. 2 Oef i f.
n—-+00 ze[a,+oo[
O
Cwiczenie 2. Czy poprawne sa wyliczenia (uzasadnic)
[e.e] 2 [e.e] o
z° +. 1 2 1 1
li = = = =2
251 Bt e — 1)2Hn ;RQ-FTL nz:;<n n+1>

Rozwigzanie: Zaczynamy od ostatnich réwnosci. Widaé, ze

7 tego wynika, ze

Teraz widac, ze

Sprawdzamy pierwszy krok, czyli

S 2?4+ 1 2
li = — =2
:cng(:z%—n—l)?%—n nz:n2+n

n=1
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pierwszy krok oznacza, ze

lim S(z) = S(1).

r—1

To sia zdaza wtedy i tylko wtedy gdy funkcja S jest ciagta w = = 1.
Nie wiemy besposrednio czy funkcja S jest ciagta w x = 1 poniewaz nie znamy postaci
S(z). Musimy to zrobi¢ inaczej, np. za pomoca szeregu funkcji. Zdefiniujemy

241
(x+n—12+n

Sk(ai) =

n=1

Widaé, ze S, — S. Jezeli mozemy udowodnié, ze ciag (Sk)ren zdazy jednostajnie do S
na przedziale [0,2] D {1} i skoro kazda Sk, dla k € N, jest ciagla, to S bedzie tez ciagla
na [0,2]. Aby udowodnié, ze Sy zdazy jednostajnie do S na [0, 2] mozemy korzystaé z
kryterium Weierstrassa.

Dane funkcje fi(x) = Ziil up(x) dla pewnych funkcji u, : 2 € A C R u(z) € R
k € N. Jezeli:
e istnieje ciag liczb (M,,)nen taki, ze |u,(x)| < M, dla kazdego x € A.

° Zzozl M, < oo,

to fk J—) Zzozl Unp, -

Stosujemy, kryterium Weierstrassa do Si. Dla tego szeregu musimy ograniczy¢

r?2+1
r+n—12%+n

un(T) = (

Mamy, ze
2z[(x +n—1)2+n]— (22 +1)2(x +n—1)
- (x+n—1)*+n]?
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Gromadzac wyrazy tego samego stopnia wynika bezposrednio,

dun
dx

2n — D22 +z[2(n — 1)* +2n — 2] — 2(n — 1) —o(n—1) 2? +nr —1
[(z +n—1)2+n]? [(x+n—1)2+n]*

(z) =

Istnieja ekstrema, ale tylko jeden, x,, w przedziale [0, 2]:

_ —nEvn?+4 Lo—n+vni+4 9 -0
2 n+vn?+4

Ty = 5 Ty =
Natomiast, widaé¢, ze 2% + nz — 1 to parabola z ramionami do géry i z, to drugi pier-
wiastek. Korzystajac z tego, widaé, ze du,/dz > 0 dla = > x4 i du,/de < 0 dla
r_ <x < wxy. Wiec, xy to minimum i trzeba szuka¢ najwiekszej wartosci funkcji u,, na
brzegu [0, 2], czyli

1 1 5} 5

n(0) nk—n+1 “m=1)2%n un(2) n?+3n+1 (n+1)2+n

Korzystajac z u,,(0) > 0 1 u,(2) > 0, mozna udowodnié, ze u,(2) > u,(0). Wlasnie,

1
<
n2—n+1"n2+3n+1

Sn*+3n+1<5n’—n+1) <0< 40’ —8n+4 =4(n—1)>%

Zatem u,(2) > u,(x) dla dowolnego = € [0,2] i n € N. Teraz ustalamy M, = f,(2) i
)
M, . REROT J
31T A

Za pomoca drugiego kryterium poréwniajacy mamy, ze Y . M, jest zbiezny:

1
ot 1 5
lith —=nf e 1 = —<xoe — < 0.
oo B 2 ; m+1)P+n 0

Z kryterium Wierstrassa, Sy zdazy jednostajnie do S. Zatem, S jest ciagla poniewaz
kazda funkcja Sy jest ciagla i

lim¥'S(z)'s= S(1).

r—1

O

Cwiczenie 3. Co$ o rézniczkowaniu wyraz po wyrazie. Wykazaé, ze f jest klasy C! na
R jesli

o) = Z sinnx'

n3
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Rozwigzanie: Trudno zobaczy¢, czy funkcja f(z) jest rézniczkowalna czy ciagha bezposrednio,
poniewaz nie znamy sumy funkcji u,, = sin(zn)/n®. Aby to rozwiaza¢, zdefiniujemy

Wida¢, ze frp — f punktowo i kazda f; jest rézniczkowalna. Teraz, korzystamy z kry-
terium ciagu pochodnych:

Dany ciag funkeji rézniczkowalnych (f,,)nen. Jezeli:

e lim, , . f.(zo) istnieje dla pewnego xy,
o f! ER g jednostajnie,

to f ER f, f'=g1 f jest rézniczkowalna.

Widaé, ze f(0) = lim, o fn(0) = 0. Wiec, pierwszy warunek kryterium sie spehia.
Sprawdzamy teraz drugi
k
md COS NT
Thw Z a3 i

n=1

Korzystamy z kryterium Weierstrassa. Musimy wtedy ograniczy¢

COS NI 1
()] = | | =

n2 n2’

Skoro Y~ 1/n? jest zbiezny, to szereg > w, zdazy jednostajnie do pewnej funkcji g.
Korzystajac z kryterium ciagu pochodnych mamy, ze f jest C*. O

Cwiczenie 4. Co$ o catkowaniu wyraz po wyrazie. Obliczy¢

1 1
lim nx exp(—na?)dz, / [lim nz exp(—naz?)]dz.
0

n—oo 0 n—oo
Wyjasni¢ uzyskane wyniki.

Rozwigzanie: Widac, ze

! n ! n
/ nx exp(—naz?)dr = —/ exp(—nz?)da? = =
0 2 Jo 2
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Teraz,
' 1
nl_l)rfoo i nx exp(—na?)dz = ngrfoo —[1 —exp(—n)] = 3
Natomiast,
1
f(r) = lim nzexp(—nz?)=0= [ [ lim nzexp(—nz?)dz = 0.
n—+00 o n—rtoo
Wiec,
1 1
lim nzexp(—nr?)dz # [ [lim nzexp(—na?)]dz.

Dlaczego? Wazny pamieta¢ nastepujace twierdzenie:

Dany ciag funkcji (f,)nen. Jezeli f, ER fito [ fe= [, 1

Skoro w tym problemie nie si¢ spehia, ze f, = i 30 f;;l fu — ffol f nie musi sie

spemiac.

Wtiasnie, mozemy przeanalizowaé |f,|. Dla x = 0, mamy, ze f,(0) = 0 i to minimum, i
nie interesuje nam. Widaé, ze | f,| ma punkt krytyczny dla

dlfal _ . 2 22 2\ _ _ *El
o sign(z)[nexp(—nx®) — 2n“z exp(—nz’)| =0 &z = T

Poniewaz f,,(0) to minimum i lim,_,; » |f.(2)| = 0, w tym punkcie f,, osiagna maksimum
globalne.
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(33) - ()

. : n 1
i swplfe) — 1) > i [2 e (<) = o

Wiec,



