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ciagi i szeregi funkcji

Javier de Lucas

Cwiczenie 1. Rozwina¢ dana funkcje w szereg potegowy wokoétpunktu zg i zbadaé ob-
szar zbiezno$ci otrzymanych szeregdéw

(a) f(x)=arcsin(x), xo=0, (b) f(x) = xarctan (1 j_ x) , T = _%,
(c) flx)= /Ox e Pdt, o =0, (d) f(z)= %[log(l — )] 2 =0.

Rozwigzanie: Aby obliczy¢ pierwszy wzér Taylora musimy korzystaé¢ z nastepujacej
metody. Zamiast obliczy¢ wzér Taylora dla arcsin(z), mamy obliczyé¢ wzér Taylora dla

jego pochodna, czyli
1

V1—22
i potem catkowaé, aby podaé¢ wzor Taylora dla f(x). Natomiast, to tez trudne, wiec,
ostateczny, szukamy wzoru Taylora dla

ply) = (1—y)72

f'(x) =

Latwo zobaczy¢, ze

1 B 13 § 135 B
Py =50-y) oo P'y) ==y L @Yy == (Lmy) T

22 222
Zatem
d"o - (2n — 1) N d"p (2n —1)
= 1 ) -(@nt1)/2 _ -1
a ) = (0) 5 >0 ¢(0)

Z tego wynika, ze wzér Taylora dla ¢(y) wyglada nastepujaco

=1+ By

Z tego wynika, ze
2n — 1! 2
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Teraz wazny pamietaé, ze:

7, wlasnosci szeregu potegowego wynika, ze jego suma jest funkcja rézniczkowalna i
catkowalna we wnetrzu kota zbieznosci szeregu. Co wiecej, zarowno pochodna jak i catke
tej funkcji mona otrzymac rézniczkujac lub calkujac szereg wyraz po wyrazie.

Korzystajac z tego wynika, ze

/m /(HZ Q"n' >dx—x+2/ 2n, g

=) )
arcsin(r) = x + Z 27%? = 2t = ¢ (1 “ Z 27%? o :(:2”) .

Promien zbieznosci R szeregu potegowego Zn CrE%40

c
—+E g 1. 1 5 T n+1
R% lim supg s o'y |cn | 7 Hmsup,, , | it

mn

W naszym przypadku

0 (2n — 1!

C = C = —————
ol s 7 oepl(2n 4 1)

gdzie a, = co, jest ciag malejacy. Wiec,

(2n — )N . ] (2n =1
PRIy T o hmn~>+oo VSR G TR,
2rn!(2n + 1) 2nn!(2n + 1)

2n

1 ae
R~ =limsup,,_,
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Cwiczenie 2. Zbadaé obszar zbieznosci podanych szeregéw oraz wyrazié¢ sumy szeregdéw

przez funkcje elementarne. Nalezy korzysta¢ ze znajomosci rozwinie¢ podstawowych
funkcji (exp(z), sin(z), cos(x), log(l + z), = ...) oraz z faktu iz szeregi potegowe

mozna rozniczkowac i catkowaé wyraz po wyrazie.

0 — 9\
(a) f(x)= z% % Wskazéwka: badaé f(z) — e”
50, onn2 1
(b) f(z)= ; R 13:3”75 Wskazéwka: f(x) = Egp(x?’)
Rozwigzanie: Mamy, ze
= (n —2)a" R =22 NI e [ 2 " o —4 "
;(n+2)n! ‘ ;::O(n+2)n! nz:%n! ; n+2 n! ;n+2n!
i
f: (M=2)z™ - L gx =4 g2
— ¢ = —
“—~ (n+2)n! s n 2 ol
Zdefiniujac,
o0 xn—i—Q
h =
() 2 (n+2)nl’
wynika, ze
h(x)zz o :xzom:xe = h(z) = (z — 1) + 1,
n=0 n—=
7 tego,
X 4 x
1) =& — Sl —De" +1]



