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cia̧gi i szeregi funkcji

Javier de Lucas

Ćwiczenie 1. Rozwina̧ć dana̧ funkcjȩ w szereg potȩgowy wokó lpunktu x0 i zbadać ob-
szar zbieżności otrzymanych szeregów

(a) f(x) = arcsin(x), x0 = 0, (b) f(x) = x arctan

(
x

1 + x

)
, x0 = −1

2
,

(c) f(x) =

∫ x

0

e−t
2

dt, x0 = 0, (d) f(x) =
1

2
[log(1− x)]2 x0 = 0.

Rozwia̧zanie: Aby obliczyć pierwszy wzór Taylora musimy korzystać z nastȩpuja̧cej
metody. Zamiast obliczyć wzór Taylora dla arcsin(x), mamy obliczyć wzór Taylora dla
jego pochodna, czyli

f ′(x) =
1√

1− x2
.

i potem ca lkować, aby podać wzór Taylora dla f(x). Natomiast, to też trudne, wiȩc,
ostateczny, szukamy wzoru Taylora dla

ϕ(y) = (1− y)−1/2.

 Latwo zobaczyć, że

ϕ′(y) =
1

2
(1− y)−3/2, ϕ′′(y) =

1

2

3

2
(1− y)−5/2, ϕ′′′(y) =

1

2

3

2

5

2
(1− y)−7/2,

Zatem,

dnϕ

dyn
=

(2n− 1)!!

2n
(1− y)−(2n+1)/2 ⇒ dnϕ

dyn
(0) =

(2n− 1)!!

2n
, n > 0 ϕ(0) = 1.

Z tego wynika, że wzór Taylora dla ϕ(y) wygla̧da nastȩpuja̧co

ϕ(y) = 1 +
∞∑
n=1

(2n− 1)!!

2nn!
yn.

Z tego wynika, że
1√

1− x2
= 1 +

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

2nn!
x2n.
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Teraz ważny pamiȩtać, że:

Z w lasności szeregu potȩgowego wynika, że jego suma jest funkcja̧ różniczkowalna̧ i
ca lkowalna̧ we wnȩtrzu ko la zbieżności szeregu. Co wiȩcej, zarówno pochodna̧ jak i ca lkȩ
tej funkcji mona otrzymać różniczkuja̧c lub ca lkuja̧c szereg wyraz po wyrazie.

Korzystaja̧c z tego wynika, że∫
0

dx√
1− x2

=

∫
0

(
1 +

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

2nn!
x2n

)
dx = x +

∞∑
n=1

∫
0

(2n− 1)!!

2nn!
x2ndx

i

arcsin(x) = x +
∞∑
n=1

(2n− 1)!!

2nn!(2n + 1)
x2n+1 = x

(
1 +

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

2nn!(2n + 1)
x2n

)
.

Promień zbieżności R szeregu potȩgowego
∑

n cnx
n to

R−1 = lim supn→+∞
n
√
|cn| = lim supn→+∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ .
W naszym przypadku

c2n+1 = 0, c2n =
(2n− 1)!!

2nn!(2n + 1)
,

gdzie an ≡ c2n jest cia̧g maleja̧cy. Wiȩc,

R−1 = lim supn→+∞
2n

√
(2n− 1)!!

2nn!(2n + 1)
= limn→+∞

2n

√
(2n− 1)!!

2nn!(2n + 1)
= 1.
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Ćwiczenie 2. Zbadać obszar zbieżności podanych szeregów oraz wyrazić sumy szeregów
przez funkcje elementarne. Należy korzystać ze znajomości rozwiniȩć podstawowych
funkcji (exp(x), sin(x), cos(x), log(1 + x), 1

1−x ...) oraz z faktu iż szeregi potȩgowe
można różniczkować i ca lkować wyraz po wyrazie.

(a) f(x) =
∞∑
n=0

(n− 2)xn

(n + 2)n!
Wskazówka: badać f(x)− ex

(b) f(x) =
∞∑
n=0

2nn2

n2 − 1
x3n−5 Wskazówka: f(x) =

1

x5
ϕ(x3)

Rozwia̧zanie: Mamy, że

∞∑
n=0

(n− 2)xn

(n + 2)n!
− ex =

∞∑
n=0

(n− 2)xn

(n + 2)n!
−
∞∑
n=0

xn

n!
=
∞∑
n=0

(
n− 2

n + 2
− 1

)
xn

n!
=
∞∑
n=0

−4

n + 2

xn

n!
.

i
∞∑
n=0

(n− 2)xn

(n + 2)n!
− ex =

1

x2

∞∑
n=0

−4

n + 2

xn+2

n!
.

Zdefiniuja̧c,

h(x) =
∞∑
n=0

xn+2

(n + 2)n!
,

wynika, że

h′(x) =
∞∑
n=0

xn+1

n!
= x

∞∑
n=0

xn

n!
= xex ⇒ h(x) = (x− 1)ex + 1,

Z tego,

f(x) = ex − 4

x2
[(x− 1)ex + 1].
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