
ANALIZA II
21 i 24 marca 2014

Semestr letni

Różniczkowalność, pochodne, ekstremum funkcji

Ćwiczenie 1. Policzyć pochodna̧ kierunkowa̧ funkcji:

ϕ(x1, . . . , xk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xk
x2

1 x2
2 . . . x2

k
...

... . . .
...

xk−1
1 xk−1

2 . . . xk−1
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
w dowolnym punkcie p = [x1, x2, . . . , xk]

T w kierunku wektora h = [1, 1, . . . , 1]T .

Rozwia̧zanie: Z definicji pochodnej kierunkowej mamy, że pochodna kierunkowa funkcji
f w punkcie u ∈ Rk w kierunki v ∈ Rk

(∇vf)(u) = lim
t→0

f(u+ tv)− f(u)

t
.

W naszym przypadku, wiemy z algebry, że

ϕ(x1, . . . , xk) =
n∏

i>j=1

(xi − xj).

Jeżeli u = [x1, . . . , xk]
T i v = [1, 1, . . . , 1, 1]T , to

(∇vϕ)(u) = lim
t→0

ϕ(u+ tv)− ϕ(u)

t
= lim

t→0

ϕ(x1 + t, . . . , xk + t)− ϕ(u)

t
.

Natomiast,

ϕ(x1 + t, . . . , xk + t) =
n∏

i>j=1

(xi + t− xj − t) = ϕ(x1, . . . , xk).
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Wiȩc,

∇hϕ(p) = lim
t→0

ϕ(x1 + t, . . . , xk + t)− ϕ(u)

t
= lim

t→0

0

t
= 0.

�

Ćwiczenie 2. W przestrzeni V := C([0, 1],R) określmy normȩ wzorem ||v|| := supt∈[0,1] |v(t)|.
Znaleźć wzór na pochodna̧ ∇hF (v) i zbadać róniczkowalność odwzorowania F : V → V
zdefiniowanego wzorem: (F (v))(t) :=

∫ t
0
v2 :=

∫ t
0
(v(s))2 ds

Rozwia̧zanie: Z definicji pochonej kierunkowej

∇hF (v) = lim
w→0

F (v + wh)− F (v)

w
, w ∈ R, v, h ∈ V.

Aby to obliczyć, musimy ustalić F (v + wh) ∈ V . Z definicji F mamy, że

[F (v + wh)](t) =

∫ t

0

(v + wh)2(s)ds =

∫ t

0

[v2(s) + w2h2(s) + 2wv(s)h(s)]ds =

[F (v)](t) + w2[F (h)](t) + 2w

∫ t

0

v(s)h(s)ds.

Zatem

∇hF (v) = lim
w→0

w2F (h) + 2w
∫ t

0
v(s)h(s)ds

w
= lim

w→0

[
wF (h) + 2

∫ t

0

v(s)h(s)ds

]
i

∇hF (v) = 2

∫ t

0

v(s)h(s)ds.

Widac, że ∇F (v) : h ∈ V 7→ ∇hF (v) ∈ V jest odwzorowaniem liniowym. Ponadto, jest
cia̧g le. Przypominamy, że odwzorowanie liniowe T : V → V jest cia̧g le gdy ‖T‖ < ∞.
Gdy dimV < 0 to zawsze zdarza sia̧. Natomiast, gdy dimV = +∞, nie zawsze ‖T‖ =
+∞. W naszym przypadku i skoro 0 ≤ t ≤ 1, to

‖∇F (v)‖ = sup‖v‖=12

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0

v(s)h(s)ds

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ sup‖v‖=12

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0

v(s)‖h‖ds
∣∣∣∣∣∣∣∣

≤ sup‖v‖=12‖h‖‖v‖t ≤ sup‖v‖=12‖h‖‖v‖ = 2‖v‖.
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Skoro v ∈ V jest cia̧g la i osia̧gna w [0, 1] jej najwiȩksza̧ wartość. Wiȩc, ∇F (v) jest
cia̧g la. Wiȩc, to może być L. W takim przypadku i pisa̧c v̄ ≡ v + h mamy, że

lim
v̄→v

‖F (v̄)− F (v)−∇v̄−vF (v)‖
‖v̄ − v‖

= lim
h→0

‖F (v + h)− F (v)−∇hF (v)‖
‖h‖

.

Zatem

lim
v̄→v

‖F (v̄)− F (v)−∇v̄−vF (v)‖
‖v̄ − v‖

= lim
h→0

‖F (h)‖
‖h‖

.

Ponadto,

F (h) =

∫ t

0

v2(s)ds ≤
∫ t

0

‖v‖2ds = ‖v‖2t ≤ ‖v‖2.

Korzystaja̧c z tego

0 ≤ lim
v̄→v

‖F (v̄)− F (v)−∇v̄−vF (v)‖
‖v̄ − v‖

= lim
h→0

‖F (h)‖
‖h‖

≤ lim
h→0
‖h‖ = 0.

Wówczas, funkcja F jest różniczkowalna. �

Ćwiczenie 3. Korzystaja̧c z definicji róniczkowalnoci odwzorowania zbadać roniczkowalnoć
i ewentualnie obliczyć pochodna̧ odwzorowa:

R2 3 (x, y) 7−→ (x2, 1 + x+ x2) ∈ R2, R2 3 (x, y) 7−→
∫ x+y

a
g(t)dt ∈ R.

W drugim przyk ladzie g jest funkcja̧ cia̧g la̧ na R.

Ćwiczenie 4. Znaleźć najwiȩksza̧ wartość funkcji u(x, y) = sin x+ sin y − sin(x+ y) w
trója̧cie ograniczonym osia̧ x, osia̧ y i prosta̧ x+ y = 2π.
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Rozwia̧zanie: Aby obliczyć najwiȩksza̧ i najmiejsza̧ wartość funkcji f , musimy zbadać
funkcja̧ na brzegu i wewna̧trz obszaru

S = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 2π}.

Wewna̧trz musimy znaleźć punkty krytyczne, tj. punkty gdzie

∂f

∂x
=
∂f

∂y
= 0.

Wiȩc, w naszym przypadku mamy, że punkty krytyczne spe lniaja̧ warunki

0 =
∂f

∂x
= cosx− cos(x+ y),

i

0 =
∂f

∂y
= cos y − cos(x+ y).

Widać, że
cos(x) = cos(y).

Wiȩc, x = y lub x = 2π − y. Skoro mamy wewna̧trz, że 2π > x > 0, 2π ≥ y ≥ 0 i
x+ y < 2π, to druga opcja jest niemożliwa i x = y. Dodatkowo,

cosx = cos(2x)↔ cos2 x− sin2 x = cosx↔ 2 cos2 x− 1− cosx = 0.

Zdefiniuja̧c z = cosx, to 2z2 − 1− z = 0 i z ∈ {1,−1/2}. Z tego wynika, że

x ∈ {π, 2π/3, 4π/3}.

Skoro y + x < 2π i y = x, to ostania i pierwsza wartość sa̧ niemożliwe i

x = 2π/3.
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Wiȩc, punkt krytyczne to
(2π/3, 2π/3).

imum, minimum lub cos innego. Aby to zrobić, musimy zbadać macierz Hessego

H(f) =

[
∂2f
∂x2

∂f
∂y∂x

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂x2

]
=

[
− sinx+ sin(x+ y) + sin(x+ y)

sin(x+ y) − sin y + sin(x+ y)

]
w punktach krytycznych, czyli[

∂2f
∂x2

∂f
∂y∂x

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂x2

]
( 2π

3
, 2π
3 )

=

[
− sin 2π

3
+ sin 4π

3
sin 4π

3

sin 4π
3

− sin 2π
3

+ sin 4π
3

]
=

[
−2 sin 2π

3
− sin 2π

3

− sin 2π
3
−2 sin 2π

3

]

i [
∂2f
∂x2

∂f
∂y∂x

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂x2

]
( 2π

3
, 2π
3 )

=

[
−
√

3 −
√

3/2

−
√

3/2 −
√

3

]
Dana macierz Hessego w punkcie p postaci[

A B
B C

]
mamy, że punkt p jest:

A > 0 i AC −B2 > 0 minimum, A < 0 i AC −B2 > 0 maksimum,

AC −B2 < 0 punkt siod la.

Wiȩc, w naszym przypadku

A = −
√

3/2 < 0, AC −B2 = 3− 3/4

>
0

i mamy maksimum w punkcie

P =

(
2π

3
,
2π

3

)
, f

(
2π

3
,
2π

3

)
= 3

√
3

2
.
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Zobaczymy na brzegu. Mamy trzy czȩsci

I1 = {(x, 0) | 0 ≤ x ≤ 2π}, I2 = {(0, y) | 0 ≤ y ≤ 2π}, I3 = {(x, 2π−x) | 0 ≤ x ≤ 2π}.

Na I3, I2 i na I1 mamy, że f siȩ zerujȩ.
Najmiejszych i najwiȩkszych wartości funkcji f trzeba szukać miȩdzy ekstrema

wewna̧trz S i na brzegu S. Z tego wynika, że ektremum P jest maksimum globalne
i na brzegu mamy minimum globalne 0.

�

Ćwiczenie 5. Znaleźć ekstremalne wartości funkcji f(x, y) = (x+ y)e−(x
2

+2y) na zbiorze
K := {(x, y) : x, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}.

Rozwia̧zanie: Musimy zbadać funkcjȩ na brzegu K, czyli ∂K i wewna̧trz K, czyli
◦
K.

Wewna̧trz musimy znaleźć punkty krytyczne, tj. punkty gdzie

∂f

∂x
=
∂f

∂y
= 0.

Wiȩc, punkty krytyczne spe lniaja̧ warunki

0 =
∂f

∂x
= e−

x
2
−2y − 1

2
(x+ y)e−

x
2
−2y =

1

2
(2− x− y)e−

x
2
−2y,

i

0 =
∂f

∂y
= e−

x
2
−2y − 2(x+ y)e−

x
2
−2y = (1− 2(x+ y))e−

x
2
−2y.

Widać, że

2 = x+ y, −1

2
= x+ y.

Wiȩc, uk lad jest sprzeczny i nie ma ekstrema wewna̧trz.
Zobaczymy na brzegu. Mamy trzy czȩsci

I1 = {(x, 0) | 0 ≤ x ≤ 1}, I2 = {(0, y) | 0 ≤ y ≤ 1}, I3 = {(x, 1−x) | 0 ≤ x ≤ 1}.
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Na I3 mamy, że g3(x) = f(x, 1− x) = e
3x
2
−2. To funkcja jednej zmiennej. Wiȩc,

dg3

dx
=

3

2
e−3+ 3

2
x = 0.

Wiȩc, ta funkcja nie ma ekstrema dla 0 ≤ x ≤ 1.
Na I2 mamy, że g2(y) = f(0, y) = ye−2y. To funkcja jednej zmiennej. Wiȩc,

dg2

dy
= (1− 2y) e−2y = 0.

Wiȩc, y = 1/2 i ta funkcja ma jedno ekstremum. Ponieważ dg2/dy > 0 dla y < 1/2 i
dg2/dy < 0 dla y > 1/2, to jest maksimum.

Na I1 mamy, że g1(x) = f(x, 0) = xe−
x
2 . To funkcja jednej zmiennej. Wiȩc,

dg1

dx
=

(
1− 1

2
x

)
e−

1
2 = 0.

Wiȩc, x = 2 i ta funkcja nie ma ekstrema, ponieważ 0 ≤ x ≤ 1.
Aby ustalić najwiȩksza̧ i najmiejsza̧ wartość funkcji f , trzeba sprawdzić punkty kry-

tyczne w
◦
K i funkcja̧ na ∂K. Wewnatrz nie mamy puntów krytycznych. Ponadto, w ∂K

tylko mamy jeden punkt krytyczne. Dodatkowo, trzeba sprawdzić co siȩ dziejȩ w ∂I1,
∂I2 i ∂I3, czyli

f(0, 0) = 0, f(0, 1) = e−2, f(1, 0) =
1√
e
, f(0, 1/2) = 1/(2e).

Widać, że

0 <
1

e2
< 1

1

2e
<

1√
e
.

Wiȩc, najwiȩksza wartość, 1/
√
e, znajduje siȩ w (1, 0), i najmiejsza, 0, w (0, 0). �

Ćwiczenie 6. Znaleźć wszsytkie ekstrema lokalne funkcji

f(x, y) = x4 + y2 − 2x2y2 + 1.

Ćwiczenie 7. Dla danych a, b, c > 0 znaleźć x, y, z > 0 spe lniaja̧ce warunek: x2

a2
+ y2

b2
+

z2

c2
= 1, dla których prostopad lościan o wierzcho lkach (±x,±y,±z) [wpisany w elipsoidȩ

o pó losiach a, b, c] ma najwiȩksza̧ moliwa̧ objȩtość.

Ćwiczenie 8. Wsród trójka̧tów o danym obwodzie 2p znaleźć taki, dla którego bry la
obrotowa powsta la przez obrót dooko la jednego z boków ma najwiȩksza̧ objetość.
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