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Zadanie 1 Policzyć granicę w sensie dystrybucyjnym

T := lim
n→∞

χn,

gdzie

χ(x) :=


0, |x| > 1,

1, 0 ≤ x < 1;

−1, −1 < x ≤ 0;

χn(x) := n2χ(nx).

Wskazówka. Jeśli φ ∈ D(R), to

φ(x) = φ(0) + xφ′(0) +O(x2).

Zadanie 2 Dla t > 0 zdefiniujmy ht(x) := 1
(x−t)2+1

.

(i) Policzyć ĥt(ξ) :=
∫
ht(x)e

−ixξdx.
(ii) Znaleźć ht ∗ hs.

Zadanie 3 (i) Znaleźć dystrybucje G ∈ D′(R) spełniające(
∂x + 1 + i

)
G(x) = δ(x).

(ii) Które z tych dystrybucji należą do S ′(R)?

Zadanie 4 Niech T będzie operatorem na L2(R) zdefiniowanym wzorem

(Tf)(x) :=

∫
1

(x+ i)(y + 2i)
f(y)dy.

(i) Policzyć jak działa na funkcje operator T ∗.
(ii) Policzyć jak działa na funkcje operator A := T ∗T .
(iii) Pokazać, że istnieje λ > 0 takie, że 1

λA jest rzutem ortogonalnym.
(iv) Znaleźć normę operatora T .



Odpowiedzi.

ad Zad. 1 〈T |φ〉 = φ′(0), czyli T = −δ′.
ad Zad. 2
(i) ĥt(ξ) = πe−|ξ|−itξ.

(ii) ht ∗ hs(x) = 2π
(x−t−s)2+4

.

ad Zad. 3
(i) G(x) = Ae−(1+i)x +G0(x),

G0(x) = θ(x)e−(1+i)x.

(ii) Tylko G0.
ad Zad. 4
(i) T ∗f(x) =

∫
1

(x−2i)(y−i)f(y)dy.

(ii) T ∗Tf(x) = π
∫

1
(x−2i)(y+2i)f(y)dy.

(iii) λ = π2

2 ,

(iv) ‖T‖ = π√
2
.


