
Teoria grup
�wiczenia i zadania domowe

Jan Derezi«ski

Katedra Metod Matematycznych Fizyki

Uniwersytet Warszawski

Pasteura 5, 02-093, Warszawa

e-mail jan.derezinski@fuw.edu.pl

23 lutego 2015

rok 2014/15

1 Przykªady

(1) Pokaza¢, »e wszystkie grupy rz¦du 2 s¡ izomor�czne z Z2.

(2) Pokaza¢, »e wszystkie grupy rz¦du 3 s¡ izomor�czne z Z3.

(3) Pokaza¢, »e wszystkie grupy rz¦du 4 s¡ izomor�czne z Z4 lub Z2 × Z2.

(4) Pokaza¢, »e wszystkie grupy rz¦du 5 s¡ izomor�czne z Z5.

(5) Pokaza¢, »e wszystkie grupy rz¦du 6 s¡ izomor�czne z Z6 lub S3.

(6) Znale¹¢ wszystkie podgrupy S3

(7) Pokaza¢, »e Aut(S3) ' Inn(S3) ' S3

2 Grupy abelowe

Stwierdzenie 2.1 Wszystkie podgrupy Z s¡ postaci mZ dla m ∈ N.

Dowód. Niech m b¦dzie najmniejszym dodatnim elementem w podgrupie G. Oczywi±cie,
mZ ⊂ G.

Poka»my inkluzj¦ odwrotn¡. Nech n ∈ G\mZ. Wtedy n = mk+r, 0 < r < m. Zatem r ∈ G,
co jest sprzeczno±ci¡. 2

Stwierdzenie 2.2 Je±li n,m s¡ liczbami wzgl¦dnie pierwszymi, to

Zm × Zn 3 ([i], [j]) 7→ [in+ jm] ∈ Zmn

jest izomor�zmem.

1



Dowód. Najpierw sprawdzamy, »e dla dowolnych m,n ∈ N powy»sze odwzorowanie jest dobrze
okre±lone i jest homomor�zmem. Aby dowie±¢, »e jest on surjektywny korzystamy z faktu, »e
dla wzgl¦dnie pierwszych m,n istniej¡ i, j ∈ Z takie, »e in+ jm = 1. 2

Lemat 2.3 Niech G b¦dzie sko«czon¡ grup¡ abelow¡. Wtedy istniej¡ n1, . . . , nk takie, »e

G ' Zn1 × · · · × Znk (2.1)

Dowód. Niech {a1, . . . , at} b¦d¡ generatorami grupy G. Zde�niujmy

R(a1, . . . , at) :=
{
(m1, . . . ,mt) ∈ {0, 1, . . .}t : m1a1 + . . .+mtat = 0

}
.

D¡»ymy do tego, by znale¹¢ generatory {b1, . . . , bs} dla których R(b1, . . . , bs) := {k1n1, . . . k1ns :
ki ∈ {0, 1, . . .}}. Wtedy (2.1) jest speªnione.

Dowód przebiega przez indukcj¦ wzgl¦dem liczby generatorów. Zaªó»my, »e dla t− 1 genera-
torów teza jest prawdziwa. Poka»my dla t.

Niech m b¦dzie najmniejsz¡ dodatni¡ liczb¡ wyst¦puj¡c¡ w±ród elementów ci¡gów w R.
Mo»emy przyj¡¢, »e m = m1 dla (m1, . . . ,mt). Najpierw pokazujemy, »e je±li (n1, . . . , nt) ∈ R,
(n1, . . . , nt) 6= (m1, . . . ,mt), to m dzieli n1. Zatem G jest generowana przez relacj¦ a m1a1 +
· · ·mtat = 0i relacje mi¦dzy a2 . . . , at.

Nast¦pnie pokazjemy, »e m dzieli wszystkie mj . Zatem mj = mqj . Kªadziemy

ã1 := a1 + q2a2 + · · ·+ qtat.

Wtedy G jest generowana przez ã1, relacj¦ mã1 = e i a2, . . . , at i relacje mi¦dzy nimi. Stosujemy
zaªo»enie indukcyjne i dostajemy, »e G jest generowana przez ã1, ã2, . . . , ãt i relacje

mã1 = 0, m̃2ã2 = 0, . . . , m̃2ã2 = 0.

2

Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Mówimy, �e G jst p-grup¡, je±li #G = pk.

Stwierdzenie 2.4 Ka»da abelowa p-grupa jest postaci

Za1p × · · ·Z
ak
pk
.

Liczby a1, . . . , ak s¡ jednoznacznie wyznaczone.

Dowód. Istnienie takiego rozkªadu wynika z Lematu 2.3 i indukcji.
Aby pokaza¢ jednoznaczno±¢, sprawdzamy, »e dla m = 1, . . . , k,

#{b ∈ G : pmb = 0} = pa1p2a2 · · · pmam · · · pkak .

Czyli dla m = 1, . . . , k,
a1 + 2a2 + · · ·+mam + · · ·+ kak

s¡ wyznaczone jednoznacznie. St¡d a1, . . . , ak s¡ jednoznacznie wyznaczone. 2
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Twierdzenie 2.5 Niech G b¦dzie sko«czon¡ grup¡ abelow¡. Wtedy wszystkie elementy rz¦du pk

dla pewnego k tworz¡ p-grup¦ Gp. Mamy

G ' Gp1 × · · · ×Gpk .

Zn jest pier±cieniem.

Z×n := {k ∈ Zn : k wzgl¦dnie pierwsze z n}

stanowi grup¦. De�niujemy funkcj¦ Eulera

φ(n) := #Z×n

Je±li n = p jest pierwsze, to φ(p) = p− 1 i Z×p ' Zp−1 i wtedy Zp jest ciaªem.
Przykªady:

Z×8 ' Z2 × Z2, Z×10 ' Z4.

Stwierdzenie 2.6 Wszystkie podgrupy Zn s¡ postaci Zm gdzie m dzieli n.

Dowód. Niech m b¦dzie najmniejszym elementem podgrupy G. Wtedy g ' Zm. 2

Mamy Zn/Zm ' Zn/m, czyli

0→ Zm → Zn → Zn/m → 0. (2.2)

Zadanie 1 Niech p b¦dzie pierwsze. Jakie grupy przemienne mog¡ wyst¦powa¢ na miejscu G w

ci¡gu dokªadnym

0→ Zp → G→ Zp → 0.

Odpowied¹: G = Z2
p lub G = Zp2 .

Stwierdzenie 2.7 Niech dla pewnej grupy abelowej G

0→ Zm → G→ Zk → 0. (2.3)

(2.3) si¦ rozszczepia ⇔ m i k s¡ wzgl¦dnie pierwsze ⇔ G = Zm × Zk = Zmk.

Dowód. Je±li nie s¡ wzgl¦dnie piewsze, to maj¡ wspólny dielnik pierwszy p. Zaªó»my, »e pa

dzieli m, ale pa+1 nie dzieli m, oraz pb dzieli k ale pb+1 nie dzieli k. Wtedy rz¦dy elementów
Zm × Zk nie dziel¡ si¦ przez pmax(a,b)+1. Natomiast w Zmk istniej¡ elementy o rz¦dzie pa+b. 2
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3 Iloczyn póªprosty grup Zn
Zadanie 2 Jak wygl¡daj¡ automor�zmy Zn?

Ka»dy automor�zm jest zadany jednoznacznie przez obraz 1, który oznaczamy przez k. Ka»dy
automor�zm zachowuje Z×n , zatem k ∈ Z×n . Oznaczmy taki automor�zm przez ρk. Wtedy
ρk(j) = jk. Oczywi±cie, ρmk (j) = kmj.

Przykªadem jest
ρ−1(j) = −j,

które jest automor�zmem rz¦du 2. De�niujemy grup¦ dihedraln¡

Dn = Zn o Z2 := Zn oρ−1 Z2.

Ogólniej, je±li k ∈ Z×n i km ≡ 1 mod(n), to mo»emy zde�niowa¢

Zn ok Zm := Zn oρk Zm.

3.1 Grupa O(2) i jej podgrupy

Grupa SO(2) skªada si¦ z obrotów o k¡t φ ∈ [0, 2π[, oznaczanych przez Cφ. Jest izomor�czna z
R/2πZ. Posiada automor�zm φ 7→ −φ rz¦du 2, który generuje dziaªanie grupy Z2.

Grupa O(2) posiada poza tym odbicia w osiach przechodz¡cych przez osie nachylone o k¡t
φ. Mamy O(2) = SO(2)o Z2.

PψPφ = C2(ψ−φ), C2ψ = Pφ+ψPφ.

Sko«czone podgrupy O(2) s¡ postaci Cn, n = 1, 2, . . ., Dn, n = 1, 2 . . ..
Grupa dihedralna Dn ma nast¦puj¡ce klasy sprz¦»ono±ci:

n parzyste

identyczno±¢ 1
C 2πk

n
, C− 2πk

n
, k = 1, . . . n2 − 1 2

Cπ 1
odbicie w prostej przechodz¡cej przez naprzeciwlegªe wierzchoªki n

2
odbicie w prostej przechodz¡cej przez ±rodki naprzeciwlegªych boków n

2

n nieparzyste

identyczno±¢ 1
C 2πk

n
, C− 2πk

n
,, k = 1, . . . [n2 ] 2

odbicie w prostej przechodz¡cej przez wierzchoªek i ±rodek naprzeciwlegªego boku n

Grupa dihedralna Zn o Z2 jest generowana przez a, b speªniaj¡ce relacje

an = e, b2 = e, abab = e.
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Jest te» generowana przez b, c speªniaj¡ce relacje

b2 = e, c2 = e, (bc)n = e.

Mo»na przej±¢ z jednej rodziny generatorów do drugich przez c = ab.
Zn ok Zm jest generowane przez a, b speªniaj¡ce relacje

an = e, bm = e, bab−1 = ak.

3.2 Grupa a�niczna

Grupa GL(Kn) dziaªa na Kn automor�zmami w oczywisty sposób. Mo»na zatem zde�niowa¢
Kn oGL(Kn). Mamy

(a,A)(b, B) = (a+Ab,AB).

Znale¹¢ (a,A)−1. (Równe (A−1a,A−1).)

Zadanie 3 Pokaza¢, »e

φ(a,A)x := a+Ax, x ∈ Kn

jest dziaªaniem grupy Kn oGL(Kn) na Kn.

Mamy

φ(a,A)(φ(b,B)(x)) = φ(a,A)(b+Bx) = a+Ab+ABx = φ(a,A)(b,B)(x).

Ka»dy element R2 o SO(2) jest translacj¡ lub obrotem. Klasy sprz¦»ono±ci s¡ numerowane
przez k¡t obrotu ∈ [0, 2π[ i odlegªo±¢ translacji

Do R2 o O(2) nale»¡ jeszcze odbicia z po±lizgiem. (Zwykªe odbicia maj¡ zerowy po±lizg).
Klasy sprz¦»ono±ci s¡ numerowane dla obrotów przez moduª k¡ta ∈ [0, π], odlegªo±¢ translacji,
dªugo±¢ po±lizgu.

3.3 Kolokwium

Zad. 1 Rozwa»my grup¦

G :=

{[
α β
0 1

]
: α ∈ R\{0}, β ∈ R

}
i jej podgrupy

A :=

{[
α 0
0 1

]
: α ∈ R\{0}

}
,

B :=

{[
1 β
0 1

]
: β ∈ R

}
.

Która z tych podgrup jest normalna? Przedstawi¢ G jako iloczyn póªprosty tych dwóch podgrup
(czyli A oγ B lub B oγ A) i znale¹¢ odpowiadaj¡cy temu iloczynowi homomor�zm γ jednej
podgrupy w grup¦ automor�zmów drugiej.

5



Zad. 2 Niech Y oznacza rodzin¦ dwuelementowych podzbiorów zbioru wierzchoªków kwadratu.
Grupa dihedralna D4 dziaªa w oczywisty sposób na Y . Opisa¢ wszystkie orbity tego dziaªania
i poda¢ ile maj¡ elementów. Opisa¢ stabilizatory (podgrupy izotropii) elementów tych orbit i
poda¢ ile maj¡ elementów.

Zad. 3 Mówimy, »e grupa jest cykliczna, gdy jest izomor�czna z Zn dla pewnego n. Czy grupa
Z×5 = {1, 2, 3, 4} (grupa multiplikatywna niezerowych elementów Z5) jest cykliczna? Uzasadni¢
odpowied¹.

3.4 Kolokwium poprawkowe

Zad. 1 Rozwa»my zbiory macierzy rzeczywistych

G :=


 α11 α12 β1
α21 α22 β2
0 0 1

 : α11α22 − α12α21 6= 0


A :=


 α11 α12 0
α21 α22 0
0 0 1

 : α11α22 − α12α21 6= 0


B :=


 1 0 β1

0 1 β2
0 0 1

 .

Sprawdzi¢, »e s¡ to grupy. Która z podgrup, A lub B jest normalna? Przedstawi¢ G jako
iloczyn póªprosty tych dwóch podgrup (czyli Aoγ B lub Boγ A) i znale¹¢ odpowiadaj¡cy temu
iloczynowi homomor�zm γ jednej podgrupy w grup¦ automor�zmów drugiej.

Zad. 2 Niech Y oznacza rodzin¦ dwuelementowych podzbiorów zbioru wierzchoªków sze±cianu.
Niech O oznacza grup¦ obrotów zachowuj¡cych sze±cian. Oczywi±cie, O dziaªa w oczywisty
sposób na Y . Opisa¢ wszystkie orbity tego dziaªania i poda¢ ile maj¡ elementów. Opisa¢ stabi-
lizatory (podgrupy izotropii) elementów tych orbit i poda¢ ile maj¡ elementów.

Zad. 3 Poda¢ wszystkie podgrupy nietrywialne (rózne od grupy 1-elementowej i siebie samej)
w grupie Z3 × Z3.

4 Reprezentacje�tabele charakterów

4.1 Grupa S3 ' Z3 o Z2 ' D3

id1 (12)3 (123)2

2 2 2 Triv 1 1 1

2

2

2

Sgn 1 −1 1

2 2

2
St 2 0 −1
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1 + 3 + 2 = 6, 12 + 12 + 22 = 6.

4.2 Grupa S4 ' (Z2 × Z2)o S3

id1 (12)6 (123)8 (1234)6 (12)(34)3

2 2 2 2 Triv 1 1 1 1 1

2

2

2

2

Sgn 1 −1 1 −1 1

2 2 2

2
St 3 1 0 −1 −1

2 2

2

2

Sgn× St 3 −1 0 1 −1

2 2

2 2
2 0 −1 0 2

1 + 6 + 8 + 6 + 3 = 24, 12 + 12 + 32 + 32 + 22 = 24.

Homomor�zm S4 → S3 przenosi reprezentacje S3 na reprezentacje S4. W szczególno±ci, repre-
zentacja standardowa dla S3 przechodzi na 2-wymiarow¡ reprezentacj¦ S4.

4.3 Grupa dihedralna Zn o Z2 = Dn.

Dwuwymiarowa reprezentacja nieprzywiedlna

Dwuwymiarowe reprezentacje dla 1 ≤ j < n
2 :

Ej(k, 0) :=

[
e

i2πkj
n 0

0 e
−i2πkj
n

]
, Ej(k, 1) :=

[
0 e

i2πkj
n

e
−i2πkj
n 0

]
.

Ta sama reprezentacja w innej bazie:

Ej(k, 0) :=

[
cos 2πkj

n sin 2πkj
n

− sin 2πkj
n cos 2πkj

n

]
, Ej(k, 1) :=

[
sin 2πkj

n cos 2πkj
n

cos 2πkj
n − sin 2πkj

n

]
. (4.4)

Czasami b¦dzie te» oznaczana przez E−j .

4.4 Grupa Dn dla n nieparzystego

(0, 0)1 (k, 0)2, 1 ≤ k ≤ [n/2] (k, 1)n

Ag 1 1 1

Au 1 1 −1
Ej , 1 ≤ j ≤ [n/2] 2 2 cos 2πkj

n 0
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1 + [n/2]2 + n = 2n, 12 + 12 + ([n/2]− 1)22 = 2n.

Tabliczka mno»enia.

Ag Au Ej
Ag Ag Au Ej
Au Ag Ej
Em Ej−m ⊕ Ej+m, j 6= m,

Ag ⊕Au ⊕ E2j , j = m

Symetryczny i antysymetryczny kwadrat.

Ag Au Ej
π ⊗s π Ag Ag Ag ⊕ E2j ,
π ⊗a π − − Au

Redukcja do podgrupy

Dn Ag Au Ej
Zn 0 0 j ⊕−j
Z2 0 1 0⊕ 1

4.5 Grupa Dn dla n parzystego

(0, 0)1 (n/2, 0)1 (k, 0)2, 1 ≤ k < n/2 (2k, 1)n (2k − 1, 1)n, 1 ≤ k ≤ n/2
Ag 1 1 1 1 1

Au 1 1 1 −1 −1
B1 1 (−1)n/2 (−1)k 1 −1
B2 1 (−1)n/2 (−1)k −1 1

Ej
1 ≤ j < n/2

, 2 2(−1)j 2 cos 2πkj
n 0 0

1 + 1 + (n/2− 1)2 + n/2 + n/2 = 2n, 12 + 12 + 12 + 12 + (n/2− 1)22 = 2n.

Tabliczka mno»enia.

Ag Au B1 B2 Ej
Ag Ag Au B1 B2 Ej
Au Ag B2 B1 Ej
B1 Ag Au Ej
B2 Ag Ej
Em Ej−m ⊕ Ej+m, j 6= m, j +m 6= n/2,

Ag ⊕Au ⊕ E2j , j = m 6= n/4,
Ej−m ⊕B1 ⊕B2, j 6= m, j +m = n/2
Ag ⊕Au ⊕B1 ⊕B2, j = m = n/4
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Symetryczny i antysymetryczny kwadrat.

Ag Au B1 B2 Ej
π ⊗s π Ag Ag Ag Ag Ag ⊕ E2j , j 6= n/4

Ag ⊕B1 ⊕B2, j = n/4
π ⊗a π − − − − Au

Redukcja do podgrupy

Dn Ag Au B1 B2 Ej
Zn 0 0 n/2 n/2 j ⊕−j
Z2 0 1 0 1 0⊕ 1

4.6 Grupa kwaternionowa Q

Skªada si¦ z ±1, ±i, ±j, ±k, speªniaj¡ce relacje

ij = k, i2 = j2 = k2 = −1.

{1,−1} jest podgrup¡ normaln¡. Mamy

Q/{1,−1} ' Z2 × Z2 = {1, i, j, k}, ij = k, i2 = j2 = k2 = 1.

Mamy 4 ró»ne nieprzywiedlne reprezentacje grupy Z2×Z2. Poza tym, mamy reprezentacj¦ dan¡
przez macierze Pauliego razy i (jednostkowe kwaterniony):

π(1) =

[
1 0
0 1

]
, π(i) =

[
0 i
i 0

]
, π(j) =

[
0 −1
1 0

]
, π(k) =

[
i 0
0 −i

]
.

Tabela charakterów
11 −11 {i,−i}2 {j,−j}2 {k,−k}2

A 1 1 1 1 1

Bi 1 1 1 −1 −1
Bj 1 1 −1 1 −1
Bk 1 1 −1 −1 1

P 2 −2 0 0 0

Tabliczka mno»enia

A Bi Bj Bk P
A A Bi Bj Bk P
Bi A Bk Bj P
Bj A Bi P
Bk A P
P A⊕Bi ⊕Bj ⊕Bk

Kwadraty symetryczne i antysymetryczne

A Bi Bj Bk P
π ⊗s π A A A A Bi ⊕Bj ⊕Bk

π ⊗a π − − − − A
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Redukcja reprezentacji do podgrupy.

Q A Bi Bj Bk P
{1, i,−1,−i} ' Z4 0 0 2 2 1⊕−1

5 Rozkªadanie reprezentacji

5.1 Reprezentacja dwuwymiarowa dla Cn

Zn ma reprezentacje nieprzywiedlne πj , gdzie j ∈ Zn, z charakterem χj(k) = ei
2πjk
n .

Rozwa»my dwuwymiarow¡ reprezentacj¦ Cn = Zn w C2

Zn 3 k 7→ θj(k) =

[
cos 2πkj

n sin 2πkj
n

− sin 2πkj
n cos 2πkj

n

]
z charakterem χθj (k) = 2 cos 2πjk

n . Mamy χθj = χj ⊕ χ−j . Zatem, θj ' πj ⊕ π−j . Rzut na
podreprezentacje:

Q±j =
1

n

n−1∑
k=0

θj(k)e
∓ 2πjk

n =
1

2n

[
n ∓in
±in n

]
=

1√
2

[
1
±i

]
1√
2
[1,∓i].

Hamiltoniany niezmiennicze:

H =

[
a ib
−ib a

]
Ma on wektory wªasne

H
1√
2

[
1
±i

]
= (a∓ b) 1√

2

[
1
±i

]
.

5.2 Reprezentacja dwuwymiarowa dla Dn

Mo»na rozszerzy¢ reprezentacj¦ do grupy Dn, patrz (4.4). Wtedy reprezentacja staje si¦ nieprzy-
wiedlna, pokrywa si¦ z reprezentacj¡ Ej i hamiltoniany niezmiennicze s¡ postaci

H =

[
a 0
0 a

]
5.3 Kwadrat tensorowy dwuwymiarowej reprezentacji grupy Cn

Zaªó»my, »e j 6= n/2. Rozwa»my reprezentacj¦ gupy Cn równ¡ θj ⊗ θj Mamy

χθj⊗θj (k) = 4 cos2
2πjk

n
= ei

2π2jk
n + e−i

2π2jk
n + 2.

Zatem θj ⊗ θj = π2j ⊕ π−2j ⊕ 2π0.
Oznaczmy baz¦ kanoniczn¡ w C2 przez | ↑), ↓). Odpowiednio, baza w C2 ⊗ C2 b¦dzie

| ↑↑), | ↑↓), | ↓↑), | ↓↓).

10



Pisz¡c w skrócie c, s zamiast cos 2πkj
n , sin 2πkj

n , dostajemy

θj ⊗ θj =
[

c s
−s c

]
⊗
[

c s
−s c

]
=


cc cs sc ss
−cs cc −ss sc
−sc −ss cc cs
ss −sc −sc cc


Niech Q0 b¦dzie rzutem na punkty staªe dla tej reprezentacji. U»ywaj¡c

n−1∑
k=0

cos2
2πkj

n
=

n−1∑
k=0

sin2
2πkj

n
=
n

2
,

n−1∑
k=0

cos
2πkj

n
sin

2πkj

n
= 0,

dostajemy

Q0 =
1

n

n−1∑
k=0

θj ⊗ θj(k) =
1

2


1 0 0 1
0 1 −1 0
0 −1 1 0
1 0 0 1



=
1√
2


1
0
0
1

 1√
2
[1, 0, 0, 1] +

1√
2


0
1
−1
0

 1√
2
[0, 1,−1, 0]

Alternatywne rozwi¡zanie: 1√
2

[
1
±i

]
to wektory, dla których Cn ma w C2 reprezentacj¦ ±j.

Zatem reprezentacja trywialna w C2 ⊗ C2 b¦dzie rozpi¦ta na

1√
2

[
1
i

]
⊗ 1√

2

[
1
−i

]
=

1

2


1
−i
i
1



1√
2

[
1
−i

]
⊗ 1√

2

[
1
i

]
=

1

2


1
i
−i
1


Dlatego te»

Q0 =
1

2


1
−i
i
1

 1

2
[1, i,−i, 1] + 1

2


1
i
−i
1

 1

2
[1,−i, i, 1]

=
1

4


1 i −i 1
−i 1 −1 −i
i −1 1 i
1 i −i 1

+
1

4


1 −i i 1
i 1 −1 i
−i −1 1 −i
1 −i i 1
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=
1

2


1 0 0 1
0 1 −1 0
0 −1 1 0
1 0 0 1


Reprezentacje π±2j s¡ rozpi¦te na wektorach

1√
2

[
1
±i

]
⊗ 1√

2

[
1
±i

]
=

1

2


1
±i
±i
−1


Dlatego te», rzuty na odpowiadaj¡c im podprzestrzenie s¡

Q±2j =
1

2


1
±i
±i
−1

 1

2
[1,∓i,∓i,−1]

=
1

4


1 ∓i ∓i −1
±i 1 1 ∓i
±i 1 1 ∓i
−1 ±i ±i 1


Jak wygl¡daj¡ hamiltoniany niezmiennicze? Ka»dy taki hamiltonian mo»na zapisa¢ jako

H =


h↑↑,↑↑ h↑↑,↑↓ h↑↑,↓↑ h↑↑,↓↓
h↑↓,↑↑ h↑↓,↑↓ h↑↓,↓↑ h↑↓,↓↓
h↓↑,↑↑ h↓↑,↑↓ h↓↑,↓↑ h↓↑,↓↓
h↓↓,↑↑ h↓↓,↑↓ h↓↓,↓↑ h↓↓,↓↓


Grupa Cn skªada si¦ z

exp
2πk

n

([
0 1
−1 0

]
⊗
[
1 0
0 1

]
+

[
1 0
0 1

]
⊗
[

0 1
−1 0

])
.

Zatem wystarczy sprawdzi¢, które hamiltoniany komutuj¡ z[
0 1
−1 0

]
⊗
[
1 0
0 1

]
+

[
1 0
0 1

]
⊗
[

0 1
−1 0

]
.

Mo»na od razu napisa¢ rozwi¡zanie:

H = a2jQ2j + a−2jQ−2j + C, (5.5)

gdzie Q0CQ0 = C. C mo»na zapisa¢ jako

C = cgg
1√
2


1
0
0
1

 1√
2
[1, 0, 0, 1] + cuu

1√
2


0
1
−1
0

 1√
2
[0, 1,−1, 0]
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+cgu
1√
2


1
0
0
1

 1√
2
[0, 1,−1, 0] + cug

1√
2


0
1
−1
0

 1√
2
[1, 0, 0, 1]

5.4 Kwadrat tensorowy dwuwymiarowej reprezentacji grupy Dn

Z punktu widzenia grupy Dn mamy

χθj⊗θj = χEj + χAg + χAu .

Zatem θj ⊗ θj ' Ej ⊕Ag ⊕Au. Oto rzuty na przestrzenie izotypowe:

QE2j = Q2j +Q−2j =
1

2


1 0 0 −1
0 1 1 0
0 1 1 0
−1 0 0 1

 ,

QAg =
1

2


1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

 ,

QAu =
1

2


0 0 0 0
0 1 −1 0
0 −1 1 0
0 0 0 0

 ,
Dla niezmienniczo±ci hamiltonianu H wzgl¦dem Dn wymagamy jeszcze komutowania z

[
0 1
1 0

]
⊗
[
0 1
1 0

]
=


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


S¡ one postaci

H = aQE2j + cggQAg + cuuQAu .

Oznacza to, »e w (5.5) musimy za»¡da¢ by a2j = a−2j i cug = cgu = 0.

5.5 Pier±cie« o symetrii Cn

Rozwa»amy reprezentacj¦
Zn 3 k 7→ ρ(k) ∈ U(l2(Zn)),

ρ(k)|p) := |p+ k).

Innymi sªowy,

ρ(k) =

n−1∑
p=0

|p+ k)(p|.
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z charakterem χρ(k) = nδk,0. Mamy

mj =
1

n

n−1∑
k=0

nδk,0e
− i2πjk

n = 1,

Qj =
1

n

∑
k,p

e−
i2πjk
n |p+ k)(p|

= |̃j)(̃j|,

|̃j) :=
1√
n

n−1∑
p=0

e−
i2πjp
n |p).

Je±li wprowadzimy dyskretn¡ transformat¦ Fouriera F : l2(Zn)→ l2(Ẑn),

F =
1√
n

n−1∑
p,j=0

e−
i2πjp
n |j)(p|,

mo»emy napisa¢
Qj = F−1|j)(j|F .

Przykªad niezmienniczego hamiltonianu:

H =
n−1∑
p=0

(
α|p+ 1)(p|+ α|p)(p+ 1|

)
.

Wektory wªasne

H |̃j) =
(
αe−

i2πj
n + αe

i2πj
n

)
|̃j) = 2|α| cos

(
ψ − 2πj

n

)
|̃j).

5.6 Pier±cie« o symetrii Dn

Rozszerzamy powy»sz¡ reprezentacj¦ do Dn kªad¡c

ρ(k, 1) = ρ(k, 0)ρ(0, 1) =
∑
p

| − p+ k)(p|.

Mamy wtedy (w przypadku nieparzystym)

ρ = Ag ⊕ E1 · · · ⊕ E[n/2].

QAg =
1

2n

∑
p,k

(
|p+ k)(p|+ | − p+ k)(p|)

)
= |̃0)(̃0|,

QEj =
1

2n

∑
p,k

(
2|p+ k)(p| cos 2πkj

n

)
= |̃j)(̃j|+ |̃ − j)(̃−j|.
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Przykªadowy niezmienniczy hamiltonian:

H =
∑
k

α
(
|k + 1)(k|+ |k)(k + 1|

)
.

Wektory wªasne:

H |̃j) = α2 cos
2πj

n
|̃j).
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5.7 Egzamin pisemny

Zadanie 1. 3 ±ciany sze±cianu zostaªy pomalowane na czarno a 3 na biaªo. Niech X oznacza
zbiór sposobów pomalowania. Grupa symetrii sze±cianu Oi ⊂ O(3) (skªadaj¡ca sie zarówno z
obrotów jak i odbi¢) dziaªa w oczywisty sposób na X.

1. Znale¹¢ wszystkie orbity dziaªania Oi na X.

2. Dla ka»dej orbity poda¢ jej liczb¦ elementów i liczb¦ elementów podgrupy izotropii.

3. Opisa¢ podgrupy izotropii (czy nale»y do której± ze znanych nam rodzin, czy jest prze-
mienna?).

Zadanie 2 Grupa G = Z2 × Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} zawiera podgrup¦ H =
{(0, 0), (1, 1)} ' Z2. G dziaªa na C2 ⊗ C2 z baz¡ |p, q) := |p) ⊗ |q), p, q = 0, 1, poprzez re-
prezentacj¦

ρ(k, l)|p, q) := |p+ k, q + l).

1. Napisa¢ tabel¦ charakterów dla G. (Pami¦tajmy, »e Ĝ ' Z2 × Z2 i dlatego reprezentacje
nieprzywiedlne G maj¡ naturalne oznaczenia (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)).

2. Rozªo»y¢ reprezentacj¦ ρ na skªaniki nieprzywiedlne (podaj¡c odpowiedni¡ baz¦ ortonor-
maln¡ w C2 ⊗ C2).

3. Znale¹¢ bazy ortonormalne przestrzeni izotypowych dla ρ obci¦tej do podgrupy H.

Zadanie 3.

Grupa S3 dziaªa na C3 z baz¡ |1), |2), 3) reprezentacj¡

ρ(σ)|i) = |σ(i)), σ ∈ S3, i = 1, 2, 3.

1. Znale¹¢ krotno±ci reprezentacji nieprzywiedlnych w ρ⊗ ρ.

2. Znale¹¢ krotno±ci reprezentacji nieprzywiedlnych w ρ⊗s ρ.

3. Znale¹¢ krotno±ci reprezentacji nieprzywiedlnych w ρ⊗a ρ.

Wskazówka. Oto tabela charakterów dla S3:

id1 (12)3 (123)2

Triv 1 1 1

Sgn 1 −1 1

St 2 0 −1
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Odpowied¹ ad 1. Orbita �Pasma�, 12 elementów, grupa D2, #D2 = 4.
Orbita �Wokóª wierzchoªka�, 8 elementów, grupa D3, #D3 = 6.

Odpowied¹ ad 2.

(00) (10) (01) (11)
(00) 1 1 1 1
(10) 1 −1 1 −1
(01) 1 1 −1 −1
(11) 1 −1 −1 1

ρ|G = (0, 0)⊕ (1, 0)⊕ (0, 1)⊕ (1, 1). Baza ortonormalna:

e(00) =
1

2
(|00) + |01) + |10) + |11)),

e(10) =
1

2
(|00) + |01)− |10)− |11)),

e(01) =
1

2
(|00)− |01) + |10)− |11)),

e(11) =
1

2
(|00)− |01)− |10) + |11)).

ρ|H = 2 · π0 ⊕ 2 · π1 Baza dla reprezentacji π0: e(00), e(11); baza dla π1: e(10), e(01).
Odpowied¹ ad 3.

ρ⊗ ρ ' 2Triv ⊕ Sgn⊕ 3St,

ρ⊗s ρ ' 2Triv ⊕ 2St,

ρ⊗a ρ ' Sgn⊕ St.
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Egzamin pisemny poprawkowy

Zad. 1. Grupa D4 = Z4 o Z2 dziaªa na C2 nast¦puj¡c¡ reprezentacj¡:

ρ(k, 0) :=

[
cos π2k sin π

2k
− sin π

2k cos π2k

]
, ρ(k, 1) :=

[
sin π

2k cos π2k
cos π2k − sin π

2k

]
.

1. Znale¹¢ krotno±ci reprezentacji nieprzywiedlnych w ρ.

2. Znale¹¢ krotno±ci reprezentacji nieprzywiedlnych w ρ⊗ ρ.

3. Znale¹¢ krotno±ci reprezentacji nieprzywiedlnych w ρ⊗s ρ.

4. Znale¹¢ krotno±ci reprezentacji nieprzywiedlnych w ρ⊗a ρ.

Wskazówka. Oto tabelka charakterów grupy D4:

(0, 0)1 (2, 0)1 (1, 0)2 (0, 1)2 (1, 1)2

Ag 1 1 1 1 1
Au 1 1 1 −1 −1
B1 1 1 −1 1 −1
B2 1 1 −1 −1 1
E 2 −2 0 0 0

Zad. 2. Grupa Z3 dziaªa na C3 z baz¡ |0), |1), |2) przy pomocy reprezentacji

ρ(k)|p) := |p+ k),

(stosujemy powy»ej dodawanie modulo 3).

1. Znale¹¢ krotno±ci reprezentacji nieprzywiedlnych w ρ.

2. Znale¹¢ bazy wszystkich przestrzeni izotypowych dla tej reprezentacji.

3. Dla jakich β, γ operator
H = |0)(1|+ β|1)(2|+ γ|2)(0|

jest niezmienniczy wzgl¦dem tej reprezentacji, czyli

Hρ(k) = ρ(k)H, k ∈ Z3?

Zad. 3. Niech X oznacza zbiór podgrup w S3. Grupa S3 dziaªa na X przez sprz¦»enie, czyli

ρσ(H) = σHσ−1, σ ∈ S3, H ∈ X.

Opisa¢ wszystkie orbity tego dziaªania.
Zad. 4. Niech { e1, e2} b¦dzie baz¡ w C2. Rozwa»my przestrze« C2⊗C2 (która oczywi±cie ma
baz¦ {e1 ⊗ e1, e2 ⊗ e1, e1 ⊗ e2, e2 ⊗ e2}). Rozªo»y¢ wektor (e1 + e2) ⊗ (e1 − e2) na sum¦ dwóch
wektorów, jeden z C2 ⊗s C2 a drugi z C2 ⊗a C2.
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