Jakosciowa teoria rownan rézniczkowych
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. Dlaczego:

Postac¢ réwnan procesoéw biologicznych, gdzie najczesciej F - funkcja
nieliniowa

Nie da sie rozwigza¢ analitycznie

Rozwigzanie numeryczne jest tylko dla konkretnych warunkéw
poczatkowych

Czesto interesuje nas tylko charakter procesu - nie musimy znac
szczegotow.

2. Co daje ta teoria:

Mozliwo$¢ wnioskowania o charakterze rozwigzan na podstawie
znajomosci funkcji £

Klasyfikacja rownarn

Przestrzennie jednorodne -F nie zalezy od potozenia w przestrzeni
-> modele punktowe

przestrzennie niejednorodne - Fzalezy od potozenia

zalezne lub niezalezne (autonomiczne) od czasu

Dynamika pojedynczej populacji - ogdélnie

Liczebno$¢ populacji opisuje réwnanie:
dN

Ny

f(N) - najczesciej jest nieliniowa.

Punkty stacjonarne N to takie punkty, ze f (N *): 0

Liniowa stabilnos¢ punktow stacjonarnych

Niech

Mate wychylenie z punktu stacjonarnego n(t)= N(¢)— N~ takie, ze
n(t) <<1

Rozwijamy w szereg:

j;lzf(N* +n)z f(N*)+nf'(N*)+...
czyli w przyblizeniu liniowym
CZ = nf'(N*) = nlt)~ exp(f'(N*)l)
widac, ze:
e 7 roénie gdy f'(N*)>O => N’ punkt stacjonarny liniowo
niestabilny
oraz, ze

o 1 maleje gdy f'(N*)< 0=> N’ punkt stacjonarny liniowo stabilny
Metoda graficzna
Wykreslamy f(N) znajdujemy miejsca zerowe i badamy pochodna w ich

poblizu:
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Przykiad: Model populacji z uwzglednieniem wymierania

Niech:
b >0 —tempo namnazania
d >0 —tempo wymierania

d—N:bN—dN
dt

N(E)= Nye ™"

whnioski: Mozliwy jedynie exponencjalny wzrost, zanik lub brak zmian.

Przykiad: Model populacji z uwzglednieniem pojemnosci
srodowiska (Verhulst 1836)

Niech:
K >0 - pojemnos¢ srodowiska
r=b-d
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1. Jakie punkty stacjonarne sg w tym modelu?

2. Jakie sg ich rodzaje stabilnosci?

3. Jakie jest rozwigzanie dla N(0)= N, *

4. Jak zmienia sie jakosciowo charakter rozwigzania w zaleznosci od
stosunku N, do K?

Przykiad: Model Ludwiga (1978) - larwy zjadajace drzewa

iglaste
Niech:

N - liczebnos¢ populacji larw

rg- rozrodczo$¢

K ;- pojemnos¢ Srodowiska

e Do poprzedniego modelu dotozymy efekt wyjadania larw przez ptaki:
BN’

A>+N?

Otrzymujemy réwnanie opisujace dynamike liczebnosci populacii:

dN N
X N 1= = p(N
dr B [ KB] p(N)

p(N)=

czyli u nas:

dN [1— NJ BN’

Z~ —» N ==t
da K,) A*+N?

Uwaga: Modele fatwiej jest analizowac w jednostkach
bezwymiarowych

Podstawiamy:
w=o A Ky B
A B A A
dostajemy:
B 1-1)- - flurg)
dt q) l+u’ o

e Znalez¢ punkty stacjonarne (f(u;r,q) =0) i przedyskutowac ich
stabilnos¢ (graficznie)




Zadanie 1
Niech:

N - liczebnos¢ populaciji
R- rozrodczosé
K - pojemnos¢ srodowiska

P, 4 - state dodatnie

Réwnanie opisujace dynamike liczebnosci populacji:

2
dN:RN(l—N)—P 1—-exp —N—2 0<e <<l
dt K €A

Przez odpowiednig zamiane zmiennych doprowadzi¢ do postaci:
2
du = ru[l - u} - [1 - exp(— u]]
dt q €

1. Pokazaé, Ze istniejq trzy niezerowe stany stacjonarne dla rg > 4.
2. Czy model ten moze wykazywac histereze?

Zadanie 2:

Rozwazy¢ dwie strategie towienia ryb
a) proporcjonalng do liczebnosci populacii:

aN = rN(l—NJ—EN
dt K
b) staty zysk:

dN:rN[l—Nj—YO
dt K

Wskaza¢ optymalny zakres odfawiania i rozwazy¢ czasy powrotu systemu

do réwnowagi po matej perturbaciji.




