Ciagle modele oddzialujacych populacji
Sa trzy mozliwosci:
a) Drapieznik — ofiara -> wzrost jednej populacji powoduje malenie
drugiej
b) Wspotzawodnictwo -> wzrost kazdej z populacji powoduje
zmniejszenie wzrostu drugiej populacji
¢) Symbioza -> wzrost kazdej z populacji sprzyja wzrostowi drugiej
populacji

Przykiad: Model Lotki-Voltery (1926)

Model dotyczy liczebnosci pewnego gatunku ryb w Adriatyku.
Zaobserwowano oscylacje ilosci potowdw.

Mozliwy mechanizm:

ryby-ofiary sq wyjadane przez ryby-drapiezniki i ich populacja
spada -> mata ilo$¢ pozywienia powoduje wyginiecie czesci
drapieznikéw -> mozliwa jest odbudowa liczebnosci ofiar -> duzo
jedzenia, wzrasta liczba drapieznikdéw.

Zatozenia do modelu:
ryby-ofiary ( N') rozmnazajg sie z predkoscig a
ryby-drapiezniki (P) rozmnazajg sie z predkoscig c¢i tempo ich
rozmnazania jest wprost proporcjonalne do liczebnosci ofiar
tempo wyjadania ryb-ofiar jest wprost proporcjonalne do liczebnosci
drapieznikow
drapiezniki wymierajg z predkoscig d

Ujmujac to w rownania:

aN =aN —-bPN
dt
d—P =cPN —-dP
dt

1" Przejdzmy do jednostek bezwymiarowych

u)=N v@)=PP 1, 0 =4
a

d a
du
—=u(l-v
o mu=v)
dv
—=avlu—1
o - olu=)
2" Réwnania te maja dwa punkty stacjonarne:
u=v=0
oraz
u=v=1

Analizujemy ich stabilnosc:
o Punkt (0,0): niech (x,y)mate wychylenie z punktu réwnowagi

dx

— =X — Xy

dy

——=0axy —a

dt 3% y

pozostawiajac tylko cztony liniowe:

dx
dt I 0
dr _ X — 4 X
dy 0 —aly y
dt

Rozwigzania sq postaci:
x(r)

o)

1-A

gdzie A wartosci wtasne

A-D=0=

0
=>M=LA,=—0
—o—A

Poniewaz jedna z wartosci wiasnych A, >0 to perturbacja rosnie i

punkt (0,0) jest liniowo niestabilny, Poniewaz wartosci wtasne sg
przeciwnych znakéw to jest to siodto.




e Punkt (1,1): badamy co sie dzieje dla punktu (1+x, 1+ y)
dy
( ) a(l+x)1+y)-a(l+y)=ox
dr
AN
y a 0 \y
-A -1
o -\

j (I+x)-(1+x)1+y)=l+x-1-x-y—xp=—-y

=0 = A, =tiVo

Re(A)=0 => centrum T = 2

T
NS
3’ Badamy trajektorie

v _ av(u—1)

du  u(l-v)

catkujemy trajektorie (w matlabie)
o Jakie dostajemy krzywe?

e Jak wygladajq przebiegi czasowe?
e Jakie sg problemy z tym modelem (co przy matych perturbacajch)?

Ogolnie: Obraz fazowy

Przestrzen fazowa np. 2D: na pfaszczyZnie:

y
\V
A
x=P(x,y)
y=0(x.7)
dy _QO(x,y)
dx  P(x,y)
Punkty stacjonarne

Punkty sa stacjonarnegdy x=0 i y=0 czyli

PlXst, Yst)=0 1 QXs¥st)=0
Badamy stabilno$¢ punktéw stacjonarnych rozwijamy w szereg
Tylora wokot punktow x =x, +§ y =y, +n

P(x,y)=P(x,,y,)+Ea, +na; +
O0(x,y)=0(x,,y,)+Eay tna, +

gdzie




oP oP

ay, =— g, =

11 12

ax Xt > Vst ay Xt Vst
o0 oQ

ay = Ay =7~
ox oy

Xt > Vst Xt Vst

x=£=Ea,+tna,

y=n=8§aytna,

Szukamy rozwigzan w postaci

&= Ae"

n= Be™

Otrzymujemy réwnanie charakterystyczne
A —(ay, +ay A +ay,ay, —a,,a, =0

lub inaczej

M —trA\ +det A=0

ktére ma dwa rozwigzania

2
a; +ay a; +ay
Ay = > * > —ay Ay ta;,ay,

lub inaczej

Ay :;(trAi (tr A) —4detA)

Ogolne rozwigzanie:
£=C, e +Cpe™

_ At At
n=C, e +Cye

Rodzaje stabilnosci

1.Dla: A=(tr 4) —4det 4 >0
Mamy dwa pierwiastki rzeczywiste
A +h =trd
Ze wzordw Wietta:
A A_=detA4
a) A+ i A ujemne => tr4<0idet 4 >0 => wezet trwaly
b) A, i A. dodatnie =>tr 4 > 01det 4 > 0=> wezet nietrwaty
C) A4 i L. przeciwnych znakow=> det 4 < 0 => siodto

2.Dla: A=(tr4)" —4detA4 <0

Mamy dwa pierwiastki zespolone
Oznaczenia:

Mozna zapisac A, = %(trA +in), gdzie o=4detd—(tr4)
trAy
E(t)=e 72(C,coswt+C,sinm?t)

trA%
n)=e 72(Cicosot+C,sinmt)

a) tr A=0 => $rodek (centrum)
b) tr 4 > 0=> ognisko nietrwate
c) tr A < 0=> ognisko trwate




Bardziej realistyczne modele typu ofiara-drapieznik:

dN N
=L =NF(N,P F(N,P :r[l—j—PR N
G R) PRI )P
dpr h hP
— =PG(N, P = i
. (N,P) G(N,P) k(l N)

A

N+B

AN

i funkcja postaci np.: R(N)=1 N2+ B>

Al—e]
N

Przykiad:

=22
dt K) N+D

£ fid]

gdzie r,k,K,D,s,h> 0 (6 parametréw)

Przejdzmy do zmiennych bezwymiarowych:
Na razie mamy:

N [ilos¢], Plilosé] Klilos¢], Dlilosé]
tlczas), ¥[1/ czas), s[1/ czas], k[1/ czas]
h[bw]

sprébujmy

N hP D

— =ulbw| — =v[bw], —=d|bw

o b} = o=, =2 = dlbw]

rt =t[bw]

wstawiamy do réwnania, skracamy co sie da i mamy:
du uv k
—= u(l - u)— —
dt u+drh

dv s ( v)
AN N e
dt r u

szczeSliwie powstate kombinacje parametréow sg bezwymiarowe; niech:

k —a, S_p

rh r

ostatecznie:
ﬂzu(l—u)— g
drt u+d

v _ bv(l - vj
drt u

Przy okazji zmniejszyliSmy ilo$¢ parametréw do 3!
Szukamy punktéw stacjonarnych:

auy

f=u(1—u)—u+d =0

gzbv(l—v):O
u

interesujg nas tylko rozwigzania dodatnie:
u=v=_0
u =v=> podst .do pierw.=> (1 —u)u+d)=au

:>u=v=;((1—d—a)+ (1—d—a)2+4d)




Badamy stabilnos¢ liniowg

o of =2y — av'd 3 au’
e ou Ov _ Eu;ra’)Z u +‘i
0
%€ % b L* b_2b1}
ou ov/,, u u
poniewaz u" =v'
l— " — ima’2 3 im
A= (u +d) u +d _
b -b c:u* -y
u +d
1=2u"—d .
u . -1
- u +d
b -b
u +d
* *2
detd=—p|u 122 =4y 2=
u +d u+d
punkty stacjonarne stabilne otrzymujemy dla
trA<0 = u*l_z*ui_dda
u +d

e Obejrze¢ powierzchnie rozgraniczajacq obszar stabilny od
niestablinego.

Ciekawaq sytuacje mamy w momencie utraty stabilnosci przez punkt
u" =v" #0. Sa dwie mozliwosci: albo model nie jest zbyt dobry i
rozwigzania rozbiegajq si¢ w czasie albo pojawia sig cykl graniczny.
Zeby wykazac istnienie cyklu granicznego trzeba znalez¢ takg krzywa
otaczajacq punkt stacjonarny, ze wektory normalne do tej krzywej
n spetniajg nieréwnosé:
n(du,dv) < 0 dla wszystkich punktéw na krzywej

dt dt

Do naszkicowania takiej krzywej przydatne jest narysowanie izoklina
stycznych pionowych i poziomych (izoklin gtéwnych).

Izokliny

Izokliny to takie linie na ptaszczyznie fazowej, ktére przecinajq sie ze
wsszystkimi krzywymi catkowymi pod jednym i tym samym katem, czyli:

dx _ const = Olx.y)
dy P(x,y)
Izokliny gtéwne to:
izoklina stycznych pionowych: & =0 = P(x,y)= 0
X
dy

izoklina stycznych poziomych

=0 = QO(x,y)=0
X

e Narysowac¢ w matlabie obraz fazowy z izoklinami i pole wektorowe
odpowiadajace naszym réwnaniom.
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Hodowanie bakterii w kultywatorze przeptywowym

Sprébujmy sformutowaé model opisujacy populacje bakterii
zamieszkujacych kultywator przeptywowy:

Co F, Komora w ktorej zyjg

bakterie w stezeniu N
N C i stezenie pozywki C

Pojemnik z pozywka
o stezeniu G v

Zaprojektujmy system taki, ze :
przeptyw F'jest na tyle nieduzy, ze nie powoduje wyptukania populacji
naptyw pozywienia jest na tyle duzy, ze poulacja normalnie wzrasta
Wielkosci, ktdre powinnismy uwzgledni¢ w naszym modelu to:
C— stezenie pozywienia [/masa/objetosc]
C, — stezenie pozywienia w zbiorniku zapasowym [/masa/objetosc]
N — gestos¢ populacji [#losc/objetosc]
o - ilo$¢ jednostek pozywienia , ktdrg bakterie muszg zjes¢ aby przybyta
jedna jednostka gestosci populacji
( dac =-o aN ) [masa/ilosc]
dt dt

V- objeto$¢ komory [objetosc]
F— przeptyw [objetosc/czas]

ZatoZenie 1:

komora jest dobrze mieszana tzn. nie musimy rozwazac¢ rozktadow
przestrzennych -> wystarczg nam réwnania zwyczajne.
Pierwsza przymiarka do réwnan:

d—N =rN—-FN
dt
ZafoZenie 2:

Chociaz pozywka jest ztozona to my skupiamy uwage na jej jednym
sktadniku, ktory najbardziej ogranicza wzrost populagji

ZalozZenie 3:
Stata wzrostu populacji zalezy od dostepnoéci pozywienia czyli = r(C).
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Rréwnanie na zmiany stezenia pozywki:

‘ZC = —a7(C)N - FC + FC, <- czy to jest dobrze?
t

->analiza wymiarowa.
Poprawna wersja réwnan:

N _ e -EN
dt V
4 _ o on-EE L S
dt |14 V
ZatoZenie 4:

Wzrost szybkosci rozmnazania sie populacji jest limitowany np. ma
postac kinetyki Miechaelisa-Mentena:

r. . C
7 C — max
( ) r,+C
Teraz nasz model ma postac:
dN _rC PN

dt  r +C 4
F
dC ___ ranC \ FC FC

dt  r+C V¥
Przejdzmy teraz do jednostek bezwymiarowych. Zapiszmy nasze zmienne

w hastepujacej postaci:

wielkos¢ mierzona = (skalar bezwymiarowy) * jednostkowa wielkos¢ wymiarowa

N=u*N
C=c*C
t=1 %t

u,c,T sq bezwymiarowymi skalarami
podstawiajac te wyrazenia do naszych réwnan otrzymujemy:

d(u*N)_ rmaxc*é( *N)_Fu*lv

d(r*?)_rn+c*@u 4
d(c*é)__a rmaxc*@u*N_Fc*@+FC0
d *7) ro+c*C 14 4
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CO po uproszczeniu daje:

du c . Fr
- = maxtu _7u
dt %+C vV
dc N _ ¢ Fr
— =0 = Fpaxl —-——cC+
dt (o A 4 s V
podstawiajac:
~ ~ _ F
f=l Cap Nl
F olr, ..

dostajemy:
du c
—=a,| — u—u=flu,c
dr I(1+cj f( )
dc——(cju—c+oc ~ g(uw.0)
dt 1+c¢ : ’
gdzie

Vrmax
o, = —=%

F

C
o, =—"

,

Znajdzmy stany stacjonarne:
1) dt*,c*)z (0,(12)
2) z pierwszego réwnania:
C
ol —|=1
l+c¢

ac=1l+c
1
o, -1
wstawiajac do drugiego

C =

13

ostatecznie (u*,c*): (ocl(ocz -~

1 1
o, —-1)a, -1

poniewaz interesujg nas tylko rozwigzania nieujemne wiec:

a, >

o, —1 w oryginalnych zmiennych oznacza to, ze:

o, >1

CO * *
—>C =C,>CC
r,

n

Vr 14 1
alz—;f”‘ >l=>—>—

rmax

Interpretacja:

Stezenie w zbiorniku zapasowym jest
wigksze niz w zbiorniku z bakteriami

Czas oprdzniania zbiornika jest dtuzszy niz
czas podwojenia populacji bakterii w
idealnych warunkach
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Badamy stabilnos¢ standw stacjonarnych. Najpierw policzymy pochodne

czastkowe:
u,c)=(0,0,) . s 1 1
( ) ’ (” € ):(0‘1(0‘2 _} J
o, —-1)a,-1
ﬁf(u,c):al( c j_l o % |1 o
ou l+c 1+a,
Gf(u,c)_ 1 1
oc : (1+c) 0 o, (o, —1)
8g(u,c):_( c ] o, 1
Ou l+c 1+a, a,
2
1
B (L Yumr] o L@ +1)
oc l1+c¢ 1
trA Aoy, _oc2+1<O
I+a, o,
detA 1_% 1 _> 0
I+a, (0‘1(0‘1 - 1))
Gdy istnieje o >
drugi stan . L 2 1
stacjonarny to Stabilny, istnieje gdy o,
detA<0 wigc o, >1
mamy siodto, a
gdy detA>0
to tr A<O czyli
p. stabilny

Naszkicowac obraz fazowy.
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Zadanie 1:

Rozwazy¢ model wspotzawodnictwa:

R A
dt K, K,

dN N N
722’”2]\]2 1_72_172171
dt K, K,

przejdz do wielkosci bezwymiarowych
znajdz stany stacjonarne
naszkicuj obraz fazowy

Zadanie 2:
Rozwazy¢ model symbiozy:

@zrlNl 1—&+b12 Ny
dt K
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