Cykle graniczne

Dotychczas zajmowaliSmy sie gtdwnie znajdowaniem i badaniem
stabilnosSci punktow stacjonarnych. Wiele ciekawych proceséw ma
nature cykliczng. Umiemy juz sobie poradzi¢ z cyklicznoscig
wystepujacg w rownaniach typu Lotki-Volterry - punkt stacjonarny
typu centrum. Model ten jest jednak mato realistyczny - wykazuje
niestabilnos¢ strukturalna.
Cykle wystepujace w biologii sg innego rodzaju - wykazujg duzg
stabilnos¢ wobec zewnetrznych zaburzen. Posiadajg cechy
asymptotyczne - graniczne. W przestrzeni fazowej cykl tworzy
zamknietg krzywa (Wychodzac z dowolnego punktu po skonczonym
czasie powinnismy do tego punktu powrdci¢). Dla czasu ¢ —
trajektorie zbiegajg do cyklu - wéwczas cykl jest stabilny. Mozliwe
jest tez, ze dla + — —ootrajektorie zbiegajg do cyklu i wtedy mamy
cykl niestabilny.
Dla ukfadéw dwu wymiarowych istnieje kilka narzedzi pozwalajgcych
na badanie wystepowania cykli granicznych. Bazujg one na
nastepujacych faktach:

1. Zamknieta krzywa dzieli ptaszczyzne na dwie roztgczne czesci:

wnetrze i zewnetrze.

2. Dla gtadkich przeptywow w dwu wymiarowej przestrzeni fazowej sg
tylko 4 mozliwosci

a) Trajektoria biegnie do punktu stabilnego

b) Trajektoria jest badz dazy do orbity periodycznej
c) Trajektoria dgzy do grafu cyklicznego

d) Trajektoria rozbiega sie do nieskoriczonosci

Jezeli trajektoria jest ograniczona i nie opuszcza zamknietego
fragmentu ptaszczyzny to pozostajg tylko mozliwosci a)-c)
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Twierdzenie Poincare-Bendixona:
Jesli dla ¢ = #,trajektoria jest ograniczona i nie dazy do Zadnego

punktu osobliwego, to jest albo zamknieta orbitg periodyczng albo
do niej dazy dla t — .

Twierdzenie 2: Wiasnosci pola wskazujace na istnienie orbit

Jesli dwuwymiarowe pole wektorowe posiada nastepujgce wiasnosci
1. Istnieje ograniczony obszar D na ptaszczyznie fazowej i zawiera on w
sobie jeden odpychajacy punkt stacjonarny typu niestabilnego wezta
lub niestabilnego ogniska oraz pole wptywa do tego obszaru ale z
niego nie wyptywa to wéwczas w tym obszarze istnieje cykl graniczny.

2. Jesli istnieje ograniczony obszar A4 z dziurg w Srodku, do ktérego
pole wptywa ale z niego nie wyptywa to wéwczas w tym obszarze
istnieje cykl graniczny.




Twierdzenie 3: stabilnos¢ orbit
1. Jesli ktorys z dwdch typdw obszardw opisanych powyzej ma doktadnie
jeden cykli graniczny to cykl ten jest stabilny.

2. Jesli mamy dwie orbity periodyczne I i I’ takie, ze I jest zawarta
wewnatrz I', i w obszarze pomiedzy tymi orbitami nie ma punktéw
osobliwych ani innych orbit periodycznych to jedna z orbit I albo T,
jest niestabilna po stronie skierowanej do drugiej z orbit.

Kryteria negatywne:
S dwa kryteria negatywne wykluczajgce istnienie cyklu granicznego
w uktadach typu:
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1. Kryterium Bendixona:
Niech D bedzie spdjnym obszarem na ptaszczyznie fazowej. Jesli

wyrazenie ?9—F + Z—Gnie jest zerem dla wszystkich (x, y) € Di nie
X y

zmienia znaku w D to w regionie D nie ma zamknietych orbit.

2. Kryterium Dulaca:

Niech D bedzie spojnym obszarem na ptaszczyznie fazowej, zas

B(x, y) ciggta i rozniczkowalng w D funkcja. Jesli wyrazenie

d(BF) . 3(BG)
0x )%

zmienia znaku w D to w regionie D nie ma zamknietych orbit.

nie jest zerem dla wszystkich (x, y) € Di nie




Przykitad:
Zastosowac kryterium Bendixona i kryterium Dulaca (z funkcja

B = i do uktadu:

Xy
dx =r1xk1 - x - By
dt k,
@ ky =y = Pyx
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Oscylator Van der Pola - oscylator relaksacyjny

Van der Pol w 1927 zastosowat podobny model do opisu obwodu
elektrycznego z trioda:

0<e<x<l

Niech r(x)= §x3 - x

» Narysowac nulkiliny
* Przedyskutowac kryterium Pioncere — Bendixona

* Narysowac przebieg czasowy.
Z pierwszego réwnania widac, ze x zmienia sie szybko jesli y = f(x).

Na tych odcinkach trajektorii wtasciwg skalg czasu jest 7 = ! (wtedy
£

dt = £ dr):

dx

E = y—f(x)

dy

—_— = - — =~ t
i EX y = cons

W pozostatych momentach czasu ukfad porusza sie po nulklinie
y=/x)

Mozemy stad wyznaczy¢ przyblizony okres takiego oscylatora

Z drugiego réwnania:
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Bifurkacja Hopfa

Teoria bifurkacji Hopfa jest kolejnym narzedziem do badania
wystepowania cykli granicznych. Dziata takze dla wiecej niz
dwuwymiarowych systemoéw.

Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie najpierw uktadem
dwuwymiarowym, ktory posiada pewien parametr y :

& fwyr)

dt
dy

a g(x, )’»7)

Zatézmy, ze uktad ten posiada pewien stan stacjonarny, ktéry moze
zaleze¢ od parametru y: (x'(y).y" (7))

Zatdzmy nastepnie, ze jakobian ukfadu:
g o

ax ay
T0)=\ 5 o

ox dy ()
ma zespolone wartosci wiasne A(y)=al(y)=ib(y)

Jesli istnieje taka wartos¢ y'dla ktorej aly*)=oi by*)=0 i przy
przejéciu przez y*, « zmienia znak (punkt stacjonarny traci
stabilnos¢) to s mozliwe nastepujgce przypadki:

1. Dla wartosci y = y"powstaje centrum tak wiec wokét (x*(r),y"(r))

2.

powstajg koncentryczne zamkniete orbity.
Jest pewien zakres wartosSci parametru y* <y < ¢, dla ktdérego powstaje

jedna zamknieta orbita — cykl graniczny otaczajaca (x"(y).y"(v)), j€j
promien zmienia sie proporcjonalnie do /‘)/ —y*" amplituda oscylacji
roSnie stopniowo wraz z oddalaniem sie od punktu krytycznego.

Zjawisko to nazywa sie nadkrytyczng bifurkacjg Hopfa bo zachodzi
powyzej y”

Jest pewien zakres wartosSci parametru d4 <y <y, (podkrytyczna

bifurkacja Hopfa) dla ktorego jednoczes$nie punkt stacjonarny traci
stabilnos¢ i znika niestabilny cykl graniczny, pozostaje stabilny cykl



graniczny. W ten sposéb moga nagle powsta¢ w ukfadzie oscylacje o
duzej amplitudzie.

Twierdzenie Hopfa niestety nie mowi dla jakiej konkretnie wartosci
w poblizu y"powstanie cykl graniczny.

Przyktad
dx
— ==y
d
d—J;=—x+}0/—y3 =g(xay97/)
Jedyny stan stacjonarny dla x = y =0 i Jakobian
P (o1
J I | -1y

wartosci wiasne

j’=}/11/;/2—4

2
w zakresie -2 <y <2 wartosci wlasne sg zespolone i
4_ 2
ReA = % ImA = 4

Bifurkacje wystepuje dla y =0 i cze$¢ rzeczywista zmienia znak.
Zatem z twierdzenia Hopfa powinien pojawic sie cykl graniczny dla
y>0.

Przyktad: nadkrytyczna bifurkacja Hopfa:

Przyktad: podkrytyczna bifurkacja Hopfa:
dr
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Rozszerzenie twierdzenia Hopfa na wiecej wymiarowe

uktady
Mamy ukfad » réwnan z »zmiennymi:

X = (xl,xz,...,xn)
F=(f(x7)filxy ) £, (x7))
Linearyzacja ukfadu w punkcie stacjonarnym x" daje »wartosci
wiasnych

AAy, . A, a+iba—ib
n-2 wartosci wkasne majg ujemne czesci rzeczywiste oraz dokfadnie
dwie wartosci wiasne sg liczbami zespolonymi sprzezonymi, takimi ,
ze przy przejsciu przez pewng wartos¢ krytyczng y* azmienia znak.
Wowczas w sgsiedztwie y" istnieje cykl graniczny.

gdzie



