Modele niejednorodne przestrzennie

1 Gradient

Dla funkcji wielu zmiennych f gradient jest wektorem, ktérego wspotrzedny-
mi sa pochodne czastkowe funkeji f np: dla f = f(z,y, 2)
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Vi= <8x’ oy’ 82)
Gradient ma nastepujace wtasnosci:

o warto$¢ V f |V f| okresla lokalna stromos¢ funkcji f

e kierunek wektora V f

we Y1
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okresla kierunek najszybszego wzrostu funkcji f
e wektor V f jest prostopadtly do izopowierzchni funkcji f

e w ckstremach lokalnych funkcji f gradient zeruje sie

Przyklad Rozwazmy pole wektorowe:
F=(M(z,y), N(z,y)) = (22 4+ 2y + y cos zy, 2z + x cos xy)

chcielibyémy sprawdzi¢ czy pole to moze opisyw¢ jakis gradient. tzn, czy
istnieje takie f ze:
F=Vf

Jesli tak to

F=(MN)= (af af)
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gdzie M = % iN= % w takim razie
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Sprawdzmy czy to sie zgadza ... Teraz sprobujmy znalezé f, wiemy, ze

of

S 2x 4+ 2y + ycosxy (1)
0
8;: = 2z +xcosxy (2)

Caltkujemy kazde z rownan wzgledem jednej zmiennej trzymajac druga zmien-
ng jako stata

flzy) = / (22 + 2y + ycoszy)dr = x* + 2xy +sinzy + H (3)
y=const

flzy) = / (22 + x cosxy)dy = 2xy +sinzy + G (4)
T=const

tutaj H i G sg funkcjami wzgledem tych zmiennych, ktére w catkowaniu byty
ustalone.
H=h(y) G=g(x)

zeby sie zgadzato musimy wzigs¢
H=c G=2"+c

tak wiec
f(z,y) = 2* + 22y + sinzy + ¢

Bez warunku brzegowego f mozemy okresli¢ tylko z doktadnoscig do statej ¢

2 Rownania zachowania

Wiele wtasnosci uktadéw przestrzennie rozlegltych mozna wyrazi¢ przez pra-
wa zachowania. Na poczatek rozwazmy prosty jednowymiarowy przypadek.
Wyobrazmy sobie rurke o statym przekroju.
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szybkos$¢ zmiany
ilodci czastek
w przedziale =
(x,z+ Ax)

w jednostce czasu

szybkos¢
naptywu
czastek
do przedziatu
(z, 2+ Ax)
w jednostce
czasu

zdefiniujmy nastepujace pojecia:

Jix + Ax. )

szybkos¢
wypltywu
czastek
z przedziatu
(z, 2+ Ax)
w jednostce
czasu

+

szybkos¢
powstawania,
lub znikania
czasek w
jednostce czasu

e c(z,t) stezenie czastek (ilos¢ czastek na objetosé) w punkcie (z,t)

e J(z,t) strumien czastek (ilos¢ czastek przenikajacych przez jednost-
kowa powierzchnie w kierunku dodatnim osi @ w jednostce czasu) w

punkcie (x,t)

e o(x,t) ilo$¢ czastek wytworzonych lub unicestwionych w jednostce cza-

su w punkcie (z,t)

e A pole przekroju poprzecznego rurki

e AV objeto$¢ elementu rurki (xz,z + Az) AV = AAx

Wyrazajac ostatnie réwnanie w tych pojeciach otrzymujemy:

J(z,t) — J(x + Az, t)

ot
dzielimy je przez AAx
Oc(z,t)
ot

Ax
3

+o(x,t)

ﬁ[c(aﬁ, HAAz] = J(z,t)A — J(x + Ax,t) A+ o(x,t)AAx



przechodzac z Ax — 0

de(x,t) — 0J(x,1)
o Ox

W przypadku trojwymiarowym réownanie wyglada analogicznie:

+o(x,t)

dc(z,y, 2,t) (&T(:my, 2, t) n 0J(z,y,2,t) N 0J(z,y,2,t)

ot oz dy 0z )ia(‘r’ v, %)

w notacji wektorowej:

dc
—=-V-J+
5 \Y% o

(dla przypomnienia: wyrazenie V - J to dywergencja wektora J)

3 Czesto wystepujagce postacie prawa zacho-
wania

Konkretna posta¢ prawa zachowania wynika z postaci sit, ktére powoduja
ruch czastek oraz zjawisk prowadzacych do ich powstawania lub znikania.
Ponizej rozwazymy trzy bardzo czesto wystepujace postacie prawa zachowa-
nia.

3.1 Konwekcja

Jesli jakas ciecz porusza sie makroskopowo to jej czastki maja $rednia pred-
kos¢ taka jak ciecz v(z,y, z,t) Strumien czastek J = cv gdzie c¢(x,y, 2, t) jest
koncentracja czastek. Wynika stad, ze

Jc
5 -V - (ev)

3.2 Przycigganie i odpychanie

Jedli czastki znajduja sie w jakimg$ polu potencjalnym v, z ktorym oddziatuja
(np. pole elektrostatyczne dla czastek natadowanych) to beda poruszaly sie
w kieurnku gradientu pola:

J =caVy

co prowadzi do rownania:

Jc
pri =V - (caV)



3.3 Dyfuzja

Dyfuzja jest efektem stochastycznych ruchéw pojedynczych czastek. Jesli w
przestrzeni wystepuje niejednorodna koncentracja czastek to efektywnie wie-
cej czastek wypltywa z obszaréw o lokalnie wickszym stezeniu niz do tych
obszarow wptywa. W przyblizeniu liniowym fakt ten ujmuje prawo Fick’a:

J=-DVc

D jest wspoétczynnikiem dyfuzji (moze by¢ niejednorodny przestrzennie). W
ogoblnosci otrzymujemy:
dc

— =V - (DVe
T (DVe)
W szczegélnym przypadku gdy D jest state otrzymujemy:

0

% DV = DAc

ot

Z rozwazan nad wymiarami wspolezynnika dyfuzji odlego? /czas wynika

kilka ciekawych faktow:

e Srednia odleglo$¢ pokonywana przez czastki na skutek dyfuzji w jedno-
stce czasu jest proporcjonalna do v/ Dt

e Sredni czas potrzebny na przedyfundowanie na odletosé¢ d jest ~ d*/D

Przyktadowo dla tlenu w wodzie D = 10 °cm?/s, Przedyfundowanie
przez komorke o drednicy ~ 1074 cm trwa ~ 1073 s, ale juz dyfuzja na
odlegto$é 1mm trwalaby ~ 103 s

4 Rozwigzywanie prostych réwnan czastko-
wych

Rozwazamy réwnanie
0 0?
g _ 0%
ot 0x?

Poszukujemy rozwiazan postaci
c(x,t) = ep(x,t) + é(x)

gdzie cr(x,t) — jest rozwiazaniem przejéciowym, zas ¢(x) jest rozwiazaniem
stacjonarnym



1. Zakladamy, ze cr(z,t) = S(x)T(t) i podstawiamy do réwnania
2. Rozdzielamy zmienne i otrzymujemy rownania rézniczkowe zwyczajne

3. Patrzymy jaki jest znak statej separacji K i widzimy jakie funkcje wta-
sne S'1 T mamy: K >0 = exp K < 0 = sinlubcos

4. dobieramy wartosci wtasne A\ funkcji wlasnych S, i T\ tak aby byty
spetnione warunki brzegowe

5. Zapisujemy cr(x,t) jako kombinacje liniowa (by¢ moze nieskonczona)
czynnikow S\T)

6. z warunkéw poczatkowych znajdujemy wspédtczyniki w kombinacji li-
niowej znajdujemy rozwiazanie stacjonarne ¢(x)

5 Przyklady i zadania

5.1 Zadanie

Zmalez¢ rozwigzanie rownania

ot Ox?
dla warunkdéw:
brzegowych:c(0,t) = ¢(L,t) =0

i poczatkowych :c(x,0) = f(x)
Przyktad w matlabie heat_transp_pde.m

5.2 Przyklad: Propagacja potencjalu w aksonie

Sprobujmy zastosowaé nasze prawo zachowania do gestosci tadunkow w ak-
sonie ¢(x,t) gdzie x potozenie wzdtuz aksonu. Przypomnijmy:

dq 0J n

A__ 5

ot Ox
u nas J(x,t) — prad wzdtuz aksonu, o — predkos¢ z jaka tadunki pojawiaja

sie w aksonie.
Btona aksonu dziata jak kondensator wiec:

q(z,t) = 2mrCu(x,t)



gdzie C— pojemno$¢ blony, r—promien aksonu, v(x, t) — napiecie w poprzek
btony.
Nastepny element to o:

o(x,t) = —2nrl;

I; — prad jonowy wnikajacy do aksonu
Prad J znajdujemy z prawa Ohma:

2
wre v
J=—|———
R Ox
R — opornos¢ wewnatrzkomorkowa w kierunku osiowym.
Zbierajac wszystkie powyzsze wyrazy i przeksztatcajac rownanie uzysku-

jemy:
ov r 0% I

ot 2RCOx2 C

5.3 Przyklad: badanie mutagennosci
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Chcemy sprawdzi¢ czy pewna substancja chemiczna moze wywolywaé¢ mu-
tacje u pewnego gatunku bakterii. Mutagennosé tej substancji moze zalezec¢
od jej stezenia. Wymyslono bardzo elegancki sposéb wyznaczania stezenia
krytycznego wykorzystujacego dyfuzje. Bakterie hoduje sie na pozywce na
okragtej szalce. Na srodku szalki umieszcza si¢ okragla bibutke nasaczong
jednorodnie badang substancja. Z bibulki tej na drodze dyfuzji substancja
rozprzestrzenia si¢ po calej szalce. Problem ma symetri¢ kotowa wiec wygod-
nie jest rozpatrywac¢ go we wspotrzednych biegunowych. Réwnanie dyfuzji:

ot or?2  ror T



gdzie r — odlegtosé od centrum szalki ¢(r,t) — stezenie substancji D —
wspOtezynnik dyfuzji 1/7 — szybko$é spontanicznego zaniku substancji

Prawdopodobienstwo mutacji jest proporcjonalne do stezenia mutagenu
oraz do czasu ekspozycji. Aby w rozwazaniach pozby¢ sie zaleznosci od czasu
zdefiniowano stezenie scatkowane po czasie:

C(r) e o t)dt
r)=-—"-— c(r,
(TQ — Tl)S Ty
gdzie: s grubos$é¢ pozywki T i T, sg to dopowiednio czas po ktérym dotarta
i po ktérym przeszta fala dyfuzji
Warunki brzegowe to: w chwili poczatkowej substancja znajdowala sie
tylko na bibutce

_J e dlar<a
C(T’O)_{O dlar > a

oraz na brzegach szalki nie ma przeptywu substancji:

Oc

S -
or

r=R

Réwnanie dyfuzji mozna rozwiazaé i scatkowac otrzymujac wyrazenie na
C(R)

Np. dla bakterii Salmonella typhimurium i substancji N-metylo-N-nitro-
Nlnitrozoguanidyny otrzymano nastepujace dane: a = 0.318 cm — $renica
bibutki
R =25 cm — Srednica szalki
5 = 0.356 cm — grubos¢ pozywki
7 = 2.25 h — tempo rozpadu substancji
D=72-10"% cm?/s
co/s = 221.04 pg/cm® — poczatkowe stezenie substancji

W tych warunkach pierscien zmutowanych bakterii wystapit w odlegtosci
2.17cm.

Zadanie to rozwigzemy postugujgc sie solverem rownan czgstkowych w
matlabie pdepe

5.4 Zadanie

Rozwazmy wzrost populacji P ze stalym tempem wzrostu «, ktéra rozprze-
strzenia si¢ analogicznie do czastek dyfundujacej substancji. Sytacje taka
mozna opisa¢ rownaniem:

0P

— = DV?’P+aP
5 VP + «



Dalej rozwazac bedziemy dla uproszczenia przypadek jednowymiarowy:
Sprawdzi¢, ze rozwigzaniem jednowymiarowego réwnania jest

Plat) = 10 o
x,t) = exp | at — ——
oaDt " 4Dt
dla warunkéw poczatkowych P(0,0) = By i P(x #0,0) =0
Znalez¢ stosunek z/t dla punktéw o stalej liczebnosci tzn P(x,t) =
const = P. Znajdz wartos¢ tego wyrazenia dla t — oo

5.5 Zadanie

Rozwazmy wzrost dwoch konkurujacych populacji vy i ug ze staltym tempem
wzrostu i ograniczong pojemnosciag srodowiska, ktora rozprzestrzenia sie w
jednym wymiarze analogicznie do czastek dyfundujacej substancji. Sytacje
taka mozna opisa¢ réwnaniem:

8511 = Vuy 4 uy (1 — ug — up) (5)
8522 V2U2 =+ UQ<1 — Uy — UQ) (6)

Znale z¢ rozwiazania numeryczne. Przestrzen ma rozmiary [0 1] i osobniki nie
moga wydostac si¢ poza ten obszar. Rozwazy¢ rozne poczatkowe zageszczenie
osobnikéw.
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