Reakeja Bielousowa-Zabotytiskiego

1 Kryteria pomocne przy badaniu stabilnosci
punktow stacjonarnych

Czesto badamy uktady dynamiczne w poblizu punktow stacjonarnych. Roz-
wazamy wtedy ich postac¢ zlinearyzowana:
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gdzie A jest macierzg jakobiego w punkcie stacjonarnym. Przypomnijmy, ze
zachowanie matych wychylen z potozenia rownowagi dane jest przez:

z(t) = ae
i A jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego:
|A—1IN\ =0
Dla uktadu n réwnan wielomian ten mozna zapisa¢ w postaci:
POA) ="+ N+ +a, =0

1 a; sg rzeczywiste.



1.1 Reguta Routa-Hurwitza

Kryterium RH daje warunek konieczny i wystarczajacy na to, ze ReA < 0

jesliag=11idla k=1,...,n spelione sg nieréwnosci:
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Przyktad: Dla wielomianu:
AN+ N+ a)+a3=0
warunek aby Re\ < 0 ma postac:

a; > 0, as >0 aijas —az >0

1.2 Zwiagzki miedzy pierwiastkami wielomianu a jego
wspolczynnikami

Jesli wielomian charakterystyczny ma n réznych niezerowych pierwiastkow
to:

n
)\i = —daq, Z >\z>\] = a9, e H?:l)\i = (—1)"an
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1.3 Regula znaku Kartezjusza (Descartes’a)

Zaktadamy, ze ag > 0. Niech N bedzie iloScig zmian znaku w ciagu wspot-
czynnikéw {ag, ay, ..., a,}. Wowczas reguta znaku Kartezjusza mowi, ze ist-
nieje N albo N — 2 albo N — 4, ... rzeczywistych pierwiastkow dodatnich.
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Zamieniajac w = —\ i stosujac regule ponownie dostajemy informacje o ilosci
pierwiastkow ujemnych.

Przyktad
)\3+a1/\2—a2)\+a3 =0

ia; > 0w ciagu {++ —+} zmiana znaku wystepuje dwukrotnie zatem
mogg istnie¢ dwa albo 0 rzeczywiste dodatnie pierwiastki. Teraz podstawiamy
w = —A\ 1 mnozac otrzymane réwnanie przez —1:

WP — ajw? — agw —az =0

w ciagu {+ — ——} zmiana znaku nastepuje tylko raz, zatem istnieje doktad-
nie jeden pierwiastek rzeczywisty dodatni w tzn. jeden pierwiastek ujemny
A

2 Reakcja Bietousowa -Zabotynskiego (B-Z)

Na podstawowy mechanizm reakcji oryginalnie odkrytej przez Bietousowa(1951)
sktada sie utlenianie kwasu malanowego w Srodowisku kwasnym przez jony
bromianowe BrO3; w obecnosci katalizatora - jonéw ceru. Okresowe oscylacje
obserwowane sg w stezeniu jonéw ceru. Oscylacje przejawiaty sie jako zmiany
koloru przy przejéciu Cet?® w Cet?. Obecnie znanych jest wiele reakcji, ktére
moga zachowywaé sie okresowo. Mianem reakcji BZ nazywa sie klase reakcji,
w ktorych zwigzek organiczny jest utleniany przez jony bromianowe wspoma-
gane jonami metalu w srodowisku kwasnym. Jesli substraty dyfunduja moga
sie wowczas wytwarza¢ wzory przestrzenne. Dla katalizatoréw bedacych jo-
nami innych metali np. zelaza Fe™ i Fet3 zmiany barw mogg by¢ bardziej
spektakularne czerwony+« niebieski.
Mechanizm oryginalnej reakcji zachodzi w uktadzie

CHQ(OOOH)Q — KBT’Og — HQSO4 — 062(504)3

(kwas malonowy- bromian potasu - kwas siarkowy - siarczan ceru)
i jest dos¢ skomplikowany — sktada si¢ z 18 etapéw. Produktami koncowymi
tej reakcji sa dwutlenek wegla, kwas mrowkowy i kwas bromomalonowy.



Bedziemy rozwaza¢ uproszczona wersje reakcji B-Z
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gdzie: X — HBrO, kwas bromawy, Y — Br~ jon bromkowy, Z — Ce*",
P — HOBr produkt, A — BrO; — ma stale stezenie, f jest mnoznikiem

analitycznym i wynosi okoto 0.5.

Stezenie A i B sg stale stezenie P nas nie interesuje, zatem z prawa dzia-

tania mas dostajemy:

d

d—f = kiay — koxy + ksax — 2k,2?
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Trzeba teraz jakos przejs¢ do uktadu bezwymiarowego. Jedna z mozliwosci

jest nastepujaca:
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Warto tu zauwazy¢, ze € § i ¢ sa dodatnie i mate. Po podstawieniu do



naszych réwnan dostajemy:

dx

e = w—wy+a(l-z)
d

(50% = —qy—ay+2fz
dz

G = T

Po krotkich obliczeniach w pakiecie symbolicznym:

syms q x y £ z positive
syms epsi delta positive
syms lam

f1=(q*y-x*y+x-x*x)/epsi;
f2=(-q*y-x*y+2*f*z) /delta;
f3=x-z;

S=solve(fl, f2, £3)
disp([S.x S.y S.z])

A=jacobian([f1l; f2; £3], [x,y,z])
I=eye(3);

DA=simple(det (A-Ix*lam))
pretty(collect(DA,lam))

dostajemy punkty stacjonarne:
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i rownanie charakterystyczne

N4+ AN+ BAN+C =0

gdzie:
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i £ > 0 po podstawieniu zwiazku miedzy z* i y*. Zatem A > 01 C > 0.
7 reguty znaku Descartes wynika, ze przynajmniej jedna warto$¢ wlasna
macierzy A jest rzeczywista i ujemna. Pozostaly warunek konieczny i wy-
starczajacy by czesci rzeczywiste wszystkich A byly ujemne to z kryterium
Routha-Hurwitza AB — C' > 0. Zatem gdy spetniona jest ta nieréwnos¢ stan
stacjonarny jest liniowo stabilny. Dla punktu bifurkacji AB = C' mozemy
znalez¢ pierwiastki réwnania charakterystycznego:

syms A B lam positive
fil=lam™3 + Axlam”2 + B*lam + Ax*B;
S=solve(f1)

A= —A:+iVB

Zatem w poblizu powierzchni bifurkacji spelnione sa warunki twierdzenia
Hopfa i uktad ma cykl graniczny o maltej amplitudzie.



