Modele niejednorodne przestrzennie cd

1 Modele typu reakcja-dyfuzja

Rozwazmy model opisany réwnaniem:

ou
gdzie u wektor substratéw, f nieliniowa kinetyka reakcji, D macierz wspot-
czynnikow dyfuzji.

Najpierw troche intuicyjnie:

e Zalézmy, ze mamy 1 substrat w jednowymiarowej przestrzeni, reakcja
ma 3 stany stacjonarne uq, us, us z czego u; i uz sg stabilne w sytuacji
przestrzennie jednorodnej. Jedli w chwili poczatkowej reakcja byta w
stanie u; wszedzie i w pewnym momencie pojawi sie lokalne zaburzenie
powodujace przejécie do stanu uz to w osrodku moze sie rozejsé¢ fala
zmian stanu.

e Przy kilku sktadnikowych reakcjach mozliwe sg cykle graniczne.

e Przy wiecej niz 3 sktadnikach mozliwe sg tez rozwiazania chaotyczne.

1.1 Reakcja Bietousowa -Zabotynskiego (B-Z)
Mechanizm tej reakcji zachodzi w uktadzie
CHQ(COOH)Q — KB?”Og — HQSO4 — C@Q(SO4>3

(kwas malonowy- bromian potasu - kwas siarkowy - siarczan ceru)
i jest dos$¢ skomplikowany — sktada sie z 18 etapéw. Produktami koncowymi
tej reakcji sa dwutlenek wegla, kwas mrowkowy i kwas bromomalonowy.



Bedziemy rozwazaé uproszczona wersje reakcji B-Z (zaktadamy, ze kata-

lizator cerowy Ce jest caly czas w stanie Cet3)
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gdzie: X — HBrO, kwas bromawy, Y — Br~ jon bromkowy, P — HOBr

produkt, A — BrO; — ma stale stezenie
Réwnania na stezenia X 1Y z uwzglednieniem dyfuzji
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Przejdzmy do jednostek bezwymiarowych:
u:%,v:k’zﬁq,s*: %s,t*:kgat,L:gZi,M:%,b:ij
w tych jednostkach:
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z danych eksperymentalnych r € (5,50), L~ M ~ 1074, b ~ 1
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Stany stacjonarne: u =v =0, u =1, v = 0 wiec v i v powinny by¢ ~ 1

Poniewaz L, M < 1 wiec w pierwszym przyblizeniu je zaniedbujemy:
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w tym przyblizeniu pojawia sie dodatkowy stan stacjonarny v = 0 i v do-
wolne. Wynika to z faktu, ze rownania te opisuja tylko czoto fali, w pozostalej

przestrzeni v — 0.

Teraz szukamy rozwiazania na poruszajace sie czoto fali z rejonéw o wyso-
kim stezeniu H BrO; do rejonéw o niskim stezeniu. Znajac stany stacjonarne
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mamy warunki brzegowe:

u(—o00,t) =0, v(—o00,t) =1, u(oo,t) = 1, v(co,t) = 0.

W tych warunkach fala powinna porusza¢ sie w lewo. Zrobmy podstawienie:
u(s,t) = f(2), v(s,t) = g(2), z = s+ ct, ¢ — predkos¢ rozchodzenia si¢

fali. Przy takim podstawieniu:

8u_df%_ ﬁ_
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ot “deat  Caz ¢
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Os dzds dz
itd. otrzymujemy:
fl=cf +fA—=f-rg) = 0 (11)
9" —cgd —bfg = 0 (12)

warunki brzegowe przyjmuja postac:
f(o0) = g(—00) =1, f(—00) = g(o0) =0
Kilka oszacowan numerycznych z tego modelu:
e szerokosé¢ czota fali (~ skali s)
w =~/ D/kza
D ~2107° cm?/s, kza =~ 10? 1/s,

w~10"% em

e predkosé czota fali:
Caim = \/ ksaDc =~ 0.3cm/min

c~0.1

dla mechanizmu czysto dyfuzyjnego
c~ (D/lem) =210 °cm/s = 1210 *cm/min

Rzedy wielkosci wolniej!



Zadanie: fale w osrodkach pobudliwych Rozwazmy uproszczony mo-
del btony neuronu — réwnanie Fitzhugh-Nagumo z dyfuzja:

ou 0*u
ov
5% = bu — gv (14)

gdzie f(u) = u(a — u)(u — 1). W tym modelu u jest proporcjonalne do
napiecia na btonie neuronu, v jest zmiennag pomocnicza zastepujaca prady,
D jest proporcjonalne do pradu wzdtuz aksonu.

e Podstawi¢ poszukiwane rozwigzanie w postaci fali biegnacej

e Wypisa¢ warunki brzegowe przy zatozeniu, ze na poczatku i na koncu
mamy stany stacjonarne

e Obejrze¢ numerycznie obliczong fale

e Obejrzec trajektorie fazowa dla wybranego punktu

2 Model wzrostu tkanki rakowej

Zapoznamy sie teraz z jednym z modeli wzrostu tkanki rakowej sformutowa-
nym w postaci reakcja-dyfuzja. Dla uproszczenia model bedzie jednowymia-
rowy. Oznaczmy:
¢(x,t) — gestosé populacji komérek rakowych,
Ey(x,t) — gestos¢ populacji komorek cytotoksycznych w stanie wolnym
Ey(x,t) — gesto$¢ kompleksu komoérka rakowa - komérka cytotoksyczna
P(z,t) — gestosé martwych komoérek rakowych

Proces niszczenia komorek rakowych mozna zapisac:

b+E BB B E+P

k
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Z, tego schematu kinetycznego mozemy zapisa¢ réwnania rézniczkowe
czastkowe — uwzglednimy dyfuzje:

0FE O*E
aTO = —k1Eop+ ko Fy + Dy aw; (15)
oF O’FE
aitl — klE()gb - k?QEl + D28721 (16)
oP

e koEy — k3P (17)



Potrzebujemy jeszcze rownania opisujacego ¢.

Zaktadamy, ze rozwoj zachodzi dwuetapowo najpierw komorki sie dzielg
a nastepnie rosng. Proces ten jest charakteryzowany przez stata czasowa A
[dzien™'] 0.2 < A < 1.4. Zaktadamy, ze kazda komorka rakowa dzieli si¢ na
dwie komoérki. Doroste komérki majg érednice a ~ 10~3cm. Maksymalna iloéé
komorek na przestrzeni Az wynosi:

N==2
a

W chwili ¢ sasiadujace ze sobg odcinki zawieraja

Qbi*l(t)? ¢l(t)7 (biJrl(t)
komorek typu ¢ i
Pi—l(t)’ Pi<t)= Pi-&-l(t)

komorek typu P. Chcemy teraz okresli¢ populacje komoérek rakowych w chwili
t+ At wi—tym (At << 1/)) przedziale przestrzennym. Dalej przyjmiemy,
ze w czasie At na odcinku Ax zachodzi jeden podziat. Podzial moze zajs$é¢
na dwa sposoby:

1. komorka dzieli sie¢ wewnatrz odcinka Ax i tam pozostaja jej repliki

N-¢;—P,

= AA
Rz,z )\Qsz t N

czynnik W okresla ilos¢ wolnej przestrzeni w odcinku i — tym

2. komorka dzieli sie w poblizu jednego z koncow odcinka Az i jedna jej
replika zostaje, a druga idzie do sasiedniego przedziatu

N—-¢i— P

Rii1 = Api1 At N

- zmiana ilo$ci komérek w przedziale ¢ na skutek podziatu w przedziale
1—1

Zbierajac wszystkie mozliwosci:
Gi(t +At) = ¢i(t) + Riy + Rij—1 + Rijy1 + Rim1i + Riy

= ¢i(t)+ )\At;f (¢ic1 + @i + Giv1) (N — ¢ — By)
— ¢ (2N — ¢i-1 — ¢iz1 — Piog — Piyq)]



Rozwijamy ¢;41 oraz Py, w szereg Taylora, zachowujac tylko wyrazy propor-
cjonalne do (Az)?, podstawiamy r = x/N i przechodzimy do granicy At — 0
i Ar — a i otrzymujemy réwnanie:

99

5 = Mot [1-o(rt) = P(rt)]
+Aa* | (1 — P(r,1)) 82(2(:27” + o(r, t)ygg’t) — k1Eoo(r,t)

W réwnaniu tym uwzglednilismy dodatkowo znikanie komorek rakowych wig-
zacych sie z komoérkami cytotoksycznymi. Dodatkowo mamy jeszcze réwnanie
zachowania ilosci komorek cytotoksycznych

Eo(r,t) + Ey(r,t) = const = Ei

Przejdzmy do zmiennych bezwymiarowych: ¢ = ng y = Etot = %,
T:At7p:£7¢:%P779:%7 :k2EtOt7ry_)\7,u’12 221)\7V:k7)?
Zbierajac wszystkie rownania otrzymujemy uktad:
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z rownan tych wynika w szczegolnosci, ze

0%y 0%z
- 2
H1 90 + 2 20

Jesli teraz dodatkowo przyjmiemy, ze komoérki cytotoksyczne dryfuja o
wiele szybciej niz komorki rakowe, tzn.

po/pr — 0
wowczas o2 52
7Y o220
op? 0p?



Wspotezynnik v odpowiada za szybko$¢ usuwania niezdolnych do replikacji
komorek rakowych z rozpatrywanej tkanki. W poréwnaniu z innymi proce-
sami jest to proces szybki, tzn:

v—o00=1(rt)=0

W tej sytuacji nasz uktad upraszcza sie:

) P
— = (1—-7 — +
57 ( ©)e — Byp o
X = e
9 g vy
y+z = 1
Jesli przyjmiemy jeszcze, ze v — 00, wOWCzas
2= 9y
y+z =1
wiec
1
YT,
Podstawiajac powyzsze wyrazenie do pierwszego réwnania uzyskujemy:
Oy Be | Py
— =(1—-7 -+
or ~ LT T T T gy

Zadanie ZnaleZ¢ rozwiazanie (w matlabie) w postaci fali biegnace;
p(r,t) = (r —ct) = ¢(z)
dla warunkéw poczatkowych

p(—00) =@ @(c0) =0



