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НЯЯ *, ПОЛУ'ШМ и X и = х', Vu. Поэтому

и\х + х')и = х + х’, и{х-х’)и = х-х\

Рассмотрим эрмитов элемент х + -v* = а.
является унитарным, так как
(1-2е) а (1-2е) = а, т.е. а-2а
всеми проекторами, значит со всеми
(спектральная теорема).

Теперь пусть у^Е — косоэрмитов
14-у у = l-j^> 1. Это эрмитов элемент. Причем 1-j^ и (1
жат в одной максимальной коммутативной
у. в силу сказанного выше, элемент а коммутирует с
(так как они эрмитовы).

Рассмотрим элемент t = у(1—у^У^. Этот элемент косоэрмитов, при-
1-У

1-у" 1-у"

Если е е ^проектор, то 1-2е
(1-2 е)*( 1-2 е)=1-2 е-2 е-Н4е=1. Поэтому

а-2ае, т.е. ае = еа, т.е. а коммутирует со
эрмитовыми элементами

Рассмотримэлемент.
-1 ле-

подалгебре, содерясащеи
1-/ и (1-/)-'

2 2- Уft = = = 1,<чем

т.е. элемент t огранюген. В силу предложения 3 t можно представить
Е. Следова-

в

виде линейной комбинации двух унитарных элементов из

тельно, элемент а коммутирует с t, т.е.
= .к (!-/)■* л.

-1а

Умножая справа на эрмитов элемент и учитывая, что  а коммути-
X  X коммути¬рует’ с 1-У^ , получим, что ау = уа. Итак, элемент й =

рует с любым эрмитовым и любым косоэрмитовым элементом. Следова
тельно, а е Др. С учетом предложения 3 аналогично доказывается, что

X* е Следовательно, л: е Ejr.X -
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спнфп - умумлишгап сппн-«}>окторлар учуп шартлд кутплмаяижг
мавжуд булпш шартларп топплгаи.

Условные ожидания на алгебрах фон Неймана и на JBW-алгеорах
многими авторами [1—3]. Так как пространства с порядковой
являются обобщением этих пространств, то, естественно, ста-

изучены
единицей
вится задача: изучить условные ожидания на пространствах с порядко¬
вой единицей.

Пространство с порядковой единицей представляет
статистическую модель [4], как пространство аффинных функций

состояний и их теория в последнее время быстро раз-

собой некото¬

рую
на пространстве

В классической модели пространством состоянии является
общем слу^ше пространство состояний ~ произвольное

множество в некотором локально выпуклом пространстве.

вивается
симплекс, а в

выпуклое
Элементы пространства с порядковой единицей, как^ правило, не

наблюдаемых некоторой физическойтолковываются как пространство
системы.

Предварительные сведения. Пусть А ~ действительное линейное,
упорядоченное пространство. Через обозначим множество положи
тельных элементов А. Элемент ееЛ^ называется порядковой единицей,

asA'' существует число Xei? такое, что ~Хе< а <Хе.
ini{X>0:-Xe<a<Xe} яв-

если для каждого
Если порядок архимедов, то отображение а ->Ца
ляется нормой. В слу^ше, когда А - банахово пространство относитель-

говорят, что {А,ё) — пространство с порядковой едиыи-этой нормыно
пей е [5]. ..

В дальнейшем под проектором в пространстве с порядковой едини

цей А будем понимать линейное, положительное, слабо непрерывное
отображение В :А->А, удовлетворяющее условию В ^=В.

Проектор В называется гладким, если условие
ре + , <а, р>=0 при яекег'*’Д=Л‘^пкег В

влечет <а,р>=0 при а бкегТ?. с> гкт
■rr^rvcT^Tnn 6) называется квазидополнением проектора В  если
Проектор ^ ker^i?=im^^, im'-i?

В называется Р-проектором, если он по норме не превос
обладает гладким квазидополнением с нормой, неи

Проектор
ходит 1, гладкий
превосходящей 1.

Заметим, нто гладкое квазидополнение к Р-проектору В всегда

дальнейшем будем обозначать его через В
СД={17=Ке:Р-произвольный Р-проектор в А}

единственно и в
Элементы множества

^мваются проективными единицами.
OchobhL результаты. Пусть (А,е) - пространство с порядковой

подпространство, являющееся пространством с по-

на-

едип:тцсй, В
единицей, содержащей е.

^ Определение 1. Линейное отображение Е \А~^В назовем условным
относительно Р, если:

его

ожиданием
1. Е{е)^е ;
2. а sO=>P(^)—
3. Е{Ва)=ЯЕа) для

Р-проекторов В ъ А таких, что ReeP ивсех

ае А.
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Нетрудно показать, что

деле, пусть и \\а [|<1, т.е. -е<а<е.
Тогда в силу положительности £* имеем, что (а+е)>0 и ^(е-л)>0. Так
как Е линейное и Е (е)=е, то последние неравенства означают
(л)<е. Следовательно, |[-Ё'||<1. Но Е(е)=е. Поэтому |[^[|=1.

Из определения 1 вытекает, что £'идемпотентное отображение
Е (Е (а))=Е (а) для всех а е А.

Действительно, если иеВ - некоторая проективная единица,
H=Re для некоторого Р-проектора i?, и в силу условия 3 определения 1

На самом

-е<Е

у т.е.

то

к

Е (и)=Е (Re)=R (Е^=В.е=и. Далее пусть a='^XjU^ ^В. Тогда, очевидно,
/=1

к  к

■  ЧТО UjsB и Е (д)= ЕXjUj = XjUj =а. Значит, Е (а)=а для всех а еВ.
/=1 /=1

Так как Е(а)еВ д,ля любого аеА, то Е{Е(а))=Е(а).
Как сказано выше, примером для пространств с порядковой еди

ницей является JBW-алгебра. Известно, что условные ожидания на
JBW-алгебрах определены следующим образом [3].

Пусть А — JBW-алгебра с единицей 1, Ai - ее JBW-подалгебра, со
держащая 1.

Определение 2. Линейное отображение Е \А~^А\ называется услов
ным ожиданием относительно А

1. ЕЦ)=1;
2. х^=>Е(х)>0 Vj^eA;
3. Дах)=АЕ(х) VxeA, VxeAi.
Это определение согласуется с определением 1, т.е. условное ожи

дание на JBW-алгебрах можно определить, как в определении 1.
На самом деле, в определениях 1 и 2 первые два условия одинако

вы, поэтому проверим эквивалентность условий 3 в обоих определени
ях.

если:ь

Пусть р — произвольный идемпотент в JBW-алгебре, соответст
вующий ему /^проектор i? имеет вид: Rx= UpX. Очевидно, что i?l=
—p^Aiy и условие 3 в определении 1 в этом случае выглядят как:
Е{Ерх)=ЩЕх).

2  Пусть Е {ах)=аЕ {х) Ухе А и УхеА^. Так как UpX=2p {рх) ~
рху тогда для любого реАу имеем:

Е{Upx)=E{2р ij)x)-px)=2E{р {рх))—Е{px)=2j^pE{х))—рЕ{x)=UjiEx).

1=>2. Пусть UfiEx)=E{Ufjx) (1)

УхеА и для любого peAi. Тогда имеем Up{Ex)=E {ирх)УхЕА и
eAi.

Теперь покажем, что выполнено условие 3 в определении 2.
Известно [6], что имеет место пирсовское разложение

UpX+2 Up_p’X-\-Up'X
для Ухе А относительно идемпотента ре А. Поэтому имеем

Ех=Е{ Upx)-hE(2 Up,p'x)^E( Up'x),
С другой стороны, пирсовское разложение для Ех есть

Ех= ЩЕх)+2 UppiEx)+ UpiEx).
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Отсюда, у»1итывая предположение (1), имеем, что

Так как Up^,,’X=2px-2p{px) по определению, то (2) означает, что
2р {Ех)-2р {р {Ех))-=Е{2рх-2р {рх)).

(2)

также равенство (1) означает, что
2р {рЕх))—рЕ{х)=Е {2р {рх)-рх).

Сложив эти равенства, получим:
рЕ{х)=Е{рх).

Так как линейная оболочка идемпотентов слабо плотна в JBW-
подалгебре, а и ^ слабо непрерывны, то заключаем, что а Е {х)=
=Е{ах). \fx&A, 'iaeAi.

В дальнейшем слово подпространство означает пространство с по¬
рядковой единицей.

Пример!. Пусть {А, е) - пространство с порядковой единицей,
р - некоторое состояние на А. Для а G. А положим

Е{а)=р{а).
Тогда Е - условное ожидание относительно подпространства В={Хе :

П р и м е р 2. Пусть Q некоторый Р-проектор в А. Положим
Е {a)=Qa +Q'a Тогда Е- условное ожидание относительно под
пространства В={а =Qa Л-Q'а }=im^M-ira^'.

На самом деле, выполнение свойств 1 и 2 в определении 1 вытекает
из свойств Р-проектора Q. Проверим свойство 3. Пусть ReeP, т.е.
Reeim^im^ Это означает, что Р и ^ совместны, т.е. RQ=QR и
E.Q'=Q'R{zi&.. [5] 5.26). Следовательно, Re(a)=P(Pa).

Состояние т на Л называется следом, если т(а)=т(Ра)-Нг(Р ' а); Va е Л
и Р-проектора R.

Пусть р - некоторое состояние на Л и BclA - подпространство А,Е -
условное ожидание относительно В.

Определение 3. Если р(Ра)=р(а) для всех аеЛ, то говорят, что Р со¬
храняет р.

Очевидно, что в примере 2 условное ожидание Р сохраняет след, а
примере 1 — состояние р.

Актуальным является вопрос - при каких условиях существует ус
ловное ожидание относительно данного подпространства? В общем слу-

вопрос пока остается открытым. Здесь задача решается для одного
обобщенных спин-

в

чае
класса пространств с порядковой единицей

факторов.
Пусть X - рефлексивное банахово пространство, единичный шар

которого гладкое, строго выпуклое множество, т.е. собственными гра-

Х\ являются только множество вида {о}, где а - экстремальная

каждого OGdeXl

нями

точка Х^ и для

х&деХ\ такой, что с(х)~1-
Рассмотрим пространства A=R-\-X и F=i?+A*. Порядок и норма на

Л (на V) определяются следующим образом:
=а+лг>0<=>о^0 (р=р+^0ор>||ф,

существует единственный элемент

а

||а|На|+||л|, (||р||=тах(|р|,|й1)

для а еА, р£ ^соответственно.
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После таких обозначений и определений А становится пространст
вом с порядковой единицей, а F" - пространством с базовой нормой, ко
торые будут находиться в отделимой, порядковой и нормированной
двойственности относительно формы:

<а,р>=а{ЗН(лг),
где ^ - ограниченный линейный функционал на X.

Пространства с порядковой единицей такой конструкции называют
обобщенными спин-4)акторами [7].

След X на обобщенных спин-факторах определяется следующим об-

(3)

разом: t(a+A')=ct.
Так как единичный шар X- гладкое, сторого выпуклое множество,

то элементы вида и=^ + ^ xq^ где XqgX, ||лго||=1, являются проективнымиА  А

соответствующий п,а Р-проектор
где й - непрерывный линейный функционал па

д имеет вид:
А со

единицами,
Ra==<a,u >и,
свойствами: <и, й >=1,

Пусть A=R+X - обобщенный спин-фактор. BclA - произвольное
подпространство А. Нетруд1ю показать, что произвольное подпрострап-

имеет вид: B=R+Xq, где Xq - некоторое подпространство X.
Теорема 1. В Л существует сохраняющее след условное ожидание

относительно В тогда и только тогда, когда существует проектор Т'из X

ство

в^о.
Д о к а 3 а т е -’I ь с т в о. Необходимость. Пусть существует услов-
ожидание Д сохраняющее след относительно Для произ¬

вольного а =а+хеЛ, условное ожидание А и ^ имеет вид:
ное

(4)Е а=а.+Тх.
Здесь Т— проектор из АГв Xq.

На самом деле, пусть а=а+/(дг)+7!к'для некоторого функционала
/на АГ и линейного отобраясения Т :АГ—>АГо- Берем иеВ и пус-хъ i/=Re.
Так как Еи=и,
т.е. < а,й >=<Е а,и >.

Так как проективная единица и имеет вид:

то условие ERa—REa означает, что <а,й >и~<Е а,и .^и.

—● А'о A'qSAo, ЦлГоЦ
2

1 й =1+^ в Д,=1 и ей соответствует состояние£/=— +
2

Xq , ||У1=1, <^,Хо>=1, то имеем
<а, й >=<а+А,1+ео>=а+^(Аг),

<Еа, ti>=<a-\rfix)+Tx, 1+^>=а+/(А)+Ы^'^)-
Отсюда заключаем, что 1(х)=0 для всех хеХ. Значит, Еа~аЛ-Тх.

Е, имеем а+Тх=Еа=^Е^а=Е{а+Тх)=а+Т х.
Т^х=Тх. Значит, Г тоже является идемцо-

В силу идемпотентности
Из этого следует, что

тентным.
Покажем, что ]!/’|]<1.
Пусть а=а+лг>0, т.е. а>Цл|, тогда Е(а)=а+Тх>0, . с^1|!Гл||. Отсюда

<1, то ЦГЦ^Х в силу произвольности и а.

т.е

XX
<1. Так какТ —

аа

Следовательно, Т проектор.
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Достаточность. Если существует проектор Т* из ^ в
=о.+ Тх - условное ожидание относительно В.

Проверим выполнение условий 1 - 3 в определении 1.
Действительно, выполнение условия 1 очевидно, так как е=1+0 в

обобщенных спин-4)акторах.
2. Пусть л=а+дг>0, т.е. ойЦа-Ц. Так как

||Тл- ||<а. Это означает, что Е{а-\-х)=а+Тх><).

то ^(а+л')=о?

\\Т\\<1 Тх 1|<1|л:||. Поэтому, то

3. Пусть г/= —
2

— л'ое В и ей соответствует состояние й
2 =1+^ в в+

Х1. Тогда
ERa=<a, й >y=<a+A-,l+^>H=(a+^(Ar))t/,

REa=--~Ea, й >и=<а-\-Тх, l+^>i/={a+^{75i:))u.

Так как Т~ проектор из X в Xq, то - проектор из Xq в X. Это

означает, что ^{Тх)=^{х) для всех х&Х, Xq . Поэтому имеем, что
REa=ERa.

Сохранение следа через j5'вытекает из определения следа. Теорема
доказана.

Аналогичная теорема в слу^хае, когда А — JBW-алгебра доказана в
[8].

Теорема 2. Пусть A=R-‘rX — обобщенный спин-фактор, р-1+^ - со
стояние на А. B=R-^Xq — его подпространство. Для того чтобы сущест
вовало сохраняющее р условное ожидание Е :А-^В, необходимо и дос
таточно, чтобы где Т~ проектор из теоремы 1.

Доказательство. Необходимость. По теореме 1 существует
условное ожидание относительно Втл. имеет вид: ^5'(а+А')=а+!ГАГ,  где Т-
проектор из ЛГ на Xq.

Далее, достаточно проверить сохраняемость р относительно Е:
р (£Ь.)=<р, Е{а+х)>=<р,о.+ Тх>=о.+^{Тх),

р( а)=<р, а+.^>=а+^( х).

Если сохраняет состояние р, то

^{Тх)=^{х), т.е.<7’“^, Аг>=<^, х>\/хеХ.
Следовательно, Достаточность вытекает из теоремы 1.

Следствие 1. Пусть A=R-\-X — обобщенный спин-фактор, р=1+^ -
состояние на А и B=^Ri,A)+R '(А) для некоторого Р-проектора R. Тогда
существует сохраняющее р условное ожидание относительно 5ор=и ,
где 17=Re.

В банаховых пространствах проектор но произвольное подпро-
не всегда существует [9].

Следствие 2. Пусть A—R-VX - обобщенный спин-фактор. Относи-
произвольного подпространства А существует условное ожида-

тогда, когда X - гильбертово пространство.

стра'

тельно
ние, тогда и только
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Conditional expectations in ordei—unit spaces

(Summary)

In this paper we study conditional expectations on order-unit spaces and conditions of
existence of conditional expectations for generalized spin-factors are found.

УДК 515.12

Р.В.ВЕПГИМОВ

ПРИМЕРЫ ПРОСТРАНСТВ, У КОТОРЫХ НЕ СОВПАДАЮТ ПЛОТ
НОСТЬ И СЛАБАЯ ПЛОТНОСТЬ

Магуолада зпчлпги ва кучспз зпчлпгп устма-уст тушмайдпган
топологнк фазоларга мпсоллар келтпрплган.

Семейство X непустых подмножеств топологического пространства
АГ называется тс-сетью, если для любого непустого открытого подмноже-

элемент семейства X, лежащий в мно-_  Z7 пространства АГ найдется
жестве U, т^еть топологического пространства АГ, состоящая из откры-

в X множеств, называется тг-базой топологического пространства

ства

тых

X называется слабо сепарабельным,
на счетное число центрирован-

Топологическое пространство
если существуеа’ тс^аза, распадающаяся

- множеств [2]. г л-\-у
ЛоХ называется всюду плотным в АГ, если [AJ л.

наименьшее кардинальное

ных систем открытых
Множество

Плотность пространства X определяется
вида \А\, где А - всюду плотное

число обозначается через

мечают, что пространство АГ сепарабельно. Скажем, что топологическое
АГ является т-плотным, если d (АО-’T-

топологического пространства X

как
подмнонсество пространства X.

d(X). Если то от-
число
Это кардинальное

пространство
Заметим, что слабая плотность

оавна т>Ко, где т-наименьшее кардинальное
ствует Tt-база, распадающаяся на х-центрированкых систем открытых

B=(j{Ba:aeA} - тс-база, где Ва - центрированная система

число такое, что в АГ суще-

множеств, т.е.


