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STRICTE CONVEXITE DE LA NORME MODULAIRE DES
ESPACES INTEGRAUX DE TYPE ORLICZ ET

A2—CONDITION.

par Rachida FENNICH

L'origine de ce travail est la recherche
d'une caractérisation de la stricte convexité des espaces

intégraux de type Orlicz LW et des espaces de Vitali E¢

introduits paralldlement par J. CHATELAIN [C] et A. KOZEK [X].

Dans le cadre des espaces d'Orlicz clas-
sique, cette étude a été faitesuccessivement par
K. SUNDARESAN [S], M.M. RAO [R] et B. TURETT [T2]' Les tech-
niques utilisées par ces auteurs &étaient insuffisantes pour

atteindre une caractérisation de la stricte convexité de E¢

et ne sont pas applicables dans le cas d'une fonction i para-

métre.

En introduisant une notion de point

d'énergie maximum, on montre au premier paragraphe que la
stri it é : .
cte convexité de la fonction de Young ¢ est caractéris-

tique de celle de 1l'espace EW' Les théorémes de mesurabilité
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de [CV] s'avérent &tre l'outil fondamental pour &tablir la

nécessité de la condition.

On €tend ensuite le résultat de B. TURETT

qui donne une caractdrisation de la stricte convexite de L¢

faisant apparaitre le fait gue tout point de la sphére unité
doit aveir une énergie maximum. Dans le cas d'une fonction
de Young sans param@tre & variable réelle et en mesure finie,
M.A.KRASNOSELSKII et Ya.B.RUTIKII avaient montré 1'équivalence de
cette dernidre condition avec 1la "Az—condition" sur la
croissance de ¢ .

Ceci motive 1'intérét portéd i une étude

en profondeur, au paragraphe 2, de la A2—condition. Celle~ci

(v

et de l'ouverture de la classe d'Orlicsz Cw. Son absence au

s'est avérée caractéristique de la stricte convexitd de L

. - . . 0
contraire entraine l'existence d'une copie de & dans I .
P )

' On &tend ainsi aux espaces intégraux de
type Orlicz les résultats de KRASNOSELSKII-RUTICKII [XK-R] et
B, TURETT [T] pour lesquels la fonction de Young était sans
param&tre ; leurs techniques &tant inadaptées au cas & para-
métre, on y pallie en utilisant les résultats de A. FOUGERES
et R; VAUDENE sur l'inclusion des sections des fonctionnelles

intégrales [ F-V].



§ 0 : PRELIMINAIRES

Soient (9,0,u) un espace mesuré, de mesure
u o-finie compl&te, Y un espace de Banach réflexif sépara-
ble, Y' son dual fort, By la tribu borélienne de Y et 7g(R,Y)
1'espace des (classes de) fonctions mesurables de 2 dans Y.

— *
>®,, ¢

On consid@re une fonction de Young ¢ : £ % Y

sa polaire et ¢ la fonction de Young associde & ¢

¢ : (w,t) € @ xR —> sup 9¢{w,y) e:ﬁ+
yl=t
Soit IW la fonctionnelle intégrale associde 3 ¢

I, ¢ w €mp(9,Y) —> [o ¢lw,ulw)) au €R,

On désigne par

CW : 1a clasgge d'Orlicz associée & ¢, c'est le
domaine de la fonctionnelle intégrale IW'
Lw : l'espace d'Orlicz associé & ¢, c'est 1'es-—

pace vectoriel engendré par Cw.

EW : l'espace vectoriel sous—jacent

o7
e

II.IIY : la norme modulaire dé&finie sur LW’ c'est la

<
jauge du convexe I¢\(1) = {u : Iw(u) < 1}.

L¢ et Ew sont des espaces de Banach munis de la

norme | .1
)

On note par S¢ la sphdére unité de L¢'

On renvoie & [Clet [G] pour toutes les définitions usuelles;
rappelons cependant un résultat de décomposabilité des espa-

ces E¢ et LW de Giner [G]



9.k

0.1 : DEFINITION
Un sous-espace vectoriel L de 9(Q,Y) est
dait "stable par troncature" si pour tout u € L et tout AED,

wx, € L. 8i de plus 1l existe une suite (Gp)pem de U-recou-

vrement de  , 0-finie telle que UPLw(GP,p) C L, L est dit

"décomposable” ; et (GP) est appelé "suite de décomposabili-

té" de L.

p

0.2 : THEOREME : [G ; 1.1.4 et 2.3.3 ]
Soit ¥ : Q X Y —> ﬁ+ une fonction de

Young ; l'espace LW est décomposable si et seulement si ¢

est continue en zéro.

S8i de plus la mesure U est continue, une condition nécessaire
et suffisante pour que E¢ soit décomposable est que la
fonetion ¢ soit U-p.p. & valeurs finies {si Y =:m“, ceci

quivaut & ¢ JU-p.p. & valeurs finies [C-Fl).

Si (Gp)p est une suite de décomposabilité

de E¢ on a pour tout p € W

Jo oluw, p pr(w)> ap = IGP ¢(w,p) du < +



9.5

§ 1 : STRICTE CONVEXITE DES ESPACES D'ORLICZ EPJ¢

On montre, dans ce paragraphe, comment la
propriété de stricte convexité de la fonction de Young ¢
caractérise la structure géométrique des boules unités des

espaces d'Orlicz E¢ et L@. On retrouve comme cas particulier

les résultats de M.M. RAO [R] et B. TURETT [T1][T2].

1.1 : DEFINITION

On dira qu'une fonction ¢ : Q X Y ———>fﬁ+

est "strictement convexe" si pour U-presque tout w € @,

¢(w,.) est strictement convexe sur son domaine effectif.

1,2 : DEFINITION .
Un espace de Banach (X,ll.ll) est dit
"gtpictement convexe' si pour tout x et y dans X, x différent

de y et Nzl =iyl = 1 on a :

lo x + (1-0) y b <1 pour O < o < 1

On s'intéresse aux points de S¢ la sphére
unité de L¢' La boule-unité fermée de L¢ coincide par cons-—

truction avec le econvexe I¢ (1).

1.3 : DEFINITION
On appellera "point d'énergie mamimum”
" tout point u de la sphére unité S¢ qui vérifie Iw(u) = 1.
On donne maintenant un lemme sur l'exis-
tence de ces points qui -interviendra dans la suite de cet

2
exposé.



9.6

1.4 : LEMME
ST ¢ 1 QX Y —> ﬁ+ est une fonction de
)

Young, tout point de S¢ qui appartient & l'intérieur C¢ de

C¢ est un point d'énergie maximum.

Démonstration

IW , étant une fonction convexe s.c.i. est

o o
continue sur CW qui est non vide. Soit u € C¢ N SW’ on
choisit deux suites de nombres réels (otn)n et (Bn)n quli sont
telles que
¥n, 0 <o <1 et o croit vers 1
n n
¥n, B > 1 et B décroit vers 1
n n
On sait que la norme modulaire, "'"W’ majore la fonctionnelle

< . N VIR .
I¢ sur le convexe I¢ (1) et la minore & l'extérieur (Voir[Cl)

Il en résulte

<
¥n Iw(an u) < o ull¢ < 1
>
et ¥n IW(BH u) = I8, u"xo > 1
Puisque I¢ est continue en u, on déduit gque Iw(u) = 1.

1.5 : COROLLAIRE

Si ¢ @ QX Y —> ﬁ+ est une fonetion de
Young, tout point de la sphére uniié de l'espace sous-jacent

E¢ est un point d'énergie maximum,



1.6 : Remarque :
La sphére unité de E¢ est # @ si et seule-—

ment si Ew # {0} ; ceci implique que 1l'on a
p({w : dom ¢(w,.) non borné}) > O ; lorsque y est continue

et Y =:mn, cette condition est caractéristique [C-F]. De plus

pour tout u € EW’ l'ensemble u {w :Im+u(w) ¢ dom ¢ (w,.)}

est de mesure nulle.

1.7 : THEOREME : Stricte convexité de E

»
St ¢ @ XY —> ﬁ+ est une fonction de

Young strictement convexe, L'espace sous-jacent Ew est stric—

tement convexe ; la réeiproque est vr.ie lorsque la mesure

U est continue et la fonction ¢ est & valeurs finies.

1.8 : Remarque
Le théoréme (1.7) généralise le résultat

de Turett [T1] et [TQ]' La technique utilisée par l'auteur

au cas des fonections de Young sans paramétre n'est pas

applicable dans le cas avec paramétre.

Démonstration

(i) On suppose que ¥ est strictement
convexe et on considdre deux points différents u et v de la

sphére unité de Ew ; dtaprds (1.6) ¢lw,u(w)) et ¢lw,v(w))
sont finies pour uU-presque tout w.
Posons A = {w € @ : ulw) # viw)} 5 on a : u(a) > 0 et pour

U-presque tout w € A, pour tout o € 10,1[

plw, aulw) ¥ (1-a) viw)) < aelw, ulw)) + (1-a)p(w, viw))



D'ol

I (ou + (1-g < I + - <
sa( u + )Jv) < o ¢(”) (1-a) Iw(v) < 1
Puisque au + (1-a)v € EW > et en raison du corollaire (1.5)

pour tout o € J0,1[ on a

Fou + (1-a) V"¢<1

(ii) Réciproquement, on va raisonner par
l'absurde.
' Soit A l'ensemble des w € Q tels que
v(w,.) n'est pas strictement convexe, i.e. pour lesquels

il existe x et y € Y, x # ¥y, avec

1 1 1
v(w, 7x*57) =5 ¢(w,x) + 5 ¢le,y) € R
Considérons alors la multiapplication

F'={{u,x,y) : x#y et  ¢(w,x,y) € [0,+e [ }

ot o(w,x,7) = o(w, x +

5 v) —';-‘P(w,x) - %tﬂ(w,y) H

PO fes

la mesurabilité de ¢ entraine celle de la multiapplication
P=10x (Y x Y\ A)] n g™t ([o,4m])

(ol A est 1a diagonale de Y X Y), donc celle de A = dom T

Et dire que ¢(w,.) n'est pas presque partout strictement
convexe assure que u(A) > 0, il existe donec une sélection

mesurable non p.p. nulle s(.) = (x(.), y(.)) de T

2



Reste d comnstruire & partir de s, deux &léments

u et v distincts de E¢ vérifiant

- = 1 1 =
Hull¢ = Hva II2 ut oy va = 1

Pour cela, on considére une suite de décomposabilité (GP)P
de E¢ ; comme u(A) > 0 et Q = +g Gp’ il existe p €W

tel que

On pose

a,={osanc sup(|x(w)| ,ly(w)]) <n }
[e]

Pour n_  assez grand, u(An ) > 0 ; d'oll, en raison du
o

théordme (0.2) de décomposabilité de Giner,

©
X Xy et y Xa € L (G )CE
n

n
O. o]

et I elw, x(e)) au < J
n

(o] o

fAn elw, y(w)) an < Jf, w(w, n) dp

n
e} o}

Puisque | est continue, il existe B € & tel que
BCa, 0<u(B)<u(a) et Jy o(w, n) du < 1

I1 résulte que x Xg et ¥y Xp sont des points de la boule

unité de E¢. On peut envisager trois cas



ler cas

; = = ' 3
si IW(X XB) Iw(y XB) 1, d'aprés 1la

définition méme de x et y on a
1 1
I (= + = =
pl2 X Xyt 5 Y Xg) =1
Le résultat est donc immédiat.

28me cas

On suppose que IW(X XB) = Iw(y XB) < 1.

a

On consid&re la restriction de ¢ & A\ B Xx ¥ e+t on désigne

par E@(A \ B), l'espace sous-jacent correspondant.

Puisque I¢ est continue et prend les
valeurs 0 et 1 en des points de la boule unité de Ew(A\ B)

qui est connexe, il existe W, prolongement par zéro d'un

€lément de (AN B), tel que

Ep
Iw(w) =1 - Iw(x Xg)

On pose

<3

it

&

>
o

+

=

Il est évident que u # v, en plus on a

Ip(u) = 1 > ||ull¢ = 1
IW(V) = ] = |Iv||¢ = 1
I (l urt V) = 1 == IIl u+l vil = 1
p'2 Y72 2 %72 @



38me cas

8i I¢(x XB) # Iw(y XB)’ on suppose par

exemple que l'on ait

I¢(X XB) < Iw(y XB)

Soit
s ={weB:elw, x(w) - plw, y(w)) <0}

On remarque que S est mesurable et p{s8) > 0. Comme | est

continue, on peut choisir deux parties S, et 82 de 8 telles

1

que
1
= V] = = =
8 8, 5, et 0 < u(S,) u(sg) 3 u(s)
On pose
u = x X + ¥y X
5, 2
v = ¥ X + X %
S1 82

et on considére

Flw) = vlw, u(w)) - ¢(w, v(w))

On a
Flw) < 0 ¥ ow€ S,
F(w) > O ¥ w € 82
Ceci entraine
—o = [, Tlw) dp < [, T{w) dp
S S
1 2
(%) 8i o < fs Flw) dp , il existe 8' C §, tel que
2
0 < u(s") < u(SQ) et o = fS' F(w) dp



D'ol

it
(@]

fs1US' Flw) ap

Done

fS1USv e(w, u(w)) ap = fs1us. vlw, v(w)) au

On se raméne au cas précédent et

jouent le rdie de «x Xg et ¥ Xg»

(*%) 9Si o > fs F(w) dp , on conclut de la méme facon et

2

avec un raisonnement analogue & (%) sur S1

1.9 : THEOREME : Stricte convexité de LW

Soit ¢ : Q x Y —> ﬁ+ une fonction de
Young ; une condition suffisante pour que L¢ goilt strictement

convexe est

(i) v strictement convexe
(ii) tout point de ig gphére unité de L¢

est un point d'énergie mawimum.
Lorsque la mesure U est continue et la fonction @ est g va-

leurs finies cette condition est aussi nécessaire.

1.10 : Remarques

(1) Wous verrons au paragraphe suivant que

seuls les espaces EvJ sont strictement convezes.



{(2) En fait, le probléme général sous-—
Jacent, est la coincidence entre les points extrémaux et ceux
d'énergie maximum (cf. : [Fe.F]) )
Démonstration
(i) et (ii) ===> L¢ strictement convexe
la démonstration est analogue & celle du théoréme (1.7).
Réciproquement

LW strictement convexe =—> (i) : il

suffit de transcrire la démonstration du théoréme 1.7 compte

tenu du théordme (0.2) de décomposabilité de Giner.
LW strictement convexe ===> (ii) : on
raisonne par l'absurde, on suppose gu'il existe un point

u € S¢ gui n'a pas une énergie maximum.

Soit
uuuw =1 et I (u) < 1

On pose
A={weqn: |uw)]>01}

La continuité de la mesure U donne l'existence d'une partie

BC A telle que 0 < u(B) < p(A).

Donec : uyx, #0 et u # 0
B Xo\B

o
En vertu du lemme (1.4) w n'appartient pas & C¢’ par consé-

quent

o o
U Xp & C¢ ou  u Xo g & Cw
Comme Iw(u) < 1, on déduit que

la XB"w = 1 ou Fa XQ\B"¢ = 1



On suppose par exemple que 1'on ait flu XB”w = 1.

On & d'autre part
1 .- 1
Iq elw, [3uxy *+3ul{w) an < To elw, u(w)) ap < 1
et pour tout a > 1
1 1
I ¢(w, al 2 Xy *pul (w))au > Jg elw, o u Xgl{w)) du= o
D'old

1 1 = - =
5 u Xg * 7 u Hw = Jlu XB”w = Huﬂw = 1

et L¢ n'est donc pas strictement convexe.,



§ 2 : A,~CONDITION ET COPIE DE 4"

On suppose désormais que la mesure U est continue

On montre que la stricte convexité de L¢
implique 1la Az—condition au sens de J. Chatelain [C] ; celle-

ci est de plus caractéristique de 1'ouverture de la classe

d'Orlicsz Cw (ef : théoréme (2.3)).

Inversement, l'absence d'une Ae—condition entraine 1'existen-
ce d'une copie de [ dans l'espace d'Orlicz L¢ (ef.

théordme (2.8)).

On utilisera des résultats de J. Chatelain [C] et
R, Vaudéne [FV] et [V] .

I - Etude de la Ag—condition

2.1 : DEFINITION : [C]

On dit gqu'une fonction de Young
¢ XY —> ﬁ+ vérifie une "A2—condition" s'il existe
une constante k > 1 et une application f positive u-intégra-

ble telles que 1l'on ait

plw, 2y) <k ¢(w, y) + £(w)

Cette notion de "Ae—condition" regoit selon

les auteurs des formalisations diverses. En utilisant la

remarque de [ K.R] (page 23), il vient



2.2 : PROPOSITION
e Ue L L LUN

Pour toute fonetion de Young

Y QXY — B+ s Les assertions suivantes sont équivg-

lentes
(i) Y vérifie yne Az—condition
(ii) ¥ x > 0,3 b, >0, BaA € L1(Q,:m+)

VY Ui-p.p. we 2, ¥ye vy, v{w,Ay) < bk olw,y) + ax(w)

(131) IA > 0,9b 5 0,34 e (2, m)

YUpp.weQ, vye s 2(w,dy) < b olu,y) + & (w)

2.3 : THEOREME

Sz Y QX Y e ﬁ+ est une fonction

de Young , les a@ssertions suivantes sont équivalentes

(i) Y vérifie une As~condition.
(ii) Cw €3t un conveme oyvert dans L

(iii) tous point de la sphére unitéd de L¢

est un point 4’ énergie maxtmum,

(iv) CW @8t un sous~espgce vectoriel de

MR, Y).

2. Remargue

(1) Ce résultat figurait dans [K-R ] dans
le cas sans Paramétre et une seule variable 5 les teehniques

utlllsees bar l'auteur ne sont pas applicables au cag avec
raramétre,



(ii) L'équivalence des assertions (i) et

(iv) figure dans [F-V].

2.5 : COROLLAIRE
5L 9 QX ¥ —> ﬁ+ est une fonction
de Young et st LW est strictement convexe, alors ¢ vérifie

une Az—eondition.

Démonstration

C'est une conséquence immédiate de la

combinaison des thdordmes (1.9) et (2.3).

*
Démonstration du théordme (2.3)
(i) <==> (iv) : [F-V ; II.3]
(iv) ==> (ii) : triviale
(ii) —> (iii) : découle du lemme
(ii1) =—> (i) : on considére les deux

lemmes suivants

2.6 : LEMME : [F-V ; II.1 ]

Soient f et g deux intégrandes positives
nulles en géro, définiesde § x Y ———éiﬁ+. La fonctionnelle
Ig est majorée sur une section inférieure de If st et seule-

ment st f et g vérifient la condition de ecroissance suivante:

Jae L, (Q,ﬁ_'_): db > 0 : Vﬂ—p.p. weEQ
¥Fyey, glu,y) <b f{u,y) + alw)



2.7 : LEMME [k1 : repris dans [F-v IT.21].

Soit (an)miw* > Une suite de fonctions de

%Z(Q,]R+) telle que pour tout n Eim*, fQ an(w) au > 2",

81 la mesure y cet continue, <1 expiste une suite (an )k et
k

une famille (Ak)kem* de Sous—ensemples disjoints de § tels

que pour tout k € ¥

S a (w) dap = 4

A Ty

Suite de 1a démonstration
=—t=—==—=8 démonstration

Pour chaque 3 e R on pose

+’
erlwey) = p(y, Ay)

On déduit de 14 Proposition (2.2) que ¥ vérifie une Ag—

condition si et Seulement gi 11 existe A > 1 tel que lesg

foncetions ¢ et wk Vérifient une condition de croissance au
sens de R, Vaudéne.
On suppose que ¥ ne vérifie Pas une Ae—

condition ; 1le lemme (2,6) entraine alors que pour tout

A ER IW n'est majorde SUr aucune seetion inférieure de
A

+ 3
I, On peut done exhiber une suite (u_) vérifiant pour
14 ; n *
. o=IN
tout n € W*
) 1 1 n
< — -~ >
Jo oluw u (w))ap < nvi St Sy o, (1+2) u (w))ap > 2

2

Deux cas sont 3 envisager



1. 8'il existe 0 EIM* tel que pour tout

n = n et HU-presque tout w € Q

dom v(w, .) C dom ¢ 1 (w, .)
1+;

Ceci entraine pour tout n = n,, la fonction

1
w > plw, (1+7) u (w))
appartient & 9%(Q, B+). D'aprds le lemme (2.7) - quitte 3
passer & une sous-suite — on peut supposer qu'il existe une

suite de parties disjointes (An)n de @ telle que pour tout

n>no
1 -
fy oelw, (1+7) u () au = 1
n
La fonction u = I u_ vérifie
n A
n>n n
o
oA
I (u) < I <
[ n=1 2n+1
et pour tout o > 1, il existe n, tel que o = 1 + ﬁ— et
o
I (au) > p £o0tw, (4N u (W) ap = e
@ n>8up(n_,n ) An ’ n n
o?"a
D'ol

Hun = 1 et I¢(u) <1

2. S8i pour tout n Eim*, il existe An cQ

tel que p(An) > 0 et pour tout w € A,



dom w{w, .) ¢ qom ¢ 1 (o, )
1+
n

on déduit dque pour tout n € ¥ , la multiapplication Fn

définie sur An par

Pn(w) = dom ¢(w, .)\ 4qon I 1 (w, .)
1+5
n

admet une sélection mesurable 8.2 LCV] , quron Prolonge par

zéro 3 o . La continuits de 1 permet de construire une

suite de parties (Sn)n disjointes de g vérifiant pour tout

n, u(sn) > 0, 8, C dom It

) 1
fSn eluw, s, (w)) ap < o~

2

On en déduis Que la fonction u =3 Sn XS n'est pas un
n n

oint d'énergie maximum,
P &

IT - Espace d'Orlicz contenant %

On note par km, le Banach desg suites

bornées muni de 14 norme "Sup", gy dira qu'un espace d'Orliey
- o [ « . -~ . -~ o
contient g g 1l contient un sous-espace lsométrique 3 g

2.8 : THE CREME B
8% une fonetion de Young ¢ : 9 x y ——%ﬂR+
ne vérifie ras une Az—condition, L'espace d'0riics Lw

. oo
contient § .,



Une réciproque & ce théoréme est facile &
établir dans le cas ol la tribu & possdde une propriété de

séparabilitd au sens de Chatelain [C].

2.9 : DEFINITION [C ]

On dira que la tribu & est "p-sdparable"
si elle poss@&de un anneau générateur o-fini dénombrable

contenant les &léments d'une suite de décomposabilité de Lw.

2.10: COROLLAIRE

St ¢ : R x Y —> ﬁ+ est une fonetion de
Young, ¢ & valeurs finies et si & est p-sdparable, alors

Lw contient L° si et seulement si ¢ ne vérifie pas une A2~

condition.

2.11: COROLLAIRE

St ¢ : QX Y —> ﬁ+ est une fonction de

Young,e d valeurs finies et si O est p-séparable, alors

Lw est séparable si et seulement si ¢ vérifie une AL,-

condition.

Démonstration de (2.10)

e a4 au théordme (2.8)
> dfl au fait que si ¢ vérifie une A2—
condition, LW = E¢ est un espace décomposable puisque E

est & valeurs fTinies.

D'aprés [C 3 3.31 , EW est séparable et ne contient donc pas

[

L.



Démonstration du théoréme (2.8)

On suppose que ¢ ne vérifie pas une AE_

)

condition et on montre d'abord qu'il existe une suite (v

k'k

d'éléments de la sphére unité de L¢ qui sont & supports

disjoints et qui n'ont pas une énergie maximum.
On procéde comme dans la preuve du théoréme (2.3) ; il

résulte des hypothéses, l'existence d'une suite (un)n telle

que
I (u ) L et I ((1+l) w ) = 2"
Y n n+1 (" n n
(%) S'il existe n tel que pour u-presque tout
w € Q , dom p(w, .) C dom ¢(w, (1+£—) s Y
o
En vertu du lemme (2.7), il existe une suite (An)n de

parties disjointes de  telle que u(An) > 0 et

[11] fAn o(w, (1+%) un(w) dy = 1 Von=>n

o

Puisque | est continue, pour chaque n fixé&, i1l existe une

suite (Aﬁ)k de parties disjointes de An vérifiant pour

*
tout k et tout n €W

[2] u(Ai) >0 et S o(w, (1+%) un(‘*’)) ay = —

A 2

[1] et [2 ] impliquent alors pour chaque n fixe

s 1 1
I (u x ,) < inf(— , )
"2 o} Ak 2k 2n+1
n
On pose N, = sup(no, k) et on considére
v, = z u_ X

k n k

0 >Wy Ax



La suite (vk)k est 4 supports disjoints ; de plus on a pour
tout k € N
1 1
I (v,) = I I (u x,)< & — < —
A S N ok
k n
Et pour tout a > 1, il existe n, tel que o = 1 + ﬁ— ce qui
a
entralne
1
> 1 -
I,(av, ) z g elw, (147) v (w))ap = =
nESup(Nk,na) Al

Il en résulte, pour tout k € IN

1
Iw(Vk) < 2k et Hkaw

I}
s

(%%) Si pour tout n, dom ¢(w, .) ¢ dom ¢ 1(w,-)-
14+
n

On a vu dans la preuve de (2.3) qu'il existe dans ce cas une

~

suite (sn)n de fonctions & supports Sh disjoints telle que

pour tout n

Puisque Y est continue, il existe une suite (Sl:l)k de parties

disjointes de Sn vérifiant

S oelw, u(w)) dp = ——
SE n 2k

On considére alors la suite (vk)k définie pour chaque k par



Pour tout k €E N on a

5
& n
<pk)\k

et v, I =1
o 12

k

La suite (v, ), #&tant construite, on consi-

k'k

d8re 1l'application

o

1 = S > = S
i ¢ (Ck)k 2 v, by €V L¢
k
Montrons que i est une isométrie de 27 dans L¢.
% ’ fee]
Soit ¢ € & de norme ]cl = Sup Ick[.
k

v c
on e TR = I g elu, 0T v (w) an <

k
De plus pour tout a < Ic], i1l existe ko tel que
@< fe, | < el
o
Donc : Vc cko
I (—) = >
W( 5 I elw, — vko(w)) du 1
D'ol ”VC”W = |e|, ce qui achdve la démonstration.



2.12 : PROPOSITION : "Propriété de Radon-Nikodym"

Soit 1 Qx Y —> ﬁ+ une fonction de

Young .
Une condition nécessaire pour que L¢

posséde la propriété de Radon Nikodym est que ¢ vérifie une

Az—condition.

S7 de plus ¢ est fortement coercive, la
fonction ¢ a valeurs finies, et la tribu G est y-séparable,

cette condition est aussi suffisante.

Démonstration

Si ¢ ne vérifie pas une A2—condition, en
raison du théoréme (2.8) LW contient 2° et n'a donc pas la
propriété de Radon-Nikodym (voir [D2]).

Réciproquement, si ¢ est fortement coercive et vérifie une
A2—condition, L¢ = Ew est un espace dual séparable [C ] .

D'aprés le théoréme de Dunford-Pettis, LW possé&de la proprié-

té de Radon-Nikodym (voir [D1] , page 225).



9.26

ANNEXE T

LIEN ENTRE POINTS EXTREMAUX DE LA BOULE UNITE DE L
— Y

ET POINTS D'ENERGIE MAXIMUM

(en collaboration avec A.FOUGERES)

On rappelle qu'un point de 1a buule unité
est dit "extremal” s'il n'est pas milieu d'un segment de

celle-ci.

LEMME

5% ¢ est strictement convexe, tout point
d'énergie maximum (i.e égale 8 1) de la sphére~unité de
LW est un point extrémal.
THEOREME

87 la mesure W est continue et lg fone-~
tion ¢ & valeurs finies, tout point extrémal de la sphére
unité de I est un point d'énergie mamimum 5 la réeciproque

»
n'est vraie que 8 ¢ est strictement convexe.

Démonstration du lemme

S8i u est un point de la sphére-unité non
extrémal, il existe deux points différents u, et u, de la
boule unité tels que

I
2 72
Comme ¢ est strictement convexe, pour u-

presque tout wEN on a



elusu(w) < F elw,u () + % elw,u,(e)),

1
2
avec inégalité stricte en tout point W de l'ensemble

A= {w:ou(e)# (el

qui est de mesure positive par hypoth&se ; donec

1 1
s L <
ézw(w,u(w))dp < Efddugu1(w))dp+ 2fQ w(m,u2(w))du 1
et u n'est pas d'énergie maximum.
*

Démonstration du théoréme

(i) Considérons un élément u de %, tel que:

"u"¢ = et I¢(u) < 1.

Il existe une suite (QP)P de décomposabilité de EW

(on a donc : fg¢®hpxg (w))dy < 4o pour tout pew)
P

gqu'on peut supposer vérifiant de plus pour tout p&EN et

n-presque tout w€Q , |ul(w)| < p.

Il en résulte l'existence d'un Po tel que u)(Q # 0.

Po

La multiapplication

' = {{w,y) € QPO x ¥ / |yl = P, —Julw) |}

admet donc une sélection mesurable y définie sur &

(gqu'on prolonge par zéro hors de £_ ).
o



La continuité de B entraine l'existence d'une partie A .de

QP de mesure > 0O vérifiant
0 < Jo elwsp x,(w))an < 1 - Jop(w,ulw))dn
On a alors

Taplw,(u tyx ) (w))aus< Jo e (w,u(v))an + fplw,p) <15

u est donc milieu du segment [u1, u2] de la boule unité,

~

ol
= + = -
u, u X, et u, u oYX,
(ii) 81 ¥ est strictement convexe, la
réciproque découle du lemme précédent ; dans le cas contrai-~

re, d'aprds le théoréme (1.7), E n'est passtrictement

. '4
convexe, i.e 11 existe des points de la sphére-unité de EW

qui ne sont pas extrémaux dans EW , done & fortiori dans
LW > blen qu'ils soient d'énergie maximum d'aprds (1.5).
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ANNEXE TT

RENORMAGE MODULAIRE DANS LE CAS

D'UNE FONCTION DE YOUNG DE REVOLUTION

(en collaboration avec A.FOUGERES et J.C. PERALBA)

On rappelle qu'une fonction de Young
¢ QXY —> B+ est dite "de révolution" si pour u-

presque tout WER et pour tout ¥yEY, ¢(w,y) = ¢l(w, |y¥]).

THEOREME

82 ¢ : Q@ XY —>TR, est une fonétion de
Young de révolution, il existe une fonction de Young de ré-
volution P : Q x Y

>R, telle que l'espace de Vitali E¢

soit strictement convexe et isomorphe 4 Ew .

Démonstration

La fonection ¢ &tant de révolution, il
suffit de démontrer 1le théoréme pour Y = R et de 1l'appliquer
3 la fonction @¢. On établit alors deux lemmes permettant de

déduire le résultat.

LEMME 1

St ¢ : @ xXY

> R est une fonetion de
Young de noyau nul (i.e pour u-presque tout weQ , kerg{w,.)
est réduit & zéro), 1l existe une fonction de Young

P @ @ xR —> R, strictement convexe telle que les espaces

B . B
e ¥ Fy

sotent tsomorphes.



LEMME 2

Pour toute fonetion de Young ¢ : QX]R__>B+

1l existe une fonction de Young Y : © x R >ﬂg de noyau
nul telle que les classes d'Orliez assocides CW et CW

coinetdent.

Démongtration du lemme 1.

On remarque d'abord gu'une fonction de
Young ¢ dé&finie sur £ X R est de noyau nul si et seule-
ment si ¥ est strictement croissante (au sens o¢(w,.)

strictement croissante pour U-presque tout <N ).

On considére une fonction de Young

Y: R >R strictement convexe vérifiant pour tout R

[yl < v(y) < 2|y

(par exemple vy(y) = 2]y]|- i ) ¢ la fonction de
YTy

Young ¢ définie sur € X R par
Pw,y) = (w, v(y))

est strictement convexe puisque ¢ est strictement croissante
et Y est strictement convexe. De plus pour l-presque tout

WE R et pour tout y€R on a

(1) plw,y) < Wu,y) € ¢(w,2y)
les fonetions ¢ et ¢ définissent donc le méme espace de
Vitali Ew > on déduit du théoré&me (1.7) que EW muni de la

norme modulaire H.Hw est strictement convexe et la rela-

tion (1) entraine pour tout u€E¢

Iut < lul < I
u o u ¥ 2 u"¢



Démonstration du lemme 2.

On suppose gue ¢ est de noyau non nul,

pour chague wEQ soit
alw) = sup { y€R : ¢(w,y) = 0}

. . >
a est une fonction mesurable puisque pour tout Oo€IR, a’ (a)
est la projection sur © de 1l'ensemble des (0,7 )EQX] o y4=f
tel que ¢(w,y) = O.

. . *
Oun congidére une fonection kEL1GZJB+)

et une sélection mesurable s de la multiapplication mesu-

~

rable i valeurs non vides

T ={(w,y)€ 2 x R : ¢(uw,y) = k(w)}

> p(w,s(w))
est intégrable et pour H-presque tout wEQ s(w)>a{w) > 0.

Notons que la fonction

(w,s{w))

Soit . Blw) = s (1)

, on pose

U(w,y) ={e(w)|y| si |y| < =(w)

o(w,y) si |yl > s(w)
] est une fonction de Young de noyau nul et ¢ et ¢ vé-
rifient 1la condition de croissance suivante : pour u-presque

tout wWEQ et pour tout yER

elw,y)S Plu,y) < ¢lw,y)+(w,s(w)).

En effet, ¢(w,y) coincide avec ¢{w,y) pour tout [yl > s(w)

et est majoréepar ¢ (w,s(w)) pour ly| < s(w) ; d'autre part,

¢ﬂ$fyl est une Ffonction croissante avec |y|.,et 1'om a donec

pour tout |y| € s(w)

-



[c]

[c-F]

[Cc-V]

[F1

[F ~F]

[F-V ]

[a]

[x1]

[K-R1]

[R1]
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