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Da quests tabella visulta cho per spiegare come le comote tin qui
esvervate nou abbiauo mai presentato un’orbita nettamente iperbolics, non &
uoeessario di supporre per tutls unorigine intorna al sistoma solave. dnche se
wolte cowele pervenissero detlesteran, la probabitite di scoprirns ung con
orbita fortemente iperbolica sareble pressuehd nutle. Non pud quindi essere
considerata come soddistacente la teoria del Fabry o del Crommelin, i quali
hauno creduto ehe iz mancata osservazione di orbite nettamente iperboliche
sia una prova incoutestabile della origine solare dei nuclei cometarii.

Matematica. — Sur la représentation des fongtionnelles con-
tinues. Nota 1T di H. GaTeaux, presentata dal Seeie V. VoLTERRA.

L. — PRELIMINAIRES.

L. Dapos denx Notes précédeutes (Comptes rendus, 4 aout 1913, Reale
Accademia dei Lincei, 31 déeombre 1913), j'ai étudié la reprézentation, par
la limite d'ume sonme d'intégrales woltiples, d'une fonctionnella U 77| dé-
finie et coutinue dans le champ des fonctions s(e), ces fonctions ife) tant
délinies, réefles et continues ponr @ < e =</,

Je me propese d'étudier dans la prisente Note ce que devienment lus
résultats précédemwent obtenus, quand les fonctions s{e) sout détinies pour
tonies les valeurs réelles de e,

2. Je désiguerai par 2 T'ensemble des fonctions s{a) définies, réelies
et confinues pour touies les valaurs de !a variable rdelle «.

A{m) et B(«) étant deuz fonctions de @ telles que A(e) << Ble), jo d4-
signerai par £ (A, B) I'engembie des fonctions z{e) do 2, telles gue

Ale) = 5(e) = Ba).

Je dirai que la fonction #,(e) a pour limite la foustion z{a), sl sife)
tend vers zifee) pour chaque vuleur de a, la convergence ¢tant uniforme dans
tout intervaile [ni.

Draprés cela, je puis définic wn Geart de deux fonetions 2, . safee).
Je considére la fonelion du nombre positif {:

;-—I—maxituum dans (—{¢.8) 30 |2, le) — sue)l.

Cette fonction de / admet un minimum que jappellerai éoart des
foactions z{w), sx(a). IL est aisé de voir quil possdde bien los proprictés
d'un éeart.

Les expressions fouctionnelle continue, fonctivnnelle wniformément con
{inue, ensemble compact de fonelions out maintenans un sens parfaitement
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détermindg {Voir par exemple: Feéchet, These, Cireolo matematice di Pa-

lermo, 1906). o ' .
3. Jemploierni. pour représanter approximativement une telle fonetion

neily, des expressions de lu forme:

*n

Lo 70
(1 veris] =K, 4 S [ | Kidey, o e) se) - dle) ey oo dleg
T e
K, est une constante: K,. une fonstion continue par rapport & le"‘-r

° . fas . s B )
seruble de ses variables: 4 est un entier positif, qui. adjoint a la lattre i
comme indice supérienr. indique uniquement los limites entre lesque?le& S0
prizes les intégrales. Pour distinguer cutre elles plusieurs expressions (11,

’ . r

jofecteral la lettre V dindices inférieuss. qui devront également affecter

K, Ks. o ‘ ‘ )
' 4‘ Dans les paragraphes 11 et I11. toutes les fois qu'un passage a la
limite sera indiqué il sera sous-entendu gue la couvargence est um-forme
dang tout cusewhle compact des fonetions cousidérées. soient ;. soient 3

et dz.

I. — KEPRESENTATION D'UXE FONRCTIONNELLE GONTINUE.

1. Une méthode analague 3 celle qui vst indiqude dan» la premiere

Note citde condmit auz resultats suivants: , . iy .
9, Soit ULE] une pocctivanelie réelis, définie ol continue soit dens &2,

soit dans LA B). i peal délerminer une suife Vi [s] felle que:

T ==lim VU]

n—>
" . . Al

3. Définissons la variatiou premigre dune fonctionnelle U#]l par

1'égalité:
T
SU[5.d2] = 77 Vi [# -+ 2d5]

Dans chaein s Jenz cas prdeédonts, supposons que ULs] almette H,vM
varfation premigre §U s d3] définie et cantinue par rappori & f ense e
des fongtions 5.8z, yquelle que suil 2z apparienant ey JomMaIRC o eafef!c;wc
de U, el guelle que v lo fonction coabinue 85, On peut ehoisiv les

[ o -
earpressions V'™ ddes serpwls memhies do telle sorde que o vavialion pre

N Vil I )
midre d2 U soif le limite 25 pariations premidies des VOO

4. Les VO ont uge variztion premiére linaire par rapport & 4z, la
variabion premiere de T. uui en est 1a limite, est done distributive pnr.r:.:p-
port & dz. Commne oile est continue, ello est lindaire. [Yoil une f_nnd_ltmn
anffisante pour gue la variatien premieie d'une fonctionnelle soit linéaire:

2
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Gonsidérons o fonctionnelle Uli ]| definde, rdelle ot continue, sodt
dang 2. s0ié Jans A, B Supposons qu'elle almelte une variation pre-
migre dU Tz, d7]| eontinue par rapport & Vensembls des fonetions 1, ds,
yrelle yus s0ft 5 appartenant ay domaine d’existonce de U, et quelle que

$0it la fonction continue dz. Dette variation premidee est lindnire par
rappord @ ds.

IIL. — RepriseNTaTION D'UNE FONCTIONNELLE D'ORDRE ENTIER,

Désignons par £2' I'ensemble s fonctions #{e} = x{w) + iy{e). défnios
et continues ponr toutes les valaurs de la variable réells @, Définissons la
limite et I'dcart pour les fonetions #(a@) comme nu paragraphe 1.

Nous direns qu'une fonctionneile U[z]| déhinie dans 8" est d'ordre m.
gi olle est continne, ot si Ui[2: - #5'] est un polynome de degré m par
rapport aus membres complozes 1, 4,

5i ce polynoms est homogéne de deged m, nous divsns que la fonction-
nelle est homo- gene dordie m.

St U 5] est mire fonctionnelie dprive iy an peut la mettve sous la

fforme:
Uls) = Vo 0, [Tk - Gy (5] b 4 (3],

Uy dant wie coastante, U, une fonctivancile humagéne 'omive Py yuif
wlhmetl la représentation swivante:

U, [&]] M_ﬁnEEla: ._[.. -'-~[u OO #e) o 2(op) ey .. day,

K. étaat wae jonction cortplexe continue de p variables réolics.
En paticulier, T, [2] étant we fonetionnelle lindaire :

U, ]l = lim_ j: " o) afe) da

IV. — CuxDITIONS NE¢EsSA[RES ET SUFFISANTES PoUR QU UNE FONCTION-
NELLE DEFINIE DANS {4 , B) soiT Lisite 'EXPRESSIONS {1}, La con-
VERGENCE ETANT UNIFORME.

Nous avons obtenu (I, 2) vue représentation d'une fonotionnelle détinig
daus 2(A.B). en ia supposat simplement continwe. Dans catte hypothése,
la convergence est unifovmne, non pas dans tout e domaige. mais dang tou
ensemble compact de fonctions. Restreigrant la génévalitd des fonckionnelles
considérées. le théordme swivant nous donne une représentation avec conver-
gonce uniferme dans tout le domaine £(A.B).
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Tueoréue. — Soif U|[5]| une fonetionielic définie dans A, B).
Pour qu'an puisse déterminer wie suite

) VL) VI, e VO]

teadant vers (33, la eoaverpence dtant whiforme dans QA B), ol fant
ef &l supht qu'dtant donnd & positif,

1°) on puisse déterminer { ot Y tels que, s sia) el o(e) satisfont
dens Uintervalle (—1.4) & Uingalité z(a) — 2(c) <9, on ot |U [a]
— Ullalh <<

2% om puisse déterminer un interpalle (— '\ 1) et une division de
cel intervalle en intorvalles partiels, fols que, 8i zi(a) , 52{e) ont méme va-
leur moyeane dans chacun &euw, on aif [ULn]l —Ula] <.

La coudition 1°) peut eucore s'énoncer: que T[] soit uniformément
conlinue dans R(A . B).

A) La condition est nécessaire. Jo suppose que U seit limite d'nue
suite (2), la coaverganee Gtant uniferme; et je veus démontrer gu'elle sa-
tisfait aux conditions 1°) et 2r),

Soit ¢ le nownbre positif arbitraire. Je puis déterminer 2 tel que:

() ULs) - Vi (] < .

Jo pronds alors = {" == 5. Vil {2] uve dépendant de z que dans 'in-
tervalle fini (— @, %), d'aprés le théortmo démontré dans la denxidme Note
¢itde (1) (I, 1), on pout déterminer % tol que, si l'en a dans cet intervalle
§1— ol <%, on ait aussi:

. £
Vi [5131 =— Wi [-Te:” <5§
eb. e 88 ruportant A l'indealité («) :

£ &
U[—'\]—'Uf-'-'s] <21 Emf-
On peut de mémo déterminer une division de Vintervalle (— 2, n} en
intervalles partials, tels qua. si Fu+ 32 ouf méme valewr movenne dans ehacun
d'eur. on ajt:

Vifnd — Ve nll <5,

(") Dans cebte Note, linterealle de variation de « est {0, 1} et les fonctinns sfe)
sunt comprises entre dens cunstantes & et B, Mais le thioréme getend jmmédintement
au eas ot Liatervalls (0,1) est ronplace par {—n,n) ct les coustantes A, B par Afa),
Bie),
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et, d'aprés {«):
0Ls] — U] <2g+5=¢

7Y La coudition ast suffisante, Je -uppose yus U satisfagse anx con-
ditisns 177 et 2°). Je wie donne e positif. et je me propose de former une
expression V' [5] telle gue:

U] = Vo Ts] <&,

. Soit un wtervalle

&) Je considéra la fouction U(e) = A'“—’-f.]".llii)

(— 7.1}, ! étant un pombre positif gueleongue. Je reserverai la nofation
f{re} pour désigner una fonetion discontinue. égale, dans 'intervaile fermé
(—1,0). & une fonction continue comprise (au seus large) entre Afw) et
Bie), ot dpale & C(a) hors de cct intervalle.

Soit 4 un nombre positif. Je désigueral par ) upe fonction de
(A, B) égale b ¢(r) hors des intervalley (—t—h.— &), td, I R) b
ayant, dans chacun de ces intervalles meme valeur mwoyenme gue Cled.

Je démontre que si 1 tend vers 0. i [4,] tend vers une limite, que
jattache & f(e) et que je note U2 .

%) Je remarque que U[Z) ne dépend gue des valeurs de f(e) corres-
pondant 3 —/=e =</,

Je démontre ensuite qu'étant donné e, positif, on pent déferminer uae
divigion de Vintervalle (— 1,7} telle que, si £, {» ont méme valeur mosenne
dans chaque intervalle partiel, oo ait O[] — Ult] <&.

Puis, que U[¢] est wniformément continue.

¢} Ces préliminaires établia, je puis dégerminer un intervalle (— . 2)
{n etier positif) tel que. sl 3.3 different soulement hors de cat intervalle,

on ait {U{z] — O[] <£5 -

1 toute fonetion z{e) de 2(aA . B), je fair correspondre la fontien fie)
relative 3 Vintervalle {— u,a} et qui se confmd avee 2{¢e) dans cei inter-
valle. On voit fasilement que:

() ULs] — U] 55

Mais U/]! satisfaisant sux conditions 7). d'aprés le théoreme démontré
dans la deuziéme Nete ecitée (E, 1), je puis dvterminer une expression :

Lok (*n n
£ S [ [l ata i) de

—n
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que jo puis ddégigner par v [2]], telle que {3 == dans I'intervalle (— = .a)):
U - VRl <s -
Bt en se reportant & Vindgalité (), i viant:
U] — Vi) e

Voo [:) wépand & la question.

Matematica. —— Sur les fongtionnelles dordre enticr d'ap-
prorimtion. Nt di R GarTeavx, presentata dal Soeio V. VOLTERRA.

Matematica. — Sur les involutions dondes dun nowhre fini
de points unis, appartensnl @ wune surface algébrigue. Nota di
Luciex GobEary, presentata dal Corrispondente FraNcESCO SEVERI.

Matematica — Zeoremi di unicitd nei problemi del palori al
contorno per le equazioni ellittiche e paraboliche. Nota di Mauro
PicoNg, presentata dai Seeie L. BraNcHl.

Matematica. — Sur les fonclions perpmiables analyliques.
Nota IT di Joseeu PERis, presentata dal Socio V. VOLTERRA.

Le Nota precedenti saranno pubblicate nel prossime fascicolo.

Matematica, — Sulle equaszioni integrali di prima specie
def tipo Fredisim. Nota LI di CARLO SEVERINI, presentata dal Socio

3. PINCHERLE.
Come nella Nota I (1), data l'equazione integrale di prima specie

m K 9) Py = 109

in eut K(r .p) ed f{o) sono funzioni note continue, e per la guale esista
almeno uns soluzioue F(y). sommabile insieme col suo guadrato, sia
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¢) Qaesti Remliconti, 3° sem., fasc. g7, 1914, ¥algono per il seguito Ie osservazioni

ivi fatte, contenntz nelle nute () e ).



