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Résumé : Un formalisme est développé, qui permet d'attribuer
d un microsystéme un JStat uniquement défini, dans des
circonstances od le formalisme traditiomnel de la mécanique quan—
tique ne spéeifie aucun critére pour une telle attribution. Le
formalisme proposé par nous repose sur une généralisation d'un
théoréme bien connu de Gleason, et il aboutit 4 une solution ;
une tentative avait été faite pour la premiére fois par Von
Neumann, puis reprise par Jaynes. La solution mentionnde s'in-
tégre aux perspectives de la théorie de l'information, et peut -
&ire reliée aux essais récents de définition d'un concept de
probabilité "comparative” ou "relative”, & l'aide duquel il
devienne possible d'élargir la classe des propriétés probabilis-
tes descriptibles.

INTRODUCTION

Nous proposons dans ce travail une interprétation subjective de
la notion d'état en Mécanique Quantique, dans la perspective de la
théorie de 1'information : nous généralisons en méme temps cette
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notion, de mani&re 3 inclure aussi des &tats non normalisables.
Cette généralisation permettra de répondre i certains problémes
concernant 1'attribution d'un &tat 3 un systéme physique quand
certaines informations sont disponibles, problémes que la Mécani-
que Quantique laisse irrésolus.

En effet, en ce qui concerne la définition d'un &tat en fonc—
tion de 1'information disponible, la Mécanique Quantique prescrit
en général une réponse. Maisil existe des circonstances ot 1'in-
formation ~bien qu'elle ne soit pas nulle- est insuffisante pour
permettre de définir un état (par exemple lorsque seule la valeur
moyenne d'un certain opérateur est connue). Ce probléme a &té
analysé d'abord par von Neumann, puis par Jaynes. La solution
proposée a &té& la suivante : on considére 1'ensemble de tous les
états compatibles avec 1'information donnée, et on cherche par-
mi ces &tats celui qui possédde la plus grande entropie. Toutefois,
cette méthode est inapplicable si 1'information disponible est
telle que les entropies des &tats correspondants n'ont pas de
maximum, i. e. lorsqu'il existe une suite P d'états telle que

1'entropie des Pn tend vers 1l'infini. Nous développons un forma-

lisme capable d'aborder ce probléme en le soumettant 3 1'exigence
de donner la méme réponse que le formalisme usuel lorsque celui-
ci fournit une réponse. Le formalisme que nous proposons repose
sur l'axiomatique quantique. Nous sommes amenés 3 considérer,
selon une idée de von Neumann, une généralisation non normali-

sable de 1'opérateur statistique : nous &tablissons 3 cet effet
une généralisation du théoréme de Gleason (5).

Le formalisme de 1'Axiomatique Quantique

A chaque systme physique, C. PIRON (*) associe un ensemble
L, dont les &léments sont toutes les propositions expérimentale-
ment vérifiables qui concernent le systéme.

On introduit une relation sur L ; pour deux propositions
"a" et "b", on écrit a C b si la vérité de "a" entraine toujours

la vérité de "b". On pose ensuite quelques axiomes.
I) La relation 'C" est une relation d'ordre. Elle vérifie
donc :

aCaVael
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aCbethbd a entrafnent a = b

C
aChbet bC ¢ entrainent a C ¢

I1) Pour chaque famille {ai}iEI d'éléments de L, il existe un
é1lément noté ?ai tel que
C a, ¥, C Na,
x_alvl,,x__lal
La valeur de vérité de ?ai se définit en posant que ?ai est vraie
si et seulement si toutes les a, sont vraies. Bien que cette

définition posséde une analogie avec la définition logique, elle
est en fait différente, parce que les propositions ai(i =1,2 ...)

ne sont pas en général vérifiables simultanément. Ceci est la
source d'importantes questions physiques.

L'axiome II entraine l'existence d'une proposition "absurde"

9= Ma, telle que pCa,ta€lL.

III) A chaque proposition "a" correspond une proposition

"a'", telle que (a')' =a, aNa'"=@¢,aCb_ b Ca’
Physiquement, "a'" représente la proposition qui est fausse quand
"a" est vraie, et inversement.

L'axiome III, combiné avec II, entraine l'existence de 1'u-
nion pour chaque famille des propositions {ai}iEI’ c'est-i-dire

d'un élément gai, qui satisfait aux conditions :

Ua. C L C gl
Ya; S x o 8; S x,¥i

ainsi que l'existence d'un &l8ment "identité" I = Ea

En outre, on définit deux propositions comme compatibles si
1'ensemble des éléments de L qui peuvent &tre &crits 3 partir de
"a", "b", en utilisant les opérations d'intersection N et d'or—

thocomplémentation (') est un treillis de Boole.

IV) si a € b, alors a,b sont compatibles. Enfin on dit qu'une
proposition P est atomique (ou bien que P est un atome ou une pro-
position minimale) si :

)] E_x E P entralnent que x = § ou x = P
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V) a- Pour chaque a € L, il existe un atome P C a
b- Si P est un atome, alors

aCx CalP = x=30ux=aP

L'ensemble L, 8quipé par les axiomes I 3 V, est nommé ''systéme
de propositions'.

On dit que le systdme des propositions L est irréductible si
# et I sont les seules propositions compatibles avec toutes les
propositions de L.

En utilisant ces axiomes, C. PIRON a pu prouver qu'un systé-
me de propositioms irréductibles est isomorphe 3 1'ensemble des
sous-espaces fermés d'un espace d'Hilbert. Donc, 3 chaque &lément
a€l. correspond un sous-espace R, d'un espace d'Hilbert H, d'une

telle fagon que
1 1, -
= n =
Raﬂb Ra Rb’ Ra' Ra (Ra §:a;t)1e complément orthogonal
RE

La notion d'état

Une définition de 1'&tat donné par l'école de Jauch est la
suivante :

Un état est une fonction p, définie sur L, dont les valeurs
se trouvent dans l'intervalle {0, 1] et sur laquelle on impose
un certain nombre des conditions (Jauch 1). Dans le cas oii 1'on
ferait une mesure de type "oui-non'", correspondant 3 la propo-
sition a € L, on obtiendrait la réponse "oui" avec une probabi-
1ité p(a).

Sans nous opposer 3 cette dé8finition, nous proposons une in-
terprétation de 1la notion d'état selon laquelle 1l'état est plus
fortement 1ié qu'en mécanique quantique au degré de connaissances
de 1'observateur, concernant le systéme. En utilisant 1'informa-
tion dont il dispose, 1'observateur associe 3 chaque proposition
une probabilité. Les probabilités associées par deux observateurs
possédant des informations différentes, peuvent &tre différentes.
L'état des connaissances peut changer si 1'observateur obtient
une information nouvelle*, Alors, afin d'inclure dans le traite-

* 11 est bien évident que cette conception utilise la notion de
probabilité "subjective" voir Jaynes (%) : "The test of a good
subjective probability distribution p(X) is : does it correctly
represents our state of knowledge as to the value of X ?"
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ment qui suit des situations ol 1'observateur posséde une infor-
mation insuffisante pour associer au systéme un vecteur d'état du
formalisme quantique, nous modifions la définition de 1'état :

Nous appelons état une fonctlon qui associé @ chaque Eélément
a
de L un nombre positif, tel que le quotient ggb; (a,b € L) repré-
sente la probabilité& relativeX* de "a" et "b". Cela signifie que
si 1'on effectue le méme nombre N d'expériences pour mesurer a et
b sur des systémes pour lesquels on a la méme information, on s'at-
tend 3 constater que le rapport des fréquences de a et de b appro-

che %%%% lorsque N s'accroit.

Nous posons donc la définition suivante :

Définition I) Un &tat est une fonction L R R uf{=} telle que :

a) p(@#) =0, p(I) > 0

b) Si a € b', alors p(alYb) = p(a) + p(b)

c) pla) = p(b) =0 = p(aYb) =0

d) i aj € a2 C a3 ..., alors pCJa ) = 11m P (a )

e) Il existe un nombre positif M tel que : p{(a) <:M pbur chaque
atome a € L.

Remarque :

a) Les exigences a, b, ¢, que nous avons imposées 3 1'&tat p
nous semblent raisonnables. En ce qui concerne la condition d, elle
est injustifiée par le fait que, comme il d&coule de la condition

p(gan) > p(a) “n, donc p,(gan).> lim p(an). I1 s'agit donc, d'une

condition de continuité qui n'est pas trop forte. Enfin, par e) nous
exigeons aussi que p(a) soit fini pour les atomes. Cela signifie
qu'il n'existe pas d'atomes avec une probabilité infinie par rapport
aux autres. Car, s'il existait des atomes avec une probabilité rela-
tive infinie, la probabilité relative de chaque atome "a", serait

ou bien p(a) = 0 ou bien p(a) = ©, &tant donné qu'un atome repré-
sente un événement élémentaire. Puisque le treillis est atomique*¥,
ceci sera valable pour toute proposition a € L. Or une telle des-
cription représente un &tat des connaissances trop réduit pour
présenter de 1'intér8t. Mais par e) nous exigeons encore plus : que
l'ensemble de nombres p(a) ("a" atome) soit borné. Cela découle

* Au sens de von Neumann (°)
** Axiome (Va)
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probablement des autres axiomes. Nous 1'avons cependant imposé
indépendamment pour sécurité mathématique. Dans 1'espace d'Hil-
bert, comme nous 1'indiquerons plus tard, il peut &tre exprimé
d'une maniére dont la signification phy51que semble acceptable.

b) Lorsque deux &tats p et p; sont tels qu'il existe un nom-
bre positif satisfaisant la relation :
p(a) = Apy(a), ¥a €L

le rapport des probabilités relatives pour deux propositions
quelconques est le méme pour p et p1- Les fonctions p et p; re-

présentent donc le m@me &tat des connaissances. On dit que ces
€tats sont équivalents,

Définition II
Un état régulier est un état qui satisfait p(a) < =, 7a € L,

On voit qu'un état régulier est équivalent a4 1'état normalisé

a N P PR N
pi1(a) = p(I) » o p1(I) = 1. (Cette définition est équivalente i
celle de Jauch).

Nous chercherons maintenant la forme générale des &tats dans
le cas oii le systéme de propositions L est isomorphe 3 1'ensemble
des sous-espaces d'un espace hilbertien. Notamment, nous allons
prouver que pour tout &tat p il existe un opérateur W continu,
autoadjoint et positif tel que p(a) = Tr(WPa) ol Pa est le projec-
teur sur le sous—espace correspondant i la proposition "a'. Nous

établissons d'abord le théoréme inverse.

Théoréme 1

Pour tout opérateur W continu, autoadjoint, positif, la fonc-
tion pw(a) = Tr(WPa)k est un &tat. Si Tr(W) < «, alors Py est un
\

état régulier &quivalent 3 —
g q Trw

o

Démonstration

La propri&té (a) des états &tant vérifiée de fagom évidente,
nous commengons par la propriété (b).

b) si a € b', alors les sous-espaces Ra’ Rb correspondants i

a, b sont orthogonaux et R = Ra ) Rb d'ol il vient :

aub
* Pa étant le projecteur sur Ra - 160 -



p(alb) = p(a) + p(b).

c) Suﬁposons que p{a) = p(b)‘. = 0. Alors Tr(W P ) = Tr(W P )
= 0. Pour tout &lément x € R 2> OO peut frouver une base {x } de
Ra telle que x3 = x. Donc Tr(WPa) = (x Wx ) =0= (x LWX, ) =
d'ot il vient : (x, Wx) = 0, ¥x € Ra' De 1la méme fagon,

(y, Wy) = 0, ¥y € R, - Considérons un &lément Z € H tel que
Z = ax + by, a, b€ c. On a :

(Z,WZ) = (ax + by, W(ax + by)) = a b (x Wy) +b a(y,W:i). Puisque
W est autoadjoint on sait que : (Wx,y)[ (Wx,x) (Wy,y) d'ol
il découle que (WZ,Z) = 0.

Mais 1'ensemble des &léments Z de la forme ax + b
oii x € Ra et y € Rb est dense dans le sous-espace [R UR.bI engendré

par Ra et Rb Donc,

‘?‘ze[RaUR‘]I, (z, W2) =0

Mais ce sous-espace est égal 3 Ran. Nous choisissons une
base {Zi} de Ry On obt1.ent alors :
p(ab) = Tr(WPan) = i‘(Zi, WZi) =

Nous avons ainsi démontré q‘u'é__ p(a) = p(b) = 0 = p(aYb) =

v

d) Soit a; € a» & a3 C ..., P = Pa_ le projecteur sur R,

A = {¢i }i g ume base deR, -R, ,mn= 2, 3, ... et Ay = {¢i }
n o n n n-1 . . 1

une base de Raj. Alors A; V Ap ... U Ari est une base de Ra et
v I =

Y An est une ba§e de l{{Ran] R\r{an.

I1 est é&vident gue :

e 2L Iy - P ) -
Tr(W PUan) a in(¢in, W¢in) = I»1'1:'1‘(11«7. (Pn+] Pn)) + Tr (WP;) =

lim Tr(WPn), donc p(Uan) = lim p(a )
nre n+o n

* Puisque W est positif, (y,Wy) =0,¥y € H
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e) Pour tout atome "a", R_est un espace unidimensionnel.

Soit ¢ € Ra,]wl = | alors,
p(a) = Tr (WPa) = (Y,W)

Mais W est continu, il posséde donc une borne supérieure M, et
p(a) = (b,Wp) <M C.Q.F.D.
Nous allons maintenant &tablir la réciproque du théoréme I.

Gleason (°) a montré que chaque état régulier admet la forme
pw(a) = Tr(W Pa) ol W est un opérateur positif, autoadjoint, de

trace 1. En modifiant quelques théorémes et définitions qu'il
avait donnés nous allons prouver que tous les &tats =-réguliers
ou non- admettent la forme ci-dessus oi W est un opédrateur
autoadjoint, positif, continu.

Théoréme II

Chaque état admet la forme pw(a) = Tr(WPa)

Démonstration
Nous posons tout d'abord une définition ;
a) Une fonction de référentiel de poids T positif (réel ou

infini) est une fonction Q§[0,w] (ot @ = {XE€H; |X] =1} etH
est un espace d'Hilbert sé&parable) telle que :

ﬁf(xn) =T
pour toute base {Xn} de H.
(Gleason avait considéré seulement le cas T < =),
Nous citons encore deux définitions donn&es par Gleason :

b) Une fonction de référentiel est réguliére s'il existe un
opérateur W autoadjoint, continu, positif tel que
f(x) = (x, Wx) x € Q
¢) Un sous-espace réel K de H est dlt complétement réel si
(x,y) €ER ¥x,y €K
Lemme : Soit f une fonction de référentiel sur H, régulidre quand
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elle est restreinte aux sous-espaces de H de dimension 2, et tel-
le que :

sup f(u) < =. Alors f est réguliére sur H.

ueEQ

La démonstration du lemme est celle du lemme 3.4 de Gleason.
En effet, la démonstration donnée dans son travail couvre &gale-
ment le cas T = +=» en supposant que sup £(u) =M <=,
1 =%e}

Nous concluons la démonstration d'une mani&re analogue a
celle des théorémes 3.5 et 4.1 de Gleason.

Etant donné un &tat p défini sur 1'ensemble des sous—espaces
de H, f(x)*= p(Rx) , lxl = | est une fonction de référentiel sur

H, de poids T = p(H). Pour tout sous—-espace complétement réel K

de dimension finie, f est une fonction de référenmtiel sur K, de
poids péK). Soit X. i =1,2, ... n une base de K. Alors

p(K) = ;sl f(Xi) donc p(K) < =. Par conséquent, puisque le poids

de f sur ces sous—espaces est fini, on peut utiliser les lemmes
de Gleason qui les concerment :

Pour chaque sous-espace complétement réel de dimension 3, f
est réguliére (lemme 2.8). Elle est donc régulidre sur chaque
sous—espace compl&tement réel de dimension 2. Ce qui entraine que
f est régulidre sur tout sous—espace de dimension 2 (lemme 3.3).

Alors, le lemme que nous avons donné entraine que f est ré-
guliére sur H. Par conséquent, f(x) = (x, Wx) ol W est un opéra-
teur autoadjoint, continu et positif.

Si A est un sous-espace, {yi} dtant une base de A et {xj}
une base de A, alors on trouve @ ’ z
p(a) = i§(Ryi) = {f(yi) = i(yi’wyi) = i(yi, WPa Yi) +
+ j(xj’ WPa.xj) = Tr(W Pa)
Le théoréme est &tabli.

* R, représente 1'espace unidimensionnel qui contient x @
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Nous pouvons maintenant examiner ce que la condition
p(a) < M pour tout atome "a" implique : en omettant cette condi-
tion (qui est Equivalente 3 sup f(u) < =), on aurait 3 la place
weEQ

du lemme ci-dessus le suivant :

Lemme : Si f est une fonction de référentiel sur H, réguli&-
re quand elle est restreinte aux sous—espaces de dimension 2, il
existe une forme hermitienne A(x,y) telle que

f(x) = A(x,x), ¥x €

. On peut prouver que A(x,y) admet la forme A(x,y) = (x,Wy),
si 1'on impose soit que f(x) <M ¥x soit que f(x) est continue :
Si x +> X, alors f(xn) + f(x). Cette continuité se traduit par

une continuité de p : Si a + ak, "a; et "a" étant des atomes,
alors p(an) + p(a). Nous voyons que dans 1l'espace de Hilbert,

la condition p(a) <M peut &tre remplacée par une condition de
continuité qui est raisonnable.

Les théorémes I et II &tablissent un &largissement du
concept d'état au cas ol Tr(W) peut &tre différente de I#*, Cela
nous permettra maintenant d'aborder certaines questions qui ne
peuvent 1'8tre 3 partir de la définition de Gleason, concernant
la détermination de 1'opérateur statistique lorsque on dispose
peu d'information.

Détermination de 1'état en fonction de 1'information dis-

ponible

Dans ce qui suit nous allons examiner la question de savoir
quelle représentation formelle 1'on peut en général attribuer i
un &tat en fonction des renseignements disponibles concernant le
systéme.

Cherchons tout d'abord une représentation formelle d'un
état exprimant que l'on sait qu'une proposition donnée "a" est
vraie. Le probléme qui se pose alors est de traduire la vérité

* On peut définir cette convergence comme suit : a »a lorsqu'il

existe dans les espaces R_ , R_ des vecteurs X_, X tels que :
a a n
[(X,» X)| n

> 1
|an.lX|
#% Rényi, Savage et Fine ont analysé des problémes analogues 3
1'aide d'une axiomatique différente, voir (6) et (7).
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certaine de "a" dans le choix de 1fétat p. On peut exiger que la
" proposition ‘est &quiprobable avec I %t p(a) = p(I). Mais cela
n'est pas satisfaisant si p(I) = . En effet, il reste alors
possible que l'on ait p(a') # 0 ou méme p(a') = = ! Or, la vérité
de "a", en termes physiques, signifie que la réponse 3 une mesure
correspondante i "a" sera toujours "gui" ; donc, la réponse pour
"a" sera toujours "non". D'oli il découle que p(a') = O. Cette
dernidre relation est 1'exigence de départ dont nous avons besoin:
en effet, de la relatiom p(a') = 0 il découle aussi bien que

p(a) = p(I), que le théor&me qui domne la réponse & la question
générale soulevée plus haut ; nous allons trouver une représenta-
tion formelle de W, lorsque dans l'information que 1'on posséde,

on sait qu'ume propositiom "a" est vraie.

Théoréme III
~- 8i la proposition "a" est vraie, 1'état de nos connaissan-
ces étant pw(b) = Tr(WPb), alors W est une intégrale des projec-

Q0
teurs qui projettent sur Ra' Notamment, W = g AdFX’ ol FX sont

des projecteurs sur les sous-espaces de Ra'

Démonstration :

Puisque "a" est vraie, nous posons : p(a') = 0. Pour toute
proposition b la, on trouve :

bla=bCa =p®) =0=Tr(Wp) =0 (1

Soit ¢ un vecteur normalisé&, orthogonal a,Ra. Alors on con-

sidére comme "b'" le sous-espace quén&ré par ¢ et la relation (1)
devient : o
(¢, We) = 0,¥¢ L R S (2)

+00

W
x
Puisque W 2 0, le spectre de l'opérateur W n'est pas négatif, ce
qui donmne ;

Soit E?yla mesure projective associée a W, telle que W = [QXdE

» .
W= g A dE? et 1la relation (2) s'écrit :

W ’ : v
[Raco, B30 = 0, %o L R, | @
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Dans le demaine d'int8gration, on voit que X = 0. Donc (3) en-
g q

traine que (¢, E¥¢) est indépendant de A, d'oil 1l'on tire :
W
(6, Ex®) = (8, EgO) = (¢, (EN - ED)#) = O

Mais 1'opérateur F, = E¥ - Eg est aussi un projecteur, donc

Fy ¢ =0, et Fy projette sur un sous-espace R de Ra'

Enfi i dEw = d(Ew - ﬁw) = d Fy, on trouve que
n, puisque dE, A 0 A ve qu

<
W= [ Ad Fy od FA projettent sur les sous—espaces de Ra.C.Q.F.D.
0

Remargue :

Lorsque le spectre de W est discret, par exemple
{a1, a2, as, ...}, alors la mesure dFA est ponctuelle, et on peut

écrire : F
W=1a; (Fai-Fai-) ol Fa,- = iiP Fy
a,=
i
On voit alors que Py % 2 p(Fai-Fai-)
Dans ce cas 13, P, est un mélange "discret" d4' &tats. Si {¢;} est

une base pour le sous-espace correspondant 3 FaifFai_, alors

Py = ij 8 p¢;. Donc Py est un mélange des &tats purs p¢i, tous les

i 5
vecteurs ¢j appartenant & Ra.
Le résultat du théoréme III nous aidera 3 répondre au pro-
bléme suivant : quel opérateur statistique correspond 3 un &tat
de connaissance consistant seulement dans la certitude que la pro-

position "a" est vraie ?

On pourrait essayer de résoudre ce probldme en utilisant
la méthode de von Neumann (°), généralisé par Jaynes %) qui est
la suivante : en utilisant la définition traditionnelle de 1'&tat
Py (c'est-d-dire, Tr W = 1), on doit choisir parmi tous les &tats

pour lesquels "a" est vraie, 1'état possédant 1'entropie la plus
grande. Comme Tr W < =, le spectre W est discret et, suivant la
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remarque ci-dessus, P doit &tre un mélange des &tats purs Pyn
avec probabilités as telles que ¢n € Ra et ; a = 1 puisque

Tr W = 1. Alors l'entropie de py est définie comme —z a 2nan.

Donc, il faut maximaliser -£ a_ &na_ avec la restriction i a =1.
nn o i °‘n
Suivant le procédé usuel, on doit trouver un nombre X tel que :
d a ..l -1-x
PadiNY gV L - —— o =
da ( g 8n n an) da x(n an) =0 a, = ¢
A -1- -1-
Et la restriction g a = 1 donne ; e =X _ j=Ne Fa=1

ot N est la dimension de 1l'espace Ra.

Si N < =, le procédé est correct, on trouve que tous les a sont

Pa P
. | . a
égaux a et que W = o

N TrP

a
qu'il n'existe pas de maximum. En outre, le r&sultat indique
1'introduction d'états non normalisés, comme nous l'avons fait.
Comme 1'entropie n'a pas de sens au cas ol Tr W = », nous cher-
chons la réponse d@ ce probl&me par une voie différente.

. 81 N ==, alors on trouve

Nous supposons donc que la seule information soit la vé-
ritd de "a". Il est possible de mesurer la proposition qui cor-
respond i un sous-espace unidimensionnel engendré& par le vecteur
p, od || =1 ety € R . La probabilité d'obtenir la répomse

"oui" est égale 3 Tr(WPw) = (yp,Wp) ol Py représente l'état cor- |
respondant 3 nos connaissances. Puisque dans le cas envisagé

ici nous n'avons pas d'autre information que la vérité de "a",

nous sommes obligés d'associer aux propositions concernant de

tels cas des probabilité&s indépendantes de y. Donc, nous postu-

lons que 1'affirmation 'nous savons seulement que "a" est vraie"

se traduit par "si 1l'état est Py alors (y,Wy) = (x,Wx) 7 x,y €
Ra"' Nous pouvons maintenant &noncer le théoréme suivant :
Théoréme IV

Lorsque la seule information est la vérité d'une proposi-

tion "a", 1'état est &quivalent 3 1'&tat Pgs ol E est le projec-—

teur sur Ra’
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Pémonstration ]
Le théoréme III montre que pour l'état Py W admet la forme
! © ) ©
W= {A d E‘; = g A d F, od Fy = E;I - Eg et projettent sur les sous-

espaces de Ra' Nous allons d'abord montrer que le spectre de W ne

contient qu'un seul point sauf 0. En effet, supposons qu'il con-
tiendrait deux points y, u et que v > > O.

Soit ¢ = \)7:_11_ et ¢; et ¢ : deux vecteurs des sous-espaces corres-
pondant aux projecteurs Fv+s-Fv-e’ Fu+€-FU‘E' On trouve :
F)‘¢17=0,\7‘A<v-—e FX¢2=O,VA<u-e
F, ¢1 = ¢1,¥1 > v+e Fy 62 = ¢2, ¥ A > e
et

v+e vte
(¢1,Wp1) =v[s A d(91,F ) 2 (v-e) d(g1,F, ¢1) =

- v-e

= (v=g) [ (¢ ’F\"'E $1) ~ (9 ’F\)‘E: )] = v=e
Donc, ($;,Wp;) = v=e
On peut montrer, de la méme fagon, que :

v+e>(¢1,W¢1)>v-e
ute> (¢2,Wp) 2y -¢

Puisque y + ¢ < v = ¢,($1,W;) #* (¢5,Wp,), ce qui contredit 1"hypo-
thése faite, que (¢;,Wp;) = (42,Wps) ¥ 61, ¢, € Ra. Donc, le

spectre de W ne contient qu'un seul point A. Mais alors,

W W . '
w x(F)‘ FA-) et comme F, = F, E0 Eo 0, on obtient

x—
W= AF)‘. On sait que‘F)‘ < E. Nous allons maintenant montrer que

FltE.

Supposons au contraire que F. < E. Alors E - ’F)‘;#ﬁ 0 et on

A
peut choisir un vecteur ¢ appartenant 3 1'espace correspondant i
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E - FA-et un vecteur ¥ dans l'espace correspondant & FX. Tous
les deux appartienment aussi 3 Ra, car F, < EetkE -‘Fxb< E. Donc

b, W) = (¢,W¢) (1)

En outre (VJI,W’) - (‘byAFA‘p) = X’
($,Wp) = (¢,XFA¢) = 0 donc (¥,Wd) ¥ (4,Wd) ce qui com~
tredit (1).

Nous avons montré que W = AE. Etant domné qu'en général
nous indiquerons par P, 1'état de nos connaissances, il sera en

cas particulier, & indiquer par Pg-

Le théoréme est une généralisation immédiate du résultat
obtenu avec la méthode de Jaynes, dans le cas dim Ra < o, I1 mon-

tre 1'intérét d'introduire les &tats non normalisables et il
explique en méme temps le sens physique de tels &tats : ils ex-
priment le fait que nous possédons peu d'information. Dans le

cas extréme dans lequel on ne sait absolument rien concernant

le systéme physique, W est l'opérateur identité de H, puisque

la seule proposition vraie a priori est la proposition I. Dans

ce cas, si Ry, Rp sont des sous—espaces, le quotient des probabi-

.. . - ‘ dim R
1lités relatives des propositions correspondantes sera : E%E—ﬁi .

Le changement de 1'état aprés la mesure

Un probléme de la Mécanique Quantique souvent discuté est
celui de la réduction du vecteur d'état : lors d'une mesure d'un
opérateur A i spectre discret et 3 espaces propres unidimension-
nels, le vecteur d'état initial se transforme en un autre qui est
vecteur propre de A. Cette réduction ne pose pas de probléme dans
une théorie des probabilités subjectives ; elle est une conséquen—
ce immédiate d'une remarque que nous avons déji faite : 1'&tat
de nos connaissances change lorsque l'observateur obtient une
nouvelle information concernant le syst@me. Puisqu'il n'existe
qu'un seul état compatible avec 1'information obtenue, on n'a
pas de probléme de choix.

Nous allons examiner un probléme plus général. Supposons
que l'état de nos connaissances s'exprime par un &tat pur Py
od |¢| = 1. Supposons également qu'une mesure d'une grandeur,
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", " it

nous indique que la proposition "a" ést vraie (par -exemple, "a
peut &tre la proposition : la valeur de la grandeur se, trouve
dans 1'intervalle [c,dl). Quel est alors le nouvel état ?

Dans le cas ol Ra n’est pas unidimensionnel, il faudra
choisir parmi tous les &tats pour lesquels:"a" est vraie, la
forme générale des tels &tats étant donnée par le théoréme III.

Si nous ne connaissons que l'@tat initial Py et la vérité

de "a" (par exemple, si nous ne connaissons pas la structure de
1'appare11 utilisé pour la mesure ou le résultat d'une autre
mesure simultanée) nous proposons de choisir parmi les &tats
possibles celui qui donne les probabilités les plus prochés des
probabilités données par Py Ainsi, nous ne perdons pas l'infor-

mation disponible avant la mesure. Il faut donc que l'on donne
une notion de "distance'" entre les &tats, qui doit &tre une me-
sure de la différence des résultats prévus, Une telle distance,
souvent utilisée pour deux fonctions f(x) et g(x) est la suivan-
te : sup
x

Définition III : On appelle distance des deux &tats régu-

liers normalisés p;, p,, l'expression :

d(p1, p2) = sup |py(a) = pa(a)}.
acEL

On peut facilement prouver que cette distance domne &
1'ensemble des états réguliers la structuré d'un espace métrique.
g P q
A cause de 1'interprétation de d(p;, ps) comme mesure de

la différence de py(a), p,(a) nous définissons encore :

Définition IV : Lorsquep; est un é&tat régulier et lors-
que p, est non régulier, on a : d(py, p,) ==

Nous allons déterminer maintenant la forme explicite de
la distance de deux états purs.

Théoréme V :

Pour deux états purs p , On a :

» ‘ v’ P¢
d(Pw’ P¢) = /] = 1,0
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Démoniggagion :

Dans ce qui suit, Px sera le projecteur sur le sous—espace

engbhdré par le vecteur X. ’ ’ L

On trouve fac11ement, si E représente un pro;ecteur quel-
conque : . ;

Ldpy,p) = s;p |Tr §EP¢) - Tr (EP¢)| (1)
La démonstration comprend trois &tapes :

a) On prouve qu'il suffit de considérer des projecteurs su
des sous—espaces unidimensionnels. .

b) Il suffit que les vecteurs qui engendrent ces espaces

appartiennent & 1'espace [ ¢,y] engendré par ¢,¥.
c) On détermine alors le supremum.

a) On obtient :

Sup |Tr(EP,) - Tr (EP,)| = sup | (¥,E¥) - (4,E0)| = sup | (¥,E(¥-4}
E v ¢ E E :
+ (E(v=9),0)].

Soit a = %é%%%%TT alors (a,¥~¢) = (Eé?;fi) s 0= 0) = [E@-9) |

donc E(p-9) = a(a,¥ - ¢) = Pa(¢‘¢)

Ce qui montre que pour chaque projecteur E, il existe un
projecteur sur un vecteur approprié, a, tel que :

(¥, EW=0)) + (E(=0),) = (4,2, (4=6)) + (B_(¥=4),0)

d'od il découle :

'sup |0, EC=9)) + (z(¢—¢)¢)! = gup lcw P (w-¢)) + (r (w-¢) ¢>

PIEREA = : |
lal=1
sup !l(a W)Tz - |(a ¢)| P ¢
«€H e



b) Evidemment

sup {[(a,9)|% - |(a,9)]|?| & su ll(a w12 - |(a, 4>)l2|
aSH ' dﬁ‘b
|a]=1 |al=1

Soit a = aj + ap, ol a; €[9,9l, a» L [¢,¥]. Alors

ajl
w2 - I(a1,¢)lzl < |I<Ta—ﬂ-,w)l2

[(a,¥)]|% - |(a,9)]?

al
- |(m,¢)|2 , (3)
puisque Ial| <1

Ainsi, pour tout vecteur a € H, |a| = 1, il existe un vecteur

al ail
€ = . .
T;TT [$,$] et TZTT 1, tel que la relation (3) soit valable.

Donc, sup ||(a,¥)|? - |(a,¢)|2| = sup ||<a 12 - | (2,012 @)
aSH as[ ', 9]
Ial‘l a|=l

c) Soit a = k¢ + Ay, Alors des relatioms (1), (2), (4)

on déduit d(pw,p¢) = sup Ilklz - A2 a-1e,wnl® o
- a =}

Nous voulons donc trouver le sup |k|2 - ‘Xlz sachant que

lal = 1= [kl + M2+ RA(o,¥) + KX(9,0) =1 (6)

Si k=X eip, A= Weic oi X, W, p, 0 € R, on trouve

lklz - lAIZ = X2 - WZ
6) = %2 + w2 + xW (1P 4,0 + 1Py 4)) = 1

En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange,

on trouve que sup (X2 - W2) = max(X? - W2) = —_r (7

- w92
Finalement, de (5), (7) on tire :

d(p,, p,) = /1 - |(o,0)]2 C.q.f.d.
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Nous avons donc prouvé que deux états pw, p¢ ont une dis-

tance petite -donc, ils donnent des résultats proches- lorsque
1'expression | (¥,$)| est voisine de 1'unité. Cela signifie que les
vecteurs ¢, ¥ sont proches dans l'espace d'Hilbert. Mais 1'inté-
rét du théoréme réside dans le fait qué nous avons trouvé la

forme exacte de d{p,, p ). Cela nous aidera 3 atteindre notre but
initial : choisir pgrml tous les &tats pos51b1es (purs ou mélan-
ges) pour lesquels la proposition "a" est vraie, 1'état le plus
proche de. l'état Py. Le résultat est donné par le théoréme sui-

vant :
Théoréme VI :

Soit "a" une proposition correspondant au sous—-espace R.a
et au projecteur Pa' Soit encore S 1l'ensemble des &tats pour

lesquels "a" est vraie. Alors parmi tous les &tats de S, 1'état
le plus proche d'un &tat P¢ est celui qui est représenté par la

projection de ¥ sur Ra’ c¢'est-a-dire :

Py
d(P‘p, P¢) = I;ég d(pw, p) ot ¢ =TPa_a‘l)T

Démonstration :

Si Tr W.¥ © alors d(p, pw) = ® et
! -
. a
d(py» py) < dlp,, py) ol ¢ -‘ﬁ,a m

On peut donc considérer les seuls &tats p,; pour lesquels

Tr W < =, Dans ce cas, W a un spectre discret et Py = 4, p¢

ol a sont les valeurs propres et ¢n les vecteurs propres de W.
On peut supposer que TrW = | = a3 T 1.

En outre, on a prouvé que si la proposition "a" est vraie pour
1'état Py alors ¢n € Ra (voir la remarque 3 la suite du théo-

réme III).
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Pendant la démonstration du théoréme V (&tape b), on a vu
que pour deux vecteurs quelconques ¢, ¥ on a

d(pw. P¢) =aéuh

la[=1

[(a,0)[2 = | (a,0)]? '¢))

En outre, dans 1'étape (c) nous avons prouvé que le supre-
mum est en réalité un maximum. Donc, il existe toujours un vec-

teur b € [§,9] tel que

dpy py) = [ ®,0)[% - | ®,0)]2

En outre, si l(b,¢)|2 - |(b,lb)|2 < 0 pour le vecteur
=K+ 2y, alors [(0',0)]2 - [(®",0)]2 = - [(6,6)]2 + | (b,¥)]2
> 0 pour le vecteur b' = K¢ + A¢. On peut donc toujours choisir
un vecteur b € [4,V] tel que d(pw,p¢) = | (b,9)|2 - | (b, ¢)|2 an)

ona: |@, )= I<¢n, Pab)I2 <le |2 . |pp|2 -

e o

Mais b = K $ +Ap =K + lw ol K, A€EC=
|P ¢l P b
a - :
Tirjyr (K + le ¢|) IP ¢| =p [Pabl ou IDI =1

. 2 g a 2
Alors (2) donne : |(¢n,b)’ Gﬁizrr, b)|2, ¥ n (3
En outre, si Pb est le projecteur sur b, alors

A(pys py)=max |py () = py(EM > p (?b) - p(Pb) O)

Et puisque pw(Pb) = Tr (WPb) = (b, Wb) =§1 a |6, »2<

la

n

l‘b W’

la relation (4) donne :

d(pyspy) 2 10,02 - | T‘T"z
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Soit, en vertu de (1') :

d(p‘p. Py >d(p¢,p¢) ¥ p, €S

C.q.f.d.

Le théoréme VI indique donc la s@lection d'un état pur et
notamment la projection de Y sur Ra'

CONCLUSION

La généralisation de la notion d'é&tat proposée plus haut
semble indispensable lorsqu'on veut attribuer une représentation
& un systéme physique -donc, lorsqu'on veut pouvoir exprimer
certaines prévisions statistiques- cependant que 1'information
disponible est trop petite pour déterminer un opérateur statis-
tique au sens de la Mécanique Quantique. En outre, 1'interpré-
tation donnée 3 la notion d'é&tat en général permet un raisonnement
qui donne la réponse i certains problémes nouveaux examinés dans
le texte.

Note ajoutée 3 la correction des &preuves :

La généralisation, proposée ici, du théoréme de Gleason
a &té récemment refaite, sous une forme plus &laborée et paral-
tra prochainement aux "Nuovo Cimento Letters".
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