Mathématiques.

O pewnej klasie przestrzeni typu B. — Uber eine gewisse
Klasse von Rdiumen vom Typus B.

Note
de M. W. ORLICZ,

présentée, dans la séance du 15 Février 1932, par M. St. Banach m. c.

Das Problem der Verallgemeinernng des Begriffes der zuein-
ander konjugierten Potenzen !) legt die Frage nahe, inwieweit
verschiedene Sitze, die fiir die Klasse S* aller mit einer Potenz
a (az=1) integrierbaren Funktionen gelten, sich auch auf andere
Funktionenklassen ausdehnen lassen. So spielt z B. die Entschei-
dung der Frage, ob gewisse Funktionenklassen als B-Réume 2)
von analogem zu S¢ Charakter zu betrachten sind, fiir die Funk-
tionalanalysis eine wichtige Rolle.

In § 1 dieser Note weise ich hin auf einen gewissen Typus
von linearen Vektorbereichen, die sich leicht zu B-Réumen er-
ginzen lassen und sonst noch gewisse Analogien mit den S zeigen.
Es stellt sich heraus, daff die nach der Definition der unter !) zit.
Arbeit gebildeten, zueinander konjugierten Funktionenklassen im-
mer von diesem Typus sind, also Z-Réume sein miissen. Das er-
moéglicht die Anwendung der Funktionalanalysis auf diese Funk-
tionenklassen. In § 2 beweise ich als Beispiel der Anwendung
einen Satz tiber biorthogonale Funktionensysteme.

1) Dieses Problem wird in der Arbeit: Z, W.Birnbaumund W.Orlicz.
Uber die Verallgemeinerung des Begriffes der zueinander konjugierten Po-
tenzen, Stud. Math. 3 (1931) p. 1—67, behandelt. Im folgenden werden wir
diese Arbeit kurz V., K. P. zitieren.

?) Unter einem B-Raum verstehen wir einen linearen, normierten, voll
standigen Raum.

Balletin 11, 4. 1932. II. — 14



208 W. Orlicz:

§ 1.
Als monotone N-Funktion bezeichnen wir eine in (—oo, 400y
definierte, stetige und monoton fiir # >0 wachsende Funktion
M), die noch weiter den folgenden Bedingungen geniigt:

1) M[0]==0,
%) Mu]>0 fir |u|50,
3)  M[u]= M||ul]).

Mit I bezeichnen wir die Menge aller mit 1/[#«] integrierbaren
Funktionen, also diejenigen Funktionen, fiir welche _/1‘ M[f(x))dx
ry

existiert. Es entsteht die Frage:

Unter welchen Voraussetzungen bildet ein M einen linearen.
Raum, wenn man die Addition von Elementen und die Multipli-
kation mit reellen Zahlen wie iiblich definiert? Fiir monotone
N-Funktionen lift sich das leicht entscheiden:

Satz 1. Dann und nwr dann @St sich ein W als linearer
R auffassen, wenn fir das entsprechende M{u] die folgende
Bedingung erfitllt ist:

(Ay) M[20) <k M),
fiir |u|Z=a

Beweis. Die Bedingung (4,) ist hinreichend. Angenommen,
dab feM, /fieM Wir setzen

A= E[|/(@)| = o]+ E[|/i(x)| = a]].
Dann haben wir fiir , die der Menge /A angehéren,

(| )] - |/ (@)] 1< M2 Max (7, /)] < b M[Max(f, £,)] <
= kw[mn A

Da auBerdem |/ fi|<<2a fiiv @we CA ist, so folgt aus der
vorangehenden Ungleichung die Integrierbarkeit von M[f(z)4fi(x)]
in (0, 1).

Die Bedingung ist auch notw endig. Denn bildet M einen li-
nearen Raum, so muf mit jeder mit /[u] 1n’oegr1e1balen Funktion

f(@) immer auch 2 /(z) M-integrierbar sein, wofiir aber (4,) die
notwendige Bedingung ist 3).

3) Siehe V. K. P. p. 36, Satz la.
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Die weitere Frage ist nun, wann sich fiir M der Begriff der
Norm, im Sinne des Herrn S. Banach, einfithren, also M sich zu
einem A-Raume erginzen lift. Nun kommt es uns nicht nur
darauf an, auf irgendeine Weise den Normbegriff einzufiihren,
sondern er mufi der vorausgésetzten Integrierbarkeit mit 7/[«] ge-
wissermaflen #quivalent sein; sonst geht der Charakter von M
verloren. Bezeichnen wir mit |/(x) den der Funktion f(x) aus M
zugeordneten Wert der Norm, so erscheint es als naturgemis,
auBer den iiblichen Bedingungen, noch die folgenden beiden Ei-
genschaften zu verlangen:

I Aus
i
f Mf ()] de < K S
0
folgt
fa(@)| < K* 1)
und umgekehrt.
II. Aus
lim M[f,(x) — f(x)] dx =0 (2)
P, q—>00
0
folgt
lih |, (@) — f,(x)| = 0 @)
Pg—>oo

und umgekehrt.

Im folgenden werden wir eine gewisse Klasse von N-Funk-
tionen betrachten, fiir welche es moglich ist, einen allen Forde-
rungen geniigenden Normbegriff anzugeben.

Satz 2. Gegeben sei eine konvexe N-Funktion Nlu), - die noch

den Bedingungen a) thEu] =0, -b) limilgzﬂ = -+ oo und der

u—s0 U u—>00
Bedingung Ay fitr grofle w geniigt.
Die Menge W der mit diesein N[u] integrierbaren Funktionen bil-
det einen B-Rawm, und zwar lifit sich in WM die Norm so defi-
wierven, dafs die Bedingungen 1, IT erfiillt werden.

Beweis. Da wir nach dem Satz 1 bereits wissen, dal M ein
linearer Vektorbereich ist, so bleibt nur die Norm entsprechend
zu definieren. '

14%
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Mit N[v] bezeichnen wir die zu J[«] komplementire Funktion;
dann gilt fiir beliebige #, v die Youne’sche ) Ungleichung

wv < Mu] -+ Nv].

Wegen dieser Ungleichung haben wir
1 10 1
[resain< [ ati@)ae + [ NVgw) aa, ®)
0 0 0
Wir definieren nun die Norm von f(z); wir setzen. nimlich
1 5
|f(x)| = Max f flz) g(x) dz, 4)
0

fiir alle g(x), die der Nebenbedingung

[ No@) i< ®)

geniigen. Man verifiziert ohne Miihe, daB:

D fle) 1@ <<|f@) + (@) ;
2) |af(x)|=|al- | f ()] ;
3) |f@) =0

dann und nur dann gilt, wenn f(x) =0 fast iiberall ist. Wir zei-
gen noch, daB die Norm die Kigenschaften I, II besitzt. Aus II
folgt dann auch leicht die Vollstéindigkeit des Raumes 9).
1%, Wenn eine Funktionenfolge {f,(x)} der Ungleichung (1)
geniigt, so haben wir nach (3), fiir jedes (5) geniigende ¢(x)
1
ff,l(a‘:) glx)de < K+ 1 (m=1, 2, 3,...).

0

49 W. H. Young, On Classes of Summable Functions and their Fou-
rier Series, Proc. Royal Soc. (A) 87 (1912) p. 225—229. Siehe auch V. K. P.
p. 15—17.

§) Man muf nur den Satz anwenden: Sind die Funktionen {f, (»)} mit
MM [u] integrierbar, wo I/ [u] der Bedingung (4,) fiir groBe » geniigt, so folgt

1

aus lim [ M[f,(22) — fu(@)] de= 0 die Existenz einer mit M [u] integrier-
n,m—>o0 0
1

baren Funktion f(z), fir welche lim [ IZ[f,(x) — f(x)] dz = 0 besteht.
n—>o000
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Es ist also
fu(®@)| < KF

wenn wir K* = K 4 1 setzen.
Nun setzen wir voraus, die Funktionenfolge {/,(x)} geniige

der Bedingung (1’). Wir setzen }N[(/( x)|dzx = o(g(x)). Ist o(g(x) <1,

so besteht die Ungleichung _/‘f(w)g(x) de<|f(x)|; ist aber o(g(x))>1,
0

so folgt leicht wegen der Konvexitit von N(v), daB die Unglei-

chung /f(x) (x) (Zx /(@) o(g(x)) besteht. Mit f¥(x) bezeichnen

wir eine Funktion, die gleich |/, ()| fiir diejenigen z, fiir welche
|/()| << N, und gleich N fiir die tbrigen x ist. '
‘Wie leicht einzusehen ist, haben wir wegen (1), bei jedem N

@) < K

I (W)l) ),

Setzen wir, bei vorgegebenen /,X(x), g, (x)_s1gn M) p(i T |

f]{\ ? gn( )

so geht die Ungleichung (3) (wo wir fiir //(x), g(x)
gesetzt haben) in die Gleichung

K“mww-fﬂ[

iiber. Da ¢¥(x) beschrinkt ist, so existieren die Integrale auf bei-
den Seiten dieser Gleichung. Wire nun ¢[g) ()] > 1, so folgt aus
dem eben Gesagten:

| £N N(
‘fK(?I 9 ()] >f fo N Zx_.f][[

Es wire also

]W+/WM@) )

| + oo ()]

i)
<

12 (@)

Da aber andererseits | K

>1

<1 ist, so sind wir zu einem Wider-

¢) Was die Definition von p(u) betrifft siehe: V. K. P. p. 14—15.
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spruch gelangt. Es ist also olg) ()] << 1, also nach (4) und (6)
fx(z) 1) ;
f”[ SR | (M

Wir diirfen A™#=2° setzen, wo ¢ eine natirliche Zahl bedeutet.

5
Dann gilt wegen (4,) in der Punktmenge £ = E[] ”2(;76)]2(1]

. ‘N a
MY )< MU ( 2! "9(,'""} <K Au[ ;’J,

und endlich, nach (7) und der letzten Ungleichung,

1
(%)

[y ae < D i) < w4 ) = K.

0
Da wir N beliebig grofi wihlen kénnen, so besteht auch die
Ungleichung

1

/ M| ()] de << K.

0
Dabei ist die Konstante A" nur von A# abhingig.
20, Um die Giiltigkeit von IT zu beweisen, geniigt es natiirlich
zu zeigen, dafl die Relation

1

lim [ (/)] dr =0 (8)
die Relation

zur Folge hat und umgekehrt.
Zuerst bemerken wir, daf aus (8) fiir eine beliebige Zahl 7

1 ]
Lim [ J/[L[,(x)dr=0 folgt. Bezeichnen wir mit A die Konstante
n—+2 0

5 ; . ; . : K
in (1), die dem A=1 in (1) entspricht, und setzen wir 7 ="—,
e

80 besteht fiir » > N, die Ungleichung

1

/J/[L Lol de << 1.

0
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Diese hat aber nach 1° die Ungleichungen
L) <K,

fu(r) <&
zur Folge.
Analog 1aBt sich auch aus (8) auf (8) schlieien. .
Betrachten wir nun speziell den Raum 8% In diesem [alle

. . 1 ; ‘
haben wir die Funktion M[u]==|u|* zu nehmen. Die zu ihr
a

: o .
komplementiire Funktion ist N{v) =‘E['z)|ﬂ, und es besteht also fiir

alle «, v die Ungleichung
1 1
o< = |w]® 4= = |08,
11L<a|u| +ﬂ [v]

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn
v = |u|*"signu ist. Aus dieser Ungleichung erhalten wir, wie
frither, die Integralungleichung

1
f/‘x Vg () de < f|/u»|“(ll—{— f]qtz)[ﬁdx
0

Dabei geht sie in eine Gleichung dann und nur dann iber,
wenn fiir fast alle x

g (@) = | ()|~ sign /() )

‘besteht. Wir berechnen jetzt fiir eine Funktion f(x) aus S* ihre
Norm gemifl der oben angegebenen Definition.

Zuerst setzen wir voraus, dall El f [f(z)* dr =1 ist. Fiir die
0

nach (9) bestimmte Funktion g*(x) gilt

1 1 1
f f(x) g (x) rixzé f |f()|* dee —}—% / g¥ ()| dex,
® 0 0
1
l/|,/=f=(x)|9 dx—1
ﬁ 0
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Daraus kann man leicht schliefien, daB fiir diese Funktion das
1

Integral f/(x)g(x)dx sein Maximum erreicht, wenn wir nur die
0

der Nebenbedingung (5) geniigende Funktionen ¢(z) znr Konkurrenz
zulassen. Also es gilt nach (9)

1 1
flz) = | [(x) g* (@) de = | |[(z) |t dar = .
s fipapan

1
Nimmt nun f|/(2z)|*dz irgendeinen festen Wert an, so setzen
0
_ . 1 1
. ; 1 . [ o«
wir a:—l(‘/]f(x){“(?x)a. Dann st 1/(M> dr =1, also
1 8 «
B o 0

nach dem Vorangehenden -~ — g,

/() 2‘;—% (G/If(x,la /Zx)o%.

Fiir S* stimmt die nach unserer Definition berechnete Norm
bis auf einen wwwesentlichen Faltor wmit dev gewdihnlichen Norm
itherein.

Man kann aber leicht die N-Funktionen angeben, fiir welche
der Satz 2 anwendbar ist, welche aber keiner Potenz dquivalent 7)
sind. Kine solche ist z. B. N[u]= u?(|lg| u|| + 2) u. s. w.

Definition. Fine Folye von mit Mu) integrierbaren Funk-
tionen, {f,(x)y Theifit gegen eine Funltion [(x) schewcach Fkonvergent,
wenn

L) <KL (n=1,2 3,..) (10)-

gilty und fir jedes t aus (0, 1)

t t “
hm | /f,(2)de = ff(x) dx (11)
0 0

n—oo

ist, :
Diese Definition entspricht der Rirsz’schen Definition der
schwachen Konvergenz fiir die mit der a-ten Potenz integrierbaren

) Vgl V. K. P. p. 5.
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Funktionen 8). Sie ist im allgemeinen nicht mit der sonst in der
Funktionalanalysis eingebiirgerten Definition der schwachen Kon-
vergenz dquivalent. Fiir gewisse Probleme aber, wie z. B. in der
Theorie der allgemeinen Orthogonalentwicklungen, erweist sie
sich doch von gewissem Nutzen.

Satz 3. Die gegebene N-Funktion Mu] geniige denselben Vor-
aussetzungen wie im Satz 2.

Aus jeder Folge {f,(x)}, welche die Ungleichung (10) erfiillt,
Fann man eine schwachkonvergente Teilfolge {f;,i(x)} herausgreifen.
Die Funktion [(z), gegen welche diese Teilfolge schwach konvergiert,
ist mit Mu| integrierbar wnd es besteht die Ungleichung

lim |f, (%) 2= () . (12)

i—>0C

Beweis. Aus (10) folgt nach dem Satz 2

1

; f M}, ()] de << L;

0
man kann also nach einem Satz des Herrn W.H. Youxe?) eine
Teilfolge {/,,(x)} aus {/,(x)} herausgreifen, die gegen eine mit
M[u] integrierbare Funktion f(x) schwach konvergiert. Dann gilt
auch fiir eine beliebige beschrinkte Funktion 7(x)

i—00

lim [ 7, (x)%(z)dx = f f(2) Io(x)dx ). (13)

Wegen unserer Definition der Norm gibt es ein beschrinktes
1 1
%(z), so dab f flx) h(x) de = f(x)| — &, [N [h(z)] de<1. Nach (13)
0 0
folgt also

: 1 1
[f@) — e << f [(@) h(x) dxe=1lim [ 7, (x) h(zx) de < lim [ @)
: l—>°°0 " i—>00

8) F. Riesz, Untersuchungen iiber Systeme integrierbarer Funktionen,
Math. Ann. 69 (1910).

9% W. H. Young, On Successions with Subsequences converging to an
Integral, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 24 (1925), p. 1—20; siehe auch V. K. P,
Satz 7, III, p. 55._

19 V. K. P. III, p. 58.
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Satz 4. Die Voraussetzungen iiber die N-Funktion M[u] wie
im Satz 2.

Betrachten wir W als den B-Rawm mit der [friiher eingefiihrten
Normierung, so lifit sich jedes in M definiertes, lineares Funk-
tional in der IForm

1
A(f(x) = f [(x) g(x) dx (14)

darstellen. Dabei bedeutet g(x) eine Funktion mit der Eigenschaft:
s gibt eine Zahl ky, 0 <1k <1, so daf$ das Integral
1
[Nl gw) (15)
0
existiert.

Beweis. Mit{¢p,(z)} bezeichnen wir das wohlbekannte Haar’sche
Orthogonalsystem. Bezeichnet f(x) eine mit 1/[«] integrierbare
Funktion, s,[f(z)] die n-te Partialsumme der Entwicklung von
f(z) nach den Haar’schen Funktionen, so gilt nach einem Satz ')
aus V. K. P. und nach II

n—>o0

Bedeutet A[/(2)] ein in I definiertes, lineares Funktional, so
folgt aus der letzten Relation fiir jedes mit 4/[«| integrierbares /(x)

A[f(x)] ——2//(1 J(x)dx-c, —}1_1)101o 1]‘(x)l)c o, (@ ](770 (lb).

r=1 0 v=l

Hier haben wir A[p,(x)]=c, gesetzt. Nach einem Hilfssatze
aus V. K. P.2) gibt es Zahlen %, 0 <<% <1, L >0, fiir welche

die Ungleichung
f (Zc (p,,xl(/.r<L

p=1

V. K. P I00,- Sabz. 2 pa64:
13) V. K. P. II, Hilfssatz 2, p.44; es ist zu beachten, dal die dort vor-

kommende Funktion J7(x) gleich L (%) ist.
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bei jedem » gilt. Nach dem schon einmal zitierten Youna’schen
Satze gibt es eine mit N[ku] integrierbare Funktion g(x), gegen

welche die Folge {Z”,' ¢, @, (x)} mit N[ku] schwach konvergiert. Da

: 1
aber die zu & NlZwu] komplementire Funktion mlt L - M[u] iden-

tisch ist, so gilt nach einem Satze von Herrn C. BURKILL 13)

lim /(x (2(: P, (x) rix—jf(x)// (x) dx

vl
bei jedem mit 1/ [u integrierbaren f(z). Daraus und wegen (16)
folgt (14).

Dafi nmgekehrt jedes Integral von der Gestalt (14), wobei fiir
ylx) das Integral (15) existiert, immer ein lineares Funktional
darstellt, ergibt sich leicht mit Hilfe der Youna’schen Ungleichung.

Wir wollen jetzt zwei zueinander konjugierte N’-Funktionen
Mul, N[v] betrachten ). Sie besitzen beide die Figenschaft (dy)
fiir grofes # und sind je einer konvexen Funktion M[u], N[v]
dquivalent; 2/ |u], N[v] lassen sich dabei als zueinander komple-
mentéire Funktionen wihlen.

Deswegen kann man die Normen, welche fiir mit 1/[«] bezw.
N[v] integrierbaren Funktionen nach (4) eingefiihrt wurden, auch
als die Normen in den Bereichen M bezw. 3 von mit M/ [«] bezw.
- N[v] integrierbaren Funktionen auffassen. Wir bezeichnen diese
Normen mit | |,, bezw. | |y. Es ist wegen der Aquivalenz 3/[x]
mit M[«], N|v] mit N[o] klar, daB die Eigenschaften I, II auch
fiir M{u], N[v] bestehen bleiben. Da in diesem Falle N[kv], 0 <C
<k <1 mit der Funktion N|v] dquivalent ist, so besitzt jedes
lineare Funktional in M die Integraldarstellung (14), wobei aber
g(x) dem zu M konjugierten Raume angehort; natiirlich ist auch
umgekehrt jedes in M definierte, lineare Funktional mit Hilfe
einer Funktion aus I in der Form (14) darstellbar.

In diesem Falle kann man also M und N als im gewohnlichen
funktionaltheoretischen Sinne zueinander konjugiert betrachten.

13) J. C. Burkill, Strong and Weak Convergence of Functions of Ge-
neral Type, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 28 (1928) p. 493—500, insbes. p. 499,
Theorem 5.

14) V. K. P. p. 37 und p. 45, Satz 3.
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Weiter folgt aus einem Satze in V. K. P. %), daB fiir eine mit
Mu] gegen f(x) schwach konvergente Folge {,(z)}

1
lim | /,(z) g(x) de = /}‘ x) dx

n—»0oo

ist, bei jedem mit N(v) integrierbaren g(x). Wir sehen folglich,
daB fiir die zueinander konjugierten N-Funktionen die schwache
Konvergenz nach der frither angegebenen Definition (gegen die
schwache Grenze) identisch ist mit der schwachen Konvergenz
im Sinne der allgemeinen Funktionalanalysis. Daraus und aus dem
Satze 3 folgt endlich, daf jede schwachkonvergente Folge (im
funktionaltheoretischen Sinne) gegen eine bestimmte »schwache«
Grenze konvergiert. Es gilt also der folgende

Satz D. Gegeben seien zwei zueinander konjugierte N'-Funl-
tionen Mul, N[v]. Fiir die ilmen entsprechenden Mengen M, N
aller mit M[u] bezw. N|v] integrierbaven Funktionen kann man die
Norm | 5 bezw. | n so definieren, das die FEigenschaften I, IT
erfitllt sind. W, WM besitzen dann, bei dieser Normierung als B-
Réwme aufgefafit, die folgenden Eigenschaften:

Jedes in WM [R] definierte, lineare Funktional ist in der Form
eines Integrals (14) darstellbar, wo g(x) dem Raume N [M] an-
gehort. Die Riwme W, W sind separabel; die Riesw'sche schwache
Konvergenz stimmt wmit der funktionaltheoretischen iiberein; eine
schwach konvergente Iolge konvergievt imner schwach gegen eine
bestimmte »schwache« Grenze, die wieder dem Rawme M [N] ange-
hirt. Es gilt dabei die Ungleichung (12).

§ 2
Es ist jetzt klar, dal verschiedene Sitze der Funktionaltheorie
und Theorie der allgemeinen Orthogonalentwicklungen auf die
Funktionenklassen, von welchen in § 1 die Rede war, sich ver-
allgemeinein lassen.
Als Beispiel von Sitzen, die fiir solche Funktionenklassen
gelten, withlen wir einen Satz tiber biorthogonale Entwicklungen.

15) V. K, P. p. 56, 57, Satz 8.
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Satz 6. s seien Mu), N[v] zwei zueinander konjugierte N'-
Funktionen. Es sei auflerdem ein biorthogonales System \(p,\x), P, (x)}
gegeben, dessen Funktionen beschrdnkt sind.

Ist die Entwicklung

2‘ / 1(@) @, (@) dz -, (1) (16)

r=1

einer jeden mit Mu) integrierbaren Funktion f(x) nach der Norm
|y konvergent, so ist auch die Entwicklung

oo 1

S [o@v@ar- .0 (17)

p=1 0

einer jeden mit N(v| integrierbaren Funktion g(x) nach der Norm
Iy konvergent ).

Beweis. Wir setzen

=3 [rpea-u

r=1 0

i)=Y [o@ @) dz-g,0)

Es gilt die Relation

1 T
Sl o dw = [ stlg@) fy

1 1 1
Da weiter [ s,[f(x)]g(x)de< f M(s,|[[(2)]) dx 4 [ N(g(x))dz ist,
0 0 0
1
so ist, unserer Voraussetzung zufolge, [ s¥[g(x)] f(x) dx fir jedes
0

mit M[u«] integrierbare f(x) beschrankt.
Nach einem Satze !7) aus V. K. P. und nach I gibt es eine
nur von g(z) abhingige Konstante Z, so daf

sil9@) v << L (18)

16) Vgl. das inzwischen erschienene Buch: S. Banach, Théorie des opé-
rations linéaires, Warszawa 1932, Ch. VIL
1) V. K. P. p.45, Satz 3.
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Nun gilt (18) fiir jedes g(x) aus M; wir kénnen also einen
allgemeinen Satz von Herrn S. Banacu 18) anwenden. Demzufolge
gibt es eine universellé Konstante M, so daB fiir beliebige ¢(x)
aus N die Ungleichung

sEly@) iy << I g(@)y (19)

gilt.
‘ Es sel jetzt ein g(x) vorgegeben. Wegen (19) kann man nach
Satz 3 aus {s¥[g(x)]} eine schwach konvergente Teilfolge heraus-
greifen. Mit g(x) bezeichnen wir ihre schwache Grenze. Dann
gibt es nach einem allgemeinen Satz 19) lineare Aggregate

w,lg@) = Y aPs [g (),

el
so daB
lim 0,[g(@)] — G()ly =0

n—00

1 1

ist. Da aber [g(x)y,(x)de= [g(x)¢,(x)dx ist, so kann man
0 0

n w, g(x) substituieren, und wir erhalten

Lim 2,|g (2)] — g (x) y = 0. (20)

n—>00

Nun haben wir die Abschiitzung

[v(@)] — sitly@)n = |sF[g@)] — si[G(@)] Iy <
8w (9(2) — w0, |g(@)]) — 3 (G(@) — w,[7(@)]) |y +
+ 87 (0,[7(@)] — 53 (w0, [F(@)]) y,

woraus sich wegen (19), (20) unser Satz ergibt.

Corollar. Ein analoger Satz gilt, wenn wir statt der Par-
tialsummen s, [/(2)], s [f()] ihre irgendeiner zeilenfiniten TowpriTz’
schen Limitierungsmethode entsprechenden 7'- Transformierten
o,[/(x)], of[/(2)] betrachten.
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<

1%)-S. Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits... Fund.
Math. 3 (1922) p. 133—181, insb. p. 157.

19) Siehe dazu S. Banach, Sur les fonctionnelles linéaires, Studia Math. 1
(1929) p. 211--216, insb. p. 214, Th. 6, aus welchem sich die uns interessie-
rende Tatsache leicht ergibt.




