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predislowie

w DANNOM IZDANII SOBRANY NAU^NYE STATXI TALANTLIWOGO KAZANSKOGO MA-

TEMATIKA nIKOLAQ wASILXEWI^A tRUNOWA (1954{1991), WN�ES[EGO SU]ESTWENNYJ

WKLAD W OB]U@ TEORI@ INTEGRIROWANIQ W ALGEBRAH OPERATOROW. e]E STUDENTOM

MEHANIKO-MATEMATI^ESKOGO FAKULXTETA kgu ON AKTIWNO WKL@^ILSQ W RABOTU

NAU^NOGO SEMINARA \aLGEBRY OPERATOROW I IH PRILOVENIQ", DEJSTWU@]EGO NA

KAFEDRE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA. pOSLE OKON^ANIQ kAZANSKOGO UNIWERSITETA

(1976) ON BYL OSTAWLEN PRI KAFEDRE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA W DOLVNOSTI AS-

SISTENTA. k \TOMU WREMENI nIKOLAJ wASILXEWI^ UVE STAL PROFESSIONALXNYM

MATEMATIKOM, WYBRAW W KA^ESTWE TEMY SWOIH ISSLEDOWANIJ NEKOMMUTATIWNU@

TEORI@ INTEGRIROWANIQ, | TEMU WESXMA BOGATU@ NOWYMI IDEQMI, NO TREBU@-

]U@ GLUBOKIH POZNANIJ I AKTIWNOGO WLADENIQ OB[IRNOJ LITERATUROJ, WESXMA

NEPROSTOJ DLQ WOSPRIQTIQ. uVE W 1980 G., DOSRO^NO OKON^IW ZAO^NU@ ASPI-

RANTURU, ON BLESTQ]E ZA]I]AET KANDIDATSKU@ DISSERTACI@ \k TEORII IN-

TEGRIROWANIQ W ALGEBRAH nEJMANA OTNOSITELXNO WESA", POSLE ^EGO S UDWOENNOJ

\NERGIEJ PRODOLVAET ISSLEDOWANIQ, SU]ESTWENNO RAS[IRIW DIAPAZON PROBLE-

MATIKI, PODKL@^IW NOWYE IDEI NEASSOCIATIWNOGO INTEGRIROWANIQ W KONTEKSTE

JORDANOWYH ALGEBR OPERATOROW. dLQ TWOR^ESKOGO STILQ nIKOLAQ wASILXEWI^A

HARAKTERNO SO^ETANIE [IROKOJ MATEMATI^ESKOJ \RUDICII S UMENIEM BYSTRO I

GLUBOKO PRONIKATX W SUTX RE[AEMOJ PROBLEMY, DOBIWATXSQ E�E IS^ERPYWA@]EGO

RE[ENIQ.

w 1983 G. ON IZBIRAETSQ NA DOLVNOSTX DOCENTA KAFEDRY MATEMATI^ESKO-

GO ANALIZA, W 1984 G. STANOWITSQ LAUREATOM wSESO@ZNOGO KONKURSA MOLODYH

U^�ENYH, ORGANIZOWANNOGO aKADEMIEJ nAUK sssr, A W 1986 G. | LAUREATOM PRE-

MII lENINSKOGO KOMSOMOLA W OBLASTI NAUKI I TEHNIKI (W SOSTAWE TWOR^ESKOGO

KOLLEKTIWA) ZA RABOTU \iSSLEDOWANIQ PO OPERATORNYM ALGEBRAM I NEKOMMUTA-

TIWNOMU INTEGRIROWANI@". nIKOLAJ wASILXEWI^ L@BIL RABOTATX W KOLLEKTI-

WE, BYL O^ENX OB]ITELXNYM ^ELOWEKOM, GLUBOKO INTERESU@]IMSQ FILOSOFIEJ,

LITERATUROJ, OB]ESTWENNO-POLITI^ESKIMI PROBLEMAMI.

eGO ISKL@^ITELXNO PLODOTWORNAQ RABOTA NE PRERWALASX, KOGDA OBNARUVI-

LOSX, ^TO ON NEIZLE^IMO BOLEN. w EGO PLANAH BYLO ISPOLXZOWANIE WOZMOVNOSTEJ

APPARATA GARMONI^ESKOGO ANALIZA DLQ IZU^ENIQ PROSTRANSTW INTEGRIRUEMYH

OPERATOROW, I ON PRIWL�EK K \TOJ RABOTE SWOEGO ASPIRANTA...
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I. k ob}ej teorii integrirowaniq w

algebrah operatorow otnositelxno wesa

(SOWMESTNO S a. n. {ERSTNEWYM)

iZW. WUZOW. mATEMATIKA,

1978, WYP. 7, 79{88, WYP. 12, 88{99

w PREDLAGAEMOJ RABOTE RAZWIWAETSQ I UGLUBLQETSQ TEORIQ NEKOMMUTATIWNOGO

ANALOGA PROSTRANSTWA L

1

, PREDLOVENNAQ ODNIM IZ AWTOROW [4{7]. dOKAZATELX-

STWO KORREKTNOSTI KONSTRUKCII PROSTRANSTWA L

1

(') INTEGRIRUEMYH (OTNOSI-

TELXNO WESA ', ZADANNOGO NA ALGEBRE nEJMANA M) BILINEJNYH FORM W CITI-

ROWANNYH RABOTAH PO SU]ESTWU OPIRALOSX NA IZWESTNU@ TEORI@ sIGALA [17].

oDNAKO, S POMO]X@ TEHNIKI OBOB]�ENNYH GILXBERTOWYH ALGEBR MOVNO DATX

DOKAZATELXSTWO KORREKTNOSTI, NE ISPOLXZU@]EE TEORI@ sIGALA. |TO SDELANO

W x1. w x2 DANA DWOJSTWENNAQ HARAKTERIZACIQ PROSTRANSTWA L

1

('), KAK PRO-

STRANSTWA WSEH ULXTRASLABO NEPRERYWNYH LINEJNYH FUNKCIONALOW NA ALGEBRE

M, I DOKAZANO, ^TO SOOTWETSTWU@]IJ IZOMORFIZM SOGLASUETSQ S PORQDKOWYMI

SWOJSTWAMI PROSTRANSTW L

1

(') IM

�

. kAK IZWESTNO, W SLU^AE SLEDA PROSTRAN-

STWO L

1

(� ) SODERVATELXNO OPISYWAETSQ OPERATORAMI. w x3 ISSLEDOWAN WOPROS O

TOM, KOGDA INTEGRIRUEMYE BILINEJNYE FORMY W NA[EJ KONSTRUKCII SWODQTSQ

K OPERATORAM. w x4 WWEDENO I IZU^ENO PONQTIE USLOWNOGO OVIDANIQ PRIMENI-

TELXNO K KLASSU INTEGRIRUEMYH BILINEJNYH FORM. pOKAZANO, ^TO \TO PONQ-

TIE QWLQETSQ ESTESTWENNYM RASPROSTRANENIEM IZWESTNOGO PONQTIQ USLOWNOGO

OVIDANIQ, KAK OTOBRAVENIQ ALGEBRY nEJMANA NA SWO@ PODALGEBRU (SM. NA-

PR., [1], [19]). zDESX VE PRIWED�EN NEKOMMUTATIWNYJ ANALOG TEOREMY fUBINI.

w ZAKL@^ENIE (x5) PROSTRANSTWO L

1

(') WKL@^AETSQ W TRADICIONNU@ TROJKU

fL

1

('); L

2

('); L

1

(')g OBSUVDENA TAKVE KWANTOWAQ FENOMENOLOGIQ INTEGRIRU-

EMYH BILINEJNYH FORM.

x1. kONSTRUKCIQ PROSTRANSTWA L

1

(')

pUSTX ' | TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE nEJMANAM,

DEJSTWU@]EJ W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H,

n

'

= fx 2 M : '(x

�

x) < +1g; m

+

'

= fx 2 M

+

: '(x) < +1g;

m

'

(m

sa

'

) | KOMPLEKSNAQ (SOOTWETSTWENNO, WE]ESTWENNAQ) LINEJNAQ OBOLO^KA

KONUSA m

+

'

; A = n

'

\ n

�

'

; TOJ VE BUKWOJ ' MY OBOZNA^AEM PRODOLVENIE PO LI-

NEJNOSTI NA m

'

OTOBRAVENIQ 'jm

+

'

. nAPOMNIM IZWESTNU@ KONSTRUKCI@ PRED-

STAWLENIQ, INDUCIROWANNOGO WESOM. pUSTX H | GILXBERTOWO PROSTRANSTWO,
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QWLQ@]EESQ POPOLNENIEM n

'

PO SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ fH ; Ug ! '(y

�

x) I

b) : n

'

! H | KANONI^ESKOE WLOVENIE. oTOBRAVENIE � ALGEBRY M W ALGEBRU

B(H) WSEH OGRANI^ENNYH LINEJNYH OPERATOROW W H, ZADANNOE RAWENSTWOM

�(x)by = cxy (H 2 M; y 2 n

'

);

OPREDELQET PREDSTAWLENIE ALGEBRY M, INDUCIROWANNOE WESOM '. iNWOL@CIQ

]

) : bH

]

�

c

H

�

OPREDELQET W

b

A STRUKTURU OBOB]�ENNOJ GILXBERTOWOJ ALGEBRY [8].

pUSTX S| ZAMYKANIE W H OTOBRAVENIQ

]

) I S = J�

1=2

| POLQRNOE RAZLOVENIE

S (J | ANTILINEJNAQ IZOMETRIQ W H, A � | MODULQRNYJ OPERATOR). ~EREZ

� = f�

t

g

t2R

OBOZNA^IM GRUPPU MODULQRNYH AWTOMORFIZMOW ALGEBRYM [18].

pOPOLNENIE PROSTRANSTWA m

sa

'

PO NORME

kxk

'

= inff'(x

1

+ x

2

) : x = x

1

� x

2

; x

i

2 m

+

'

g (1)

REALIZUETSQ W WIDE WE]ESTWENNOGO BANAHOWA PROSTRANSTWA L

1

(')

sa

\RMITOWYH

BILINEJNYH FORM (B.F.), ZADANNYH NA PLOTNOM W H LINEALE WESA

D

'

= ff 2 H : 9� > 0 8x 2 M

+

(hxf; fi � �'(x))g:

|TOT KLASS B.F. OPISYWAETSQ SLEDU@]IM OPREDELENIEM.

oPREDELENIE 1. |RMITOWA B.F. a, ZADANNAQ NA LINEALE D

'

, NAZYWAETSQ IN-

TEGRIRUEMOJ OTNOSITELXNO ', ESLI SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) �

m

sa

'

, NAZYWAEMAQ OPREDELQ@]EJ, TAKAQ, ^TO

(i) a(f; g) = lim

n

hx

n

f; gi (f; g 2 D

'

),

(ii) kx

n

� x

m

k

'

! 0 (n;m!1).

wELI^INU '(a) � lim

n

'(x

n

) ESTESTWENNO NAZWATX OVIDANIEM BILINEJNOJ FORMY

a OTNOSITELXNO WESA '.

pRIWED�ENNOE OPREDELENIE KORREKTNO: lim

n

'(x

n

) SU]ESTWUET I NE ZAWISIT OT

WYBORA OPREDELQ@]EJ POSLEDOWATELXNOSTI. |TOT FAKT NE TRIWIALEN; ON QWLQ-

ETSQ NEPOSREDSTWENNYM SLEDSTWIEM OSNOWNOGO REZULXTATA TEORII PROSTRANSTWA

L

1

(') [5].

tEOREMA 1. kAVDYJ TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES ' NA ALGEBRE

nEJMANA OBLADAET SWOJSTWOM: lim

n

kx

n

k

'

= 0, KOLX SKORO (x

n

) � m

sa

'

| OPRE-

DELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ NULEWOJ B.F.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 1, PRIWED�ENNOE W [5], OPIRALOSX NA TEORI@ sIGALA

[17]. zDESX MY PREDLOVIM DOKAZATELXSTWO, OSNOWANNOE NA TEHNIKE OBOB]�ENNYH

GILXBERTOWYH ALGEBR.

pREDLOVENIE 1. pUSTX  | NORMALXNOE SOSTOQNIE NA ALGEBRE nEJMANAM,

I POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) �M

sa

TAKOWA, ^TO

(i) hx

n

f; fi ! 0 (n!1) DLQ L@BOGO f 2 D

 

,

(ii) kx

n

� x

m

k

 

! 0 (n;m!1).
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tOGDA  (x

n

)! 0 (n!1).

dOKAZATELXSTWO. pEREHODQ, ESLI NUVNO, K REDUCIROWANNOJ ALGEBRE nEJMA-

NA, MOVNO PREDPOLOVITX, I MY PREDPOLOVIM, ^TO SOSTOQNIE  TO^NO. pUSTX

(�

 

;H

 

) | PREDSTAWLENIE, INDUCIROWANNOE SOSTOQNIEM  ; b ) : M ! H

 

|

KANONI^ESKOE WLOVENIE. wEKTOR �

0

=

b

1 | BICIKLI^ESKIJ DLQ ALGEBRY �

 

(M)

I, SLEDOWATELXNO, KAVDOE NORMALXNYE SOSTOQNIE ! NA ALGEBRE �

 

(M) QWLQET-

SQ WEKTORNYM, T. E. SU]ESTWUET PREDSTAWLENIE WIDA ! = !

�

� h(�)�; �i PRI

NEKOTOROM � 2 H

 

(SM. [11], GL. III, x1, P. 4). pUSTX

 =

1

X

j=1

h(�)f

j

; f

j

i (f

j

2 H;

X

j

kf

j

k

2

< +1);

I PUSTX �

0

; �

1

; �

2

; : : : | WEKTORY IZ H

 

, OPREDEL�ENNYE USLOWIQMI

 = h�

 

(�)�

0

; �

0

i; h(�)f

j

; f

j

i = !

�

j

(�

 

(�)) (j = 1; 2; : : : ):

wSE WEKTORY �

0

; �

1

; �

2

; : : : QWLQ@TSQ, KAK NETRUDNO WIDETX, OGRANI^ENNYMI SPRA-

WA \LEMENTAMI OTNOSITELXNO OBOB]�ENNOJ GILXBERTOWOJ ALGEBRY

c

M(� H

 

).

pUSTX �

0

(�

j

) | OPERATORY IZ �

 

(M)

0

, OPREDEL�ENNYE RAWENSTWAMI:

�

0

(�

j

)bx = �

 

(x)�

j

(x 2 M; j = 0; 1; 2; : : : ):

rASSMOTRIM OTOBRAVENIE hAAGERUPA � : M ! �

 

(M)

0

�

DLQ NA[EJ FORMY  

(SM. [13]). tOGDA

�(x)(�

0

(�

j

)

�

�

0

(�

j

)) = h�

0

(�

j

)

�

�

0

(�

j

)bx;

b

1i = h�

0

(�

j

)bx; �

0

(�

j

)

b

1i

= h�

 

(x)�

j

; �

j

i (x 2 M; j = 0; 1; 2; : : : ):

pOLOVIM x

0

n

=

n

P

j=1

�

0

(�

j

)

�

�

0

(�

j

) (2 �

 

(M)

0

). dLQ L@BOGO x 2 M:

hx

0

n

bx; bxi =

n

X

j=1

h�

 

(x)

�

�

 

(x)�

j

; �

j

i =

n

X

j=1

hx

�

xf

j

; f

j

i �  (x

�

x) = hbx; bxi:

sLEDOWATELXNO, 0 � x

0

n

� 1 (n = 1; 2; : : : ). nETRUDNO WIDETX TAKVE, ^TO

lim

n

hx

0

n

bx;

b

1i = lim

n

n

X

j=1

hxf

j

; f

j

i =  (x):

tAK KAK

c

M PLOTNO W H

 

, POSLEDOWATELXNOSTX x

0

n

ULXTRASLABO SHODITSQ K 1.

pUSTX TEPERX FUNKCIONAL F IZ �

 

(M)

0

�

QWLQETSQ PREDELOM PO NORME POSLEDO-

WATELXNOSTI FUNKCIONALOW �(x

n

), KOTORAQ SHODITSQ W SILU USLOWIQ (ii) NA[EGO

PREDLOVENIQ. tOGDA, S U^�ETOM USLOWIQ (i), IMEEM:

F (x

0

m

) = lim

n

�(x

n

)(x

0

m

) = lim

n

m

X

j=1

h�

 

(x

n

)�

j

; �

j

i =

m

X

j=1

lim

n

hx

n

f

j

; f

j

i = 0:
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sLEDOWATELXNO, F (1) = lim

m

F (H

0

m

) = 0. nAKONEC,

lim

n

 (x

n

) = lim

n

h�

 

(x

n

)�

0

; �

0

i = lim

n

�(x

n

)(1) = F (1) = 0:

pREDLOVENIE DOKAZANO.

iZ DOKAZANNOGO PREDLOVENIQ SLEDUET LEMMA 3 RABOTY [5], A IZ NE�E| TEOREMA

1 [5].

pROSTRANSTWO L

1

(') WSEH (NE OBQZATELXNO \RMITOWYH) B.F., INTEGRIRUEMYH

OTNOSITELXNO ', MY WWED�EM KAK KOMPLEKSIFIKACI@ PROSTRANSTWA L

1

(')

sa

, SNAB-

V�ENNU@ NORMOJ

kak

'

= lim k�(x

n

+ i y

n

)k (a 2 L

1

('));

GDE H

n

(SOOTWETSTWENNO U

n

) | OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ \RMITO-

WOJ (SOOTWETSTWENNO KOSO\RMITOWOJ) ^ASTI B.F. a, a � : m

'

! �(M)

0

�

| UVE

UPOMINAW[EESQ OTOBRAVENIE hAAGERUPA [13]:

�(y

�

x)(x

0

) = hx

0

bx; byi (x; y 2 n

'

; x

0

2 �(M)

0

):

oTMETIM, ^TO FUNKCIQ x ! k�(x)k (x 2 m

'

) OPREDELQET NA m

'

NORMU, SOWPA-

DA@]U@ NA m

sa

'

S NORMOJ (1).

x2. dWOJSTWENNAQ HARAKTERIZACIQ PROSTRANSTWA L

1

(')

pRIWED�ENNAQ WY[E KONSTRUKCIQ PROSTRANSTWA L

1

(') QWLQETSQ OBOB]ENIEM

NA WESA IZWESTNOJ KONSTRUKCII sIGALA PROSTRANSTWA L

1

(� ), ASSOCIIROWANNOGO S

TO^NYM NORMALXNYM POLUKONE^NYM SLEDOM � . iZWESTNA DWOJSTWENNAQ HARAKTE-

RIZACIQ PROSTRANSTWA L

1

(� ) [11]: KAK BANAHOWO PROSTRANSTWO, L

1

(� ) IZOMETRI-

^ESKI IZOMORFNO PROSTRANSTWU M

�

WSEH ULXTRASLABO NEPRERYWNYH LINEJNYH

FUNKCIONALOW NA ALGEBREM. aNALOGI^NYJ REZULXTAT IMEET MESTO I DLQ SLU-

^AQ WESA.

tEOREMA 2. eSLI '| TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE nEJ-

MANA M, TO L

1

(') IZOMETRI^ESKI IZOMORFNO PROSTRANSTWU M

�

.

dOKAZATELXSTWO. uSTANOWIM SNA^ALA, ^TO �(m

'

) = f�(x) : x 2 m

'

g PLOTNO W

�(M)

0

�

. dLQ \TOGO DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO OPERATOR H

0

2 �(M)

0

QWLQETSQ

NULEWYM, KOLX SKORO �(x)(x

0

) = 0 (x 2 m

'

). dEJSTWITELXNO, W \TOM SLU^AE

hx

0

by; bzi = �(z

�

y)(x

0

) = 0 (y; z 2 A);

A TAK KAKb) OSU]ESTWLQET PLOTNOE WLOVENIE A W H, TO x

0

= 0. dALEE, OTOBRA-

VENIE � : m

'

! �(M)

0

�

, PRODOLVAETSQ DO IZOMETRI^ESKOGO WLOVENIQ L

1

(') !

�(M)

0

�

, A TAK KAK �(m

'

) PLOTNO W �(M)

0

�

, TO OTS@DA SLEDUET, ^TO L

1

(') IZO-

METRI^ESKI IZOMORFNO �(M)

0

�

. oSTA�ETSQ WSPOMNITX, ^TO PRI KANONI^ESKOM

PREDSTAWLENII � ALGEBRA �(M)

0

ANTIIZOMORFNA, KAK ALGEBRA nEJMANA, ALGEBRE

�(M). tEOREMA DOKAZANA.
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bUDEM ^EREZ 
 : L

1

(') ! M

�

, OBOZNA^ATX IZOMORFIZM, OPREDEL�ENNYJ KON-

STRUKCIEJ TEOREMY 2. nA PROSTRANSTWE m

'

, KAK PLOTNOJ ^ASTI L

1

('), ON OPRE-

DEL�EN RAWENSTWOM:


(x)(u) = �(x)(J�(u

�

)J) (u 2 M; x 2 m

'

) (2)

(ZDESX OPERATOR x 2 m

'

MY OTOVDESTWLQEM S B.F. hx(�); (�)i NAD

'

; W DALXNEJ[EM

\TOGO MY OSOBO UVE NE OGOWARIWAEM).

oTMETIM E]�E ODNU POLEZNU@ FORMULU, POZWOLQ@]U@ WY^ISLQTX ZNA^ENIE

INTEGRIRUEMOJ B.F. NA LINEALE WESA ^EREZ IZOMORFIZM 
.

pREDLOVENIE 2. dLQ WSQKOJ B.F. a 2 L

1

('):

a(f; f) = 
(a) � �

�1

(J�

0

(�

f

)

�

�

0

(�

f

)J) (f 2 D

'

);

1

GDE �

f

(2 H) | OGRANI^ENNYJ SPRAWA \LEMENT OTNOSITELXNO OBOB]�ENNOJ GILX-

BERTOWOJ ALGEBRY A, OPREDEL�ENNYJ USLOWIEM: hxf; fi = h�(x)�

f

; �

f

i (x 2 M).

dOKAZATELXSTWO. uTWERVDENIE, O^EWIDNO, DOSTATO^NO DOKAZATX DLQ SLU^AQ,

KOGDA B.F. a OPREDELENA OPERATOROM IZ m

'

WIDA x = z

�

y (y; z 2 n

'

). pUSTX

OGRANI^ENNYJ SPRAWA \LEMENT �

f

TAKOW, ^TO

hxf; fi = h�(x)�

f

; �

f

i (x 2 M; f 2 D

'

)

(SM. [8], PREDLOVENIE 2.14). tOGDA W SILU (2):


(z

�

y) � �

�1

(J�

0

(�

f

)

�

�

0

(�

f

)J) = �(z

�

y)(�

0

(�

f

)

�

�

0

(�

f

))

= h�

0

(�

f

)by; �

0

(�

f

)bzi = h�(y)�

f

; �(z)�

f

i

= h�(z

�

y)�

f

; �

f

i = hz

�

yf; fi (f 2 D

'

):

pREDLOVENIE DOKAZANO.

mY POKAVEM DALEE, ^TO IZOMORFIZM 
 SOGLASUETSQ S PORQDKOWYMI SWOJST-

WAMI PROSTRANSTW L

1

(') IM

�

. pRI \TOM KONUS POLOVITELXNYH B.F. W L

1

(')

ZADA�ETSQ ESTESTWENNYM OBRAZOM: L

1

(')

+

= fa 2 L

1

(') : a(f; f) � 0 (f 2 D

'

)g.

~EREZM

sa

�

; (M

+

�

) BUDEM OBOZNA^ATX KLASS WSEH \RMITOWYH (SOOTWETSTWENNO PO-

LOVITELXNYH) FUNKCIONALOW IZM

�

.

tEOREMA 3. pUSTX a 2 L

1

(').

(i) a 2 L

1

(')

sa

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA 
(a) 2 M

sa

�

,

(ii) a 2 L

1

(')

+

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA 
(a) 2 M

+

�

.

oTMETIM SRAZU, ^TO DOSTATO^NOSTX USLOWIJ TEOREMY QWLQETSQ NEPOSREDST-

WENNYM SLEDSTWIEM PREDLOVENIQ 2. ~TOBY DOKAZATX NEOBHODIMOSTX USLOWIJ,

NAM PONADOBITSQ NEKOTORAQ PODGOTOWKA. uSLOWIMSQ NAZYWATX ALGEBRU nEJMANA

M, DEJSTWU@]U@ W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H, STANDARTNOJ PO OTNO[E-

NI@ K TO^NOMU NORMALXNOMU POLUKONE^NOMU WESU ' NA M, ESLI SU]ESTWUET

OBOB]�ENNAQ GILXBERTOWA ALGEBRA A � H (A PLOTNO W H I WEKTORNYE OPERACII

W A WZQTY IZ H) TAKAQ, ^TO �(A) = n

'

\ n

�

'

I

'(x) =

�

k�k

2

; ESLI 9� 2 A (x = �(�)

�

�(�));

+1 W PROTIWNOM SLU^AE

(x 2 M

+

):
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lEMMA 1. uSLOWIQ TEOREMY 3 NEOBHODIMY DLQ STANDARTNOJ ALGEBRY nEJMA-

NA.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX a 2 L

1

(')

sa

(SOOTWETSTWENNO a 2 L

1

(')

+

). iZ PRED-

LOVENIQ 2 SLEDUET, ^TO \RMITOWYM (SOOTWETSTWENNO POLOVITELXNYM) QWLQETSQ

OGRANI^ENIE FUNKCIONALA 
(a) NA m

'

= �(A

2

). pUSTX x

i

2 �(A)

+

(i 2 I)

| WOZRASTA@]EE SEMEJSTWO OPERATOROW TAKOE, ^TO x

i

! 1 ULXTRASLABO (SM.

[9], LEMMA 2.3). dLQ L@BOGO x 2 M

sa

(SOOTWETSTWENNO x 2 M

+

) OPERATORY

x

i

xx

i

2 m

sa

'

(SOOTWETSTWENNO x

i

xx

i

2 m

+

'

). bOLEE TOGO, x

i

Hx

i

! x ULXTRASILX-

NO. w SILU ULXTRASLABOJ NEPRERYWNOSTI FUNKCIONALA 
(a) IMEEM, NAPR., W

SLU^AE a 2 L

1

(')

sa

:


(a)(x) = lim

i


(a)(x

i

xx

i

) = lim

i


(a)(x

i

xx

i

) = 
(a)(x) (x 2 M

sa

):

tAKIM OBRAZOM, 
(a) 2 M

sa

�

. lEMMA DOKAZANA.

lEMMA 2. pUSTX '| TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE nEJ-

MANA M, DEJSTWU@]EJ W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H. pUSTX a 2 L

1

(') I

 | NORMALXNOE SOSTOQNIE NA M TAKOE, ^TO  � '. pUSTX  =

1

P

i=1

h(�)f

i

; f

i

i

NAM. tOGDA RQD

1

P

i=1

a(f

i

; f

i

) SHODITSQ ABSOL@TNO.

dOKAZATELXSTWO. pOLOVIM !

i

= h(�)f

i

; f

i

i NA M, I PUSTX �

i

| OGRANI^EN-

NYE SPRAWA \LEMENTY OTNOSITELXNO OBOB]�ENNOJ GILXBERTOWOJ ALGEBRY

b

A. TA-

KIE, ^TO  = h�(�)�

0

; �

0

i; !

i

= h�(�)�

i

; �

i

i (i = 1; 2; : : : ). w SILU RASSUVDE-

NIJ, PROWODIW[IHSQ PRI DOKAZATELXSTWE PREDLOVENIQ 1, POSLEDOWATELXNOSTX

n

P

i=1

�

0

(�

i

)

�

�

0

(�

i

) (n = 1; 2; : : : ) ULXTRASLABO SHODITSQ K OPERATORU �

0

(�

0

)

�

�

0

(�

0

).

s U^�ETOM PREDLOVENIQ 2 IMEEM;


(a) � �

�1

(J�

0

(�

0

)

�

�

0

(�

0

)J) = lim

n


(a) � �

�1

�

J(

n

X

i=1

�

0

(�

i

)

�

�

0

(�

i

))J

�

= lim

n

n

X

i=1

a(f

i

; f

i

) =

1

X

i=1

a(f

i

; f

i

): (3)

lEMMA DOKAZANA.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 3. nAM OSTALOSX DOKAZATX NEOBHODIMOSTX USLOWIJ

TEOREMY. pUSTX a 2 L

1

('). oBOZNA^IM ^EREZ a

�

BILINEJNU@ FORMU W PRO-

STRANSTWE PREDSTAWLENIQ, ZADANNU@ NA LINEALE WESA ' � �

�1

(SM. [5]):

a

�

(�; �) = 
(a) � �

�1

(J�

0

(�)

�

�

0

(�)J) (� 2 D

'��

�1 ):

w SILU PREDLOVENIQ 2 a

�

2 L

1

(' � �

�1

)

sa

(SOOTWETSTWENNO a

�

2 L

1

(' � �

�1

)

+

)

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA a 2 L

1

(')

sa

(SOOTWETSTWENNO a 2 L

1

(')

+

). tEPERX

OSTA�ETSQ WOSPOLXZOWATXSQ LEMMOJ 1 I SOOTNO[ENIEM (3). tEOREMA DOKAZANA.

sLEDSTWIE. eSLI a 2 L

1

(')

+

, TO '(a) � 0.

oTMETIM, ^TO UTWERVDENIE SLEDSTWIQ NIKAK NE USMATRIWAETSQ IZ OPREDELE-

NIQ 1. uTWERVDENIE NETRIWIALXNO I DLQ SLU^AQ SLEDA: SOOTWETSTWU@]IJ FAKT

OTNESEN sIGALOM K OSNOWNYM REZULXTATAM EGO TEORII (SM. [17], TEOREMA 12).



I. k teorii integrirowaniq w algebrah operatorow 13

x3. iNTEGRIRUEMYE BILINEJNYE FORMY I OPERATORY

kAK IZWESTNO, PROSTRANSTWO L

1

(� ), ASSOCIIROWANNOE S TO^NYM NORMALXNYM

POLUKONE^NYM SLEDOM � , SODERVATELXNO OPISYWAETSQ OPERATORAMI. iNTERESNO

WYQSNITX, KOGDA INTEGRIRUEMYE B.F. W NA[EJ SHEME SWODQTSQ K OPERATORAM?

nIVE MY DADIM OTWET NA POSTAWLENNYJ WOPROS. zAJM�EMSQ NEOBHODIMOJ PODGO-

TOWKOJ K \TOMU.

pUSTX M

�

| PODALGEBRA nEJMANA ALGEBRY M, SOSTOQ]AQ IZ OPERATOROW

INWARIANTNYH OTNOSITELXNO GRUPPY MODULQRNYH AWTOMORFIZMOW � = f�

t

g

t2R

.

eSLI x

n

| OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ B.F. a 2 L

1

(')

sa

, TO POSLE-

DOWATELXNOSTX �

t

(x

n

) TAKVE QWLQETSQ OPREDELQ@]EJ DLQ NEKOTOROJ \RMITOWOJ

B.F., KOTORU@ MY OBOZNA^IM �

t

(a). pO LINEJNOSTI OPREDELENIE �

t

(a) RASPRO-

STRANQETSQ NA B.F. a 2 L

1

(').

oPREDELENIE 2. bILINEJNU@ FORMU a 2 L

1

(') NAZOW�EM �-INWARIANTNOJ, ES-

LI �

t

(a) = a (t 2 R). ~EREZ L

1

(')

�

OBOZNA^IM KLASS WSEH �-INWARIANTNYH

B. F.

lEMMA 3. pUSTX a 2 L

1

('). tOGDA


(�

t

(a))(x) = 
(a)(�

t

(x)) (t 2 R; x 2 M): (4)

w ^ASTNOSTI, a 2 L

1

(')

�

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA


(a)(�

t

(x)) = 
(a)(x) (t 2 R; x 2 M):

dOKAZATELXSTWO. sOOTNO[ENIE (4) DOSTATO^NO USTANOWITX DLQ B.F. a, OPRE-

DELQEMOJ OPERATOROM WIDA z

�

y (y; z 2 n

'

). w \TOM SLU^AE DLQ L@BOGO x 2 M

IMEEM

2

:


(�

t

(z

�

y))(x) = hJ�(x

�

)J

[

�

t

(y);

[

�

t

(z)i = hJ�(x

�

)J�

i t

by;�

i t

bzi

= h�

� i t

J�(x

�

)J�

i t

by; bzi = hJ�

� i t

�(x

�

)�

i t

Jby; bzi

= hJ�(�

�t

(x

�

))Jby; bzi = hJ�(�

t

(x)

�

)Jby; bzi

= �(z

�

y)(J�(�

t

(x)

�

)J) = 
(z

�

y)(�

t

(x)):

sLEDSTWIE. L

1

(')

�

ESTX ZAMKNUTOE PODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWA L

1

(').

lEMMA 4. eSLI x 2 M

�

\ A (GDE A = n

'

\ n

�

'

), To �

1=2

bH = bH . eSLI, KROME

TOGO, x = x

�

, TO Jbx = bx.

dOKAZATELXSTWO. dLQ OPERATORA x 2 M

�

:

bx =

[

�

t

(x) = �

i t

bH (t 2 R):

tAK KAK x 2 D(�

1=2

), FUNKCIQ t ! �

i t

bH (t 2 R) PRODOLVAETSQ DO FUNKCII

� ! �

i�

bH (�

1

2

� Im � � 0), ANALITI^ESKOJ W POLOSE �

1

2

< Im � < 0 I

NEPRERYWNOJ W ZAMKNUTOJ POLOSE �

1

2

� Im � � 0 (SM. [14], LEMMA 3.2). w
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SILU SWOJSTWA EDINSTWENNOSTI ANALITI^ESKIH FUNKCIJ MY IMEEM: �

1=2

bH =

�

i(�

i

2

)

bH = bx. eSLI, KROME TOGO, x = x

�

, TO

Jbx = J

c

x

�

= JSbx = JJ�

1=2

bH = �

1=2

bH = bx:

lEMMA DOKAZANA.

pUSTX k � 0 | SAMOSOPRQV�ENNYJ OPERATOR, PRISOEDIN�ENNYJ K ALGEBREM

�

.

~EREZ ' ? k OBOZNA^IM REGULQRIZOWANNYJ W SMYSLE pEDERSENA I tAKESAKI [14]

WES NA ALGEBRE nEJMANAM:

' ? k(x) � lim

"!0+

'(k

"

1=2

xk

"

1=2

) (x 2 M

+

);

GDE k

"

= k(1+"k)

�1

(" > 0). w SLU^AE, KOGDA '?k(1) <1, \TOT WES PO LINEJNOS-

TI PRODOLVAETSQ DO NORMALXNOGO SOSTOQNIQ NA M, I MY PI[EM:

' ? k 2 M

�

. dALEE, ESLI D

'

� D(k

1=2

), TO ^EREZ e � k OBOZNA^IM B.F., OPRE-

DEL�ENNU@ RAWENSTWOM

e � k(f; g) = hk

1=2

f; k

1=2

gi (f; g 2 D

'

):

tEOREMA 4. pUSTX k � 0 | SAMOSOPRQV�ENNYJ OPERATOR, PRISOEDIN�ENNYJ K

M

�

I ' ? k 2 M

�

. tOGDA D

'

� D(k

1=2

) I e � k 2 L

1

(')

�

. oBRATNO, ESLI B.F.

a 2 L

1

(')

�

POLOVITELXNA, TO SU]ESTWUET I OPREDEL�EN ODNOZNA^NO SAMOSO-

PRQV�ENNYJ OPERATOR k � 0, PRISOEDIN�ENNYJ KM

�

TAKOJ, ^TO a = e � k. pRI

\TOM 
(a) = ' ? k.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX '?k 2 M

�

I p

k

(�) | SPEKTRALXNAQ PROEKTORNAQ MERA

DLQ OPERATORA k. dLQ f 2 D

'

WYBEREM � > 0 TAK, ^TOBY !

f

(�) = h(�)f; fi �

�'(�). tOGDA

Z

n

0

�hp

k

(d�)f; fi = !

f

�

Z

n

0

�p

k

(d�)

�

� �'

�

Z

n

0

�p

k

(d�)

�

� �' ? k(1) < +1:

sLEDOWATELXNO, f 2 D(k

1=2

). iZ PRIWED�ENNOJ WYKLADKI SLEDUET TAKVE, ^TO

�

Z

n

0

�p

k

(d�)

�

n2N

| OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ POLOVITELXNOJ

B. F. e � k, TAK ^TO e � k 2 L

1

(')

�

.

oBRATNO, ESLI a 2 L

1

(')

�

| POLOVITELXNAQ B.F., TO NORMALXNOE SOSTOQNIE


(a) QWLQETSQ �-INWARIANTNYM, I PO TEOREME rADONA-nIKODIMA ([14], TEOREMA

5.12) SU]ESTWUET I OPREDEL�EN ODNOZNA^NO SAMOSOPRQV�ENNYJ OPERATOR k � 0,

PRISOEDIN�ENNYJ K ALGEBREM

�

, TAKOJ, ^TO


(a) = ' ? k: (5)

s DRUGOJ STORONY, POSLEDOWATELXNOSTX k

1=n

= k(1 +

1

n

k)

�1

(n 2 N) QWLQETSQ

OPREDELQ@]EJ DLQ INTEGRIRUEMOJ B.F. e � k. s U^�ETOM LEMMY 4 MY IMEEM DLQ
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L@BOGO x 2 M

+

:


(e � k) = lim

n


(k

1=n

)(x) = lim

n

hJ�(x)J

d

k

1=2

1=n

;

d

k

1=2

1=n

i

= lim

n

h�(x)

d

k

1=2

1=n

;

d

k

1=2

1=n

i = lim

n

'(k

1=2

1=n

xk

1=2

1=n

) (6)

= ' ? k(x):

tAKIM OBRAZOM, 
(e�k) = '?k. sOPOSTAWLQQ \TO S (5), POLU^AEM: a = e�k. nAM

OSTALOSX USTANOWITX EDINSTWENNOSTX OPERATORA k, OBLADA@]EGO SWOJSTWOM: a =

e � k. dEJSTWITELXNO, PUSTX l � 0 | E]�E ODIN SAMOSOPRQV�ENNYJ OPERATOR,

PRISOEDIN�ENNYJ K ALGEBREM

�

I OBLADA@]IJ SWOJSTWOM: a = e � l. pOKAVEM

SNA^ALA, ^TO ' ? l 2 M

�

. dLQ L@BOGO n 2 N IZ NERAWENSTWA e � l

1=n

� e � l

SLEDUET, ^TO 
(e � l

1=n

) � 
(e � l) = 
(a). tEPERX MY IMEEM:

' ? l(1) = lim

n

'(l

1=n

) = lim

n


(l

1=n

)(1) � 
(a)(1) < +1:

iTAK, '? l 2 M

�

. pOWTORQQ TEPERX WYKLADKU (6) DLQ OPERATORA l, MY POLU^IM:


(a)(x) = 
(e � l)(x) = ' ? l(x) (x 2 M

+

):

w SILU OTME^ENNOJ WY[E EDINSTWENNOSTI OPERATORA k, FIGURIRU@]EGO W (5),

l = k. tEOREMA DOKAZANA.

sLEDSTWIE. pUSTX � | TO^NYJ NORMALXNYJ, POLUKONE^NYJ SLED NA ALGEBRE

nEJMANA M. sAMOSOPRQV�ENNYJ, OPERATOR k � 0, PRISOEDIN�ENNYJ, K ALGEBRE

M, INTEGRIRUEM PO sIGALU [17] TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA e � k 2 L

1

(� ).

pOKAVEM TEPERX, ^TO SOOTWETSTWIE MEVDU NEOTRICATELXNYMI SAMOSOPRQV<N-

NYMI OPERATORAMI, PRISOEDIN�ENNYMI KM

�

, I INTEGRIRUEMYMI B.F., SOGLASU-

ETSQ SO STRUKTURAMI PORQDKA W UKAZANNYH MNOVESTWAH (PRI \TOM STRUKTURA

PORQDKA W MNOVESTWE NEOTRICATELXNYH SAMOSOPRQV�ENNYH OPERATOROW (WOZMOV-

NO, NEOGRANI^ENNYH) OPREDELQETSQ W SOOTWETSTWII S [14]: k � l, ESLI k

"

� l

"

DLQ NEKOTOROGO (I ZNA^IT DLQ WSEH) " > 0, GDE, KAK OBY^NO, k

"

= k(1 + "k)

�1

).

pREDLOVENIE 3. pUSTX k; l � 0 | SAMOSOPRQV�ENNYE OPERATORY, PRISO-

EDIN�ENNYE K M

�

, PRI^�EM ' ? k;' ? l 2 M

�

. nERAWENSTWO l � k SPRAWEDLIWO

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA e � l � e � k.

dOKAZATELXSTWO. eSLI l � k, TO e � l � e � k O^EWIDNYM OBRAZOM. oBRATNO,

PUSTX e� l � e�k. pUSTX h � 0 | SAMOSOPRQV�ENNYJ OPERATOR, PRISOEDIN�ENNYJ

KM

�

, PRI^�EM

e � k � e � l = e � h (7)

(OPERATOR h SU]ESTWUET W SILU TEOREMY 4). lINEAL

D = ff 2 H : sup

"

h(l

"

+ h

"

)f; fi < +1g
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OB_EMLET D

'

I, SLEDOWATELXNO, PLOTEN W H. w SILU LEMMY 7.9 [14] SU]ESTWUET

SAMOSOPRQV�ENNYJ OPERATOR

e

k � 0 TAKOJ, ^TO l

"

+ h

"

%

e

k; D = D(

e

k

1=2

). tAK

KAK l

"

; h

"

2 M

�

, OPERATOR

e

k PRISOEDIN�EN KM

�

. w SILU RAWENSTWA

kl

1=2

fk

2

+ kh

1=2

fk

2

= k

e

k

1=2

fk

2

(f 2 D

'

)

IMEEM: e�

e

k�e�l = e�h. sOPOSTAWLQQ \TO RAWENSTWO S (7), POLU^AEM: e�

e

k = e�k.

w SILU TEOREMY 4:

e

k = k. oSTALOSX POKAZATX, ^TO l �

e

k. dEJSTWITELXNO,

D(

e

k

1=2

) = D � ff 2 H : sup

"

hl

"

f; fi < +1g = D(l

1=2

);

kl

1=2

fk

2

= sup

"

kl

"

1=2

fk

2

� sup

"

[kl

"

1=2

fk

2

+ kh

"

1=2

fk

2

]

= k

e

k

1=2

fk

2

(f 2 D(

e

k

1=2

)):

w SILU ZAME^ANIQ, SDELANNOGO NA STR. 62 RABOTY [14], NA[E PREDLOVENIE DOKA-

ZANO.

lEMMA 5. pUSTXM | ALGEBRA nEJMANA S BICIKLI^ESKIM WEKTOROM f I ! =

h(�)f; fi. pUSTX k; l � 0 | | SAMOSOPRQV�ENNYE OPERATORY, PRISOEDIN�ENNYE K

M, PRI^�EM f 2 D(k

1=2

) \D(l

1=2

) I k

1=2

f = l

1=2

f . tOGDA e � k = e � l (2 L

1

(!)).

dOKAZATELXSTWO. nETRUDNO WIDETX, ^TO D

!

=M

0

f � D(k

1=2

)\D(l

1=2

). dALEE,

POSLEDOWATELXNOSTI

Z

n

0

�p

k

(d�);

Z

n

0

�p

l

(d�) (n 2 N) QWLQ@TSQ k � k

!

-FUNDAMEN-

TALXNYMI, PRI^�EM DLQ L@BOGO g 2 D

!

:

��

Z

n

0

�p

k

(d�)

�

g; g

�

=

Z

n

0

�hp

k

(d�)g; gi ! e � k(g; g);

��

Z

n

0

�p

l

(d�)

�

g; g

�

! e � l(g; g) (n!1):

tAKIM OBRAZOM, e � k; e � l 2 L

1

(!). nAKONEC, DLQ L@BOGO H

0

2 M

0

:

e � k(x

0

f; x

0

f) = hk

1=2

x

0

f; k

1=2

x

0

fi = h(x

0�

x

0

)k

1=2

f; k

1=2

fi

= h(x

0�

x

0

)l

1=2

f; l

1=2

fi = e � l(x

0

f; x

0

f):

lEMMA DOKAZANA.

zAME^ANIE. oKAZYWAETSQ, ^TO DAVE W SLU^AE ALGEBR nEJMANA S WEKTORNYMI SO-

STOQNIQMI, OPREDELQEMYMI BICIKLI^ESKIMI WEKTORAMI, SOOTWETSTWIE k ! e�k

MEVDU NEOTRICATELXNYMI SAMOSOPRQV�ENNYMI OPERATORAMI, PRISOEDIN�ENNYMI

K ALGEBRE I INTEGRIRUEMYMI B.F., MOVET OKAZATXSQ NE IN_EKTIWNYM. pO\TOMU

OPISANIE L

1

(') W TERMINAH B.F. NOSIT PRINCIPIALXNYJ HARAKTER. dLQ OBOSNO-

WANIQ SKAZANNOGO WOSPOLXZUEMSQ LEMMOJ 5.5 RABOTY pERDRIZE [15]. w SOOTWET-

STWII S \TOJ LEMMOJ SU]ESTWU@T DWA RAZLI^NYH SAMOSOPRQV�ENNYH OPERATORA

k; l � 0, PRISOEDIN�ENNYH K ALGEBRE nEJMANA M S BICIKLI^ESKIM WEKTOROM f ,

PRI^�EM k

1=2

f = l

1=2

f (6= 0). oSTA�ETSQ U^ESTX LEMMU 5.
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x4. uSLOWNOE OVIDANIE W KLASSE INTEGRIRUEMYH

BILINEJNYH FORM I TEOREMA fUBINI

zDESX NAMI WWEDENO I IZU^ENO PONQTIE USLOWNOGO OVIDANIQ PRIMENITELXNO

K KLASSU INTEGRIRUEMYH (OTNOSITELXNO TO^NOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO

WESA) BILINEJNYH FORM. pOKAZANO, ^TO \TO PONQTIE QWLQETSQ ESTESTWENNYM

RASPROSTRANENIEM IZWESTNOGO PONQTIQ USLOWNOGO OVIDANIQ, KAK OTOBRAVENIQ

ALGEBRY nEJMANA NA SWO@ PODALGEBRU. zDESX VE PRIWED�EN NEKOMMUTATIWNYJ

ANALOG TEOREMY fUBINI DLQ WESOW.

pUSTX ' | TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE nEJMANAM.

rEALIZACIQ PROSTRANSTWA L

1

(') W WIDE PROSTRANSTWA M

�

ULXTRASLABO NEPRE-

RYWNYH LINEJNYH FUNKCIONALOW NA ALGEBREM POZWOLQET PO-NOWOMU WZGLQNUTX

NA IZWESTNOE PONQTIE USLOWNOGO OVIDANIQ W ALGEBRAH OPERATOROW [1], [19]. nA-

[EJ CELX@ QWLQETSQ OPREDELENIE USLOWNOGO OVIDANIQ NA KLASSE WSEH INTEGRIRU-

EMYH B.F. I USTANOWLENIE SWQZI \TOGO PONQTIQ S PONQTIEM USLOWNOGO OVIDANIQ,

KAK OTOBRAVENIQ ALGEBRY nEJMANA NA SWO@ PODALGEBRU.

pUSTX N | PODALGEBRA nEJMANA ALGEBRYM TAKAQ, ^TO '

0

= 'jN

+

QWLQETSQ

POLUKONE^NYM WESOM NA N . pUSTX


 : L

1

(')!M

�

; 


0

: L

1

('

0

)! N

�

| KANONI^ESKIE IZOMORFIZMY. uSLOWIMSQ SNABVATX NULEWYM INDEKSOM IZWEST-

NYE OB_EKTY, KANONI^ESKI SWQZANNYE S '

0

: �

0

; �

0

;H

0

; J

0

I T. P.

pREDLOVENIE 4. sU]ESTWUET I ODNOZNA^NO OPREDELENO USLOWIEM


(a)(x) = 


0

(Ea)(x) (x 2 N ; a 2 L

1

(')) (8)

OTOBRAVENIE E : L

1

(') ! L

1

('

0

). pRI \TOM

E1. E | LINEJNAQ S@R_EKCIQ;

E2. E POLOVITELXNO I TO^NO;

E3. kEk = 1;

E4. '

0

(Ea) = '(a) (a 2 L

1

('));

E5. ESLI a

n

% a (n = 1; 2; : : : ) W L

1

(')

+

, TO Ea

n

% ea.

(sIMWOL a

n

% a OZNA^AET, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX a

n

NE UBYWAET I supa

n

=

a 2 L

1

(')

+

W SMYSLE PORQDKA, OPREDELQEMOGO KONUSOM L

1

(')

+

.)

dOKAZATELXSTWO. pUSTX B.F. a 2 L

1

(') PROIZWOLXNA. tOGDA FUNKCIONAL


(a) 2 M

�

QWLQETSQ ULXTRASLABO NEPRERYWNYM FUNKCIONALOM I NA PODALGEBRE

N . sLEDOWATELXNO, 
(a) 2 N

�

. pUSTX Ea (2 L

1

('

0

)) | B.F., QWLQ@]AQSQ PROOB-

RAZOM FUNKCIONALA 
(a) 2 N

�

OTNOSITELXNO OTOBRAVENIQ 


0

: L

1

(') ! N

�

.

tEM SAMYM OPREDELENO OTOBRAVENIE E : L

1

(') ! L

1

('

0

), UDOWLETWORQ@]EE

USLOWI@ (8). tAK KAK 


0

| IZOMORFIZM, TO TREBOWANIEM (8) OTOBRAVENIE E

OPREDELENO ODNOZNA^NO. pROWERIM TEPERX WYPOLNENIE SWOJSTW e1 { e5. sWOJ-

STWA e1 { e4 SLEDU@T NEPOSREDSTWENNO IZ (8). pROWERIM e5. pUSTX A

n

% a

W L

1

(')

+

. tOGDA POSLEDOWATELXNOSTX 
(a

n

) NE UBYWAET I OGRANI^ENA SWERHU

FUNKCIONALOM 
(a). w SILU SLABOJ SEKWENCIALXNOJ POLNOTY M

�

(SM. [16])
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SU]ESTWUET B.F. b 2 L

1

(')

+

TAKAQ, ^TO 
(a

n

) ! 
(b) (n ! 1). tAK KAK

IZOMORFIZM 
 SOHRANQET PORQDKOWYE SWOJSTWA KONUSOW L

1

(')

+

I M

+

�

(SM. TE-

OREMU 3), MY IMEEM a = b. sLEDOWATELXNO, 
(a)(x) = lim

n


(a

n

)(H ) (x 2 M).

pOSLEDOWATELXNOSTX Ea

n

TAKVE NE UBYWAET I OGRANI^ENA SWERHU BILINEJNOJ

FORMOJ Ea 2 L

1

('

0

)

+

. sLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET B.F. c 2 L

1

('

0

)

+

TAKAQ, ^TO

c = supEa

n

; 


0

(c)(x) = lim

n




0

(Ea

n

)(x) (x 2 N ). dLQ L@BOGO x 2 N IMEEM,

TAKIM OBRAZOM,


(a)(x) = lim

n


(a

n

)(x) = lim

n




0

(Ea

n

)(x) = 


0

(c)(x);

OTKUDA c = Ea. pREDLOVENIE DOKAZANO.

tEPERX MY WWED�EM OPREDELENIE USLOWNOGO OVIDANIQ. w SU]NOSTI, NAM OSTA-

LOSX TOLXKO POSTULIROWATX ANALOG TREBOWANIQ IDEMPOTENTNOSTI USLOWNOGO

OVIDANIQ, T. K. OSTALXNYE OSNOWNYE TREBOWANIQ, PRED_QWLQEMYE K \TOMU PO-

NQTI@, NAMI UVE POLU^ENY W PREDLOVENII 4.

oPREDELENIE 3. oTOBRAVENIE E : L

1

(')! L

1

('

0

) NAZOW�EM USLOWNYM OVIDA-

NIEM, ESLI \TO OTOBRAVENIE UDOWLETWORQET USLOWIQM (8) I

Ex = x (x 2 m

'

0

): (9)

zAME^ANIE. pUSTX N

1

| E]�E ODNA PODALGEBRA nEJMANA ALGEBRY M TAKAQ,

^TO N � N

1

� M, I PUSTX '

1

= 'jN

+

1

POLUKONE^EN. sPRAWEDLIWO SLEDU@-

]EE SWOJSTWO TRANZITIWNOSTI USLOWNOGO OVIDANIQ: KOMMUTATIWNAQ DIAGRAMMA

USLOWNYH OVIDANIJ

L

1

(')

E

����! L

1

('

0

)

E

1

?

?

y

%

E

2

L

1

('

1

)

IMEET MESTO, KOLX SKORO OPREDELENY USLOWNYE OVIDANIQ E

1

I E

2

, LIBO E I E

1

.

pUSTX B.F. a 2 L

1

('

0

). ~EREZ ea, USLOWIMSQ OBOZNA^ATX E�E OGRANI^ENIE NA

LINEAL D

'

(� D

'

0

):

ea(f; g) = a(f; g) (f; g 2 D

'

):

lEMMA 6. pUSTX a 2 L

1

('

0

). tOGDA ea 2 L

1

('), PRI^�EM keak

'

� kak

'

0

.

dOKAZATELXSTWO. uSTANOWIM SNA^ALA NERAWENSTWO

k�(x)k � k�

0

(x)k (x 2 m

'

0

): (10)

pUSTX p | ORTOGONALXNYJ PROEKTOR W H NA PODPROSTRANSTWO H

0

, QWLQ@]EE-

SQ ZAMYKANIEM

d

n

'

0

. nETRUDNO WIDETX, ^TO DLQ L@BOGO x

0

2 �(M)

0

OPERATOR

(px

0

jH

0

) 2 �

0

(N )

0

. dLQ L@BYH y; z 2 n

'

0

IMEEM

k�(y

�

z)k = supf jhx

0

bz; byij : x

0

2 �(M)

0

; kx

0

k = 1g

= supf jh(px

0

jH

0

)bz; byij : x

0

2 �(M)

0

; kx

0

k = 1g

� supf jhx

0

bz; byij : x

0

2 �

0

(N )

0

; kx

0

k = 1g

= k�

0

(y

�

z)k:
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dALEE, PUSTX H

n

| OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ B.F. a 2 L

1

('

0

)

sa

.

qSNO, ^TO x

n

UDOWLETWORQET USLOWI@ ea(f; f) = lim

n

hx

n

f; fi (f 2 D

'

). kROME

TOGO,

kx

n

� x

m

k

'

= k�(x

n

� x

m

)k � k�

0

(x

n

� x

m

)k = kx

n

� x

m

k

'

0

! 0;

TAK ^TO x

n

QWLQETSQ OPREDELQ@]EJ POSLEDOWATELXNOSTX@ DLQ B.F. ea. tAKIM

OBRAZOM, ea 2 L

1

(')

sa

, I UTWERVDENIE TEPERX SRAZU SLEDUET IZ OPREDELENIQL

1

(')

I NERAWENSTWA (10).

lEMMA 7. eSLI E : L

1

(')! L

1

('

0

) | USLOWNOE OVIDANIE, TO

(i) Eea = a (a 2 L

1

('

0

));

(ii) OTOBRAVENIE e) : L

1

('

0

) ! L

1

(') ESTX IZOMETRI^ESKIJ IZOMORFIZM

L

1

('

0

) NA ZAMKNUTOE PODPROSTRANSTWO L

1

e(') BANAHOWA PROSTRANSTWA

L

1

(').

dOKAZATELXSTWO. uTWERVDENIE (i) DOSTATO^NO DOKAZATX DLQ B.F. a 2 L

1

('

0

)

sa

.

eSLI x

n

(2 m

sa

'

0

) | OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ a, TO PO LEMME 6 ONA

VE | OPREDELQ@]AQ DLQ B.F. ea 2 L

1

('

0

)

sa

. w SILU e3 x

n

| OPREDELQ@]AQ

POSLEDOWATELXNOSTX DLQ B.F. Eea. sLEDOWATELXNO, Eea = a. uTWERVDENIE (ii)

SPRAWEDLIWO W SILU SLEDU@]EJ WYKLADKI, WERNOJ DLQ L@BOJ B.F. a 2 L

1

('

0

):

keak

'

� kak

'

0

= kEeak

'

0

� keak

'

:

lEMMA DOKAZANA.

pEREJD�EM TEPERX K USTANOWLENI@ SWQZI USLOWNOGO OVIDANIQ W SMYSLE OPRE-

DELENIQ 3 S PONQTIEM USLOWNOGO OVIDANIQ, KAK OTOBRAVENIQ ALGEBRY nEJMANA

NA SWO@ PODALGEBRU. dLQ TOGO, ^TOBY OTLI^ATX POSLEDNEE (TRADICIONNOE) PO-

NQTIE USLOWNOGO OVIDANIQ OT NA[EGO, PRIMEM E]�E ODNO OPREDELENIE (SM. [19]).

oPREDELENIE 4. pUSTX N | PODALGEBRA nEJMANA ALGEBRY M I ' | TO^-

NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA N , PRI^�EM WES '

0

= 'jN

+

POLUKONE^EN

NA N . oTOBRAVENIE " :M ! N NAZOW�EM OGRANI^ENNYM USLOWNYM OVIDANIEM

OTNOSITELXNO ', ESLI

"1. " | LINEJNAQ S@R_EKCIQ, "

2

= ";

"2. " POLOVITELXNO I TO^NO;

"3. k"k = 1;

"4. '

0

("(x)) = '(x) (x 2 m

+

'

);

"5. " ULXTRASLABO NEPRERYWNO.

oTMETIM, ^TO ESLI OGRANI^ENNOE USLOWNOE OVIDANIE " SU]ESTWUET, TO ONO

EDINSTWENNO I OBLADAET TAKVE SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:

"6. "(yx) = y"(x) (x 2 M; y 2 N );

"7. "(x)

�

"(x) � "(x

�

x) (x 2 M).

tOMIQMA POKAZAL [20], ^TO SWOJSTWA "6, "7 I POLOVITELXNOSTX " WYPOLNQ@TSQ

DLQ L@BOJ LINEJNOJ PROEKCII NORMY 1 C

�

-ALGEBRY NA SWO@ C

�

-PODALGEBRU.

pOKAVEM EDINSTWENNOSTX USLOWNOGO OVIDANIQ. pUSTX "

1

:M!N | E]�E ODNO
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OTOBRAVENIE, UDOWLETWORQ@]EE USLOWIQM OPREDELENIQ 4. dLQ L@BOGO x 2 m

'

MY IMEEM:

'(["(x) � "

1

(x)]

�

["(x) � "

1

(x)]) = '(["(x) � "

1

(x)]

�

"(x) � ["(x) � "

1

(x)]

�

"

1

(x))

= '("(["(x) � "

1

(x)]

�

x)) � '("

1

(["(x) � "

1

(x)]

�

x))

= '(["(x) � "

1

(x)]

�

x) � '(["(x) � "

1

(x)]

�

x) = 0:

tAK KAK ' TO^EN, TO OTS@DA SLEDUET, ^TO "(x) = "

1

(x) (x 2 m

'

). iZ SWOJSTWA "5

S U^�ETOM ULXTRASLABOJ PLOTNOSTI m

'

WM TEPERX SLEDUET, ^TO " = "

1

.

tEOREMA 5. pUSTX N | PODALGEBRA nEJMANA ALGEBRY M, ' | TO^NYJ NOR-

MALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA M I '

0

= 'jN

+

| POLUKONE^NYJ WES. tOGDA

SLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) SU]ESTWUET USLOWNOE OVIDANIE E : L

1

(')! L

1

('

0

);

(ii) SU]ESTWUET OGRANI^ENNOE USLOWNOE OVIDANIE " :M!N OTNOSITELX-

NO '.

pRI \TOM OGRANI^ENIE Ejm

'

USLOWNOGO OVIDANIQ E NA ALGEBRU m

'

SOW-

PADAET S "jm

'

| OGRANI^ENIEM NA TU VE ALGEBRU OGRANI^ENNOGO USLOWNOGO

OVIDANIQ ".

lEMMA 8. eSLI SETX x

i

2 m

+

'

(i 2 I) WOZRASTAET K 1, TO ' = sup

i2I

[
(x

i

)](�)

NA m

+

'

.

dOKAZATELXSTWO. lEMMA SPRAWEDLIWA W SILU WYKLADKI, WERNOJ DLQ L@BOGO

x 2 A:

'(x

�

x) = kbxk

2

= kJbxk

2

= sup

i

h�(x

i

)Jbx; Jbxi = sup

i

�(x

i

)(J�(x

�

x)J)

= [sup

i


(x

i

)](x

�

x): �

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 5. (i) ) (ii). pUSTX E : L

1

(') ! L

1

('

0

) I

e) : L

1

('

0

) ! L

1

e(') | IZOMETRIQ, RASSMOTRENNAQ W LEMME 7. pRI FIKSIRO-

WANNOM x 2 M FUNKCIONAL F

x

(a) � 
(ea)(x) (a 2 L

1

('

0

)) LINEEN NA L

1

('

0

),

PRI^�EM DLQ L@BOGO a 2 L

1

('

0

) IMEEM

jF

x

(a)j � k
(ea)k kxk = kxk keak

'

= kxk kak

'

0

:

wSPOMINAQ, ^TO 


0

OSU]ESTWLQET IZOMETRI^ESKIJ IZOMORFIZM BANAHOWA PRO-

STRANSTWA L

1

('

0

) NA N

�

, ZAKL@^AEM, ^TO SU]ESTWUET I OPREDEL�EN ODNOZNA^-

NO \LEMENT "(x) 2 N TAKOJ, ^TO F

x

(a) = 


0

(a)("(x)) (a 2 L

1

('

0

)), PRI^�EM

k"(x)k � kxk. oTOBRAVENIE " :M! N , OPREDEL�ENNOE TAKIM OBRAZOM, O^EWID-

NO, LINEJNO. eSLI, W ^ASTNOSTI, x 2 N , TO W SILU RAWENSTW


(ea)(x) = 


0

(Eea)(x) = 


0

(a)(x) (a 2 L

1

('

0

))

MY IMEEM "(x) = x. tAKIM OBRAZOM, SWOJSTWA "1 I "3 USTANOWLENY. uSTANOWIM

"4. wOZXM�EM WOZRASTA@]U@ K 1 SETX x

i

2 m

+

'

0

(i 2 I). w SILU LEMMY 8 IMEEM

DLQ L@BOGO x 2 m

+

'

:

'(x) = sup

i


(x

i

)(x) = sup

i


(ex

i

)(x) = sup

i




0

(x

i

)("(x)) = '

0

("(x)):
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uSTANOWIM "5. pUSTX x 2 M PROIZWOLEN I SETX x

i

! x ULXTRASLABO. dLQ

PROIZWOLXNOGO FUNKCIONALA F 2 N

�

PUSTX B.F. a 2 L

1

('

0

) TAKOWA, ^TO F =




0

(a). tOGDA

F ("(x

i

)) = 


0

(a)("(x

i

)) = 
(ea)(x

i

)! 
(ea)(x) = 


0

(a)("(x)) = F ("(x)):

iTAK, " | ULXTRASLABO NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE. oSTALOSX USTANOWITX "2.

dOSTATO^NO USTANOWITX TO^NOSTX (SM. ZAME^ANIE POSLE OPREDELENIQ 4). pUSTX

PRI NEKOTOROM x 2 M

+

: "(x) = 0. dLQ L@BOGO y 2 n

'

0

: y

�

xy 2 m

+

'

. sLEDOWA-

TELXNO,

'(y

�

xy) = '("(y

�

xy)) = '(y

�

"(x)y) = 0:

tAK KAK ' TO^EN, OTS@DA SLEDUET, ^TO y

�

xy = 0. pUSTX SETX y

i

2 n

sa

'

0

SILXNO

SHODITSQ K 1. tOGDA y

i

xy

i

! x SLABO. oTS@DA H = 0.

(ii) ) (i). pUSTX OPREDELENO OGRANI^ENNOE USLOWNOE OVIDANIE " :M ! N .

oTMETIM, ^TO

�

0

(x)p = �(x)p; (11)

GDE p | ORTOPROEKTOR NA PODPROSTRANSTWO H

0

� H, I

pbx =

d

"(x) (x 2 A): (12)

pOSLEDNEE RAWENSTWO SLEDUET IZ WYKLADKI, WERNOJ DLQ L@BOGO y 2 A

0

(= n

'

0

\ n

�

'

0

):

hpbx; byi = hbx; byi = '(y

�

x) = '("(y

�

x)) = '(y

�

"(x)) = h

d

"(x); byi:

nESKOLXKO NIVE MY USTANOWIM RAWENSTWO:

J

0

p = Jp = pJ; (13)

A TEPERX ZAWER[IM DOKAZATELXSTWO TEOREMY, POLXZUQSX RAWENSTWAMI (11) { (13).

dLQ \TOGO RASSMOTRIM OTOBRAVENIE E, ODNOZNA^NO OPREDEL�ENNOE RAWENSTWOM

(8). w ^ASTNOSTI,


(y

�

x)(z) = 


0

(E(y

�

x))(z) (H ; U 2 A; z 2 A

0

): (14)

s DRUGOJ STORONY, DLQ L@BYH z 2 A

0

; x; y 2 A, IMEEM




0

("(y

�

x))(z) = hbz; J

0

"(

d

y

�

x)i = h"(

d

y

�

x); Jbzi = h

d

y

�

x; pJbzi

= h

d

y

�

x; Jpbzi = hbz; J(

d

y

�

x)i

= 
(y

�

x)(z):

sOPOSTAWLQQ \TO RAWENSTWO S (14) I U^ITYWAQ ULXTRASLABU@ PLOTNOSTX W N

MNOGOOBRAZIQ A

0

, IMEEM




0

(E(y

�

x))(z) = 


0

("(y

�

x))(z) (x; y 2 A):
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sLEDOWATELXNO, E(y

�

x) = "(y

�

x) (H ; U 2 A), TAK ^TO Ejm

'

= "jm

'

. iTAK, NAM

OSTALOSX USTANOWITX RAWENSTWO (13). pUSTX S (SOOTWETSTWENNO S

0

) | ZAMYKA-

NIE ANTILINEJNOGO OTOBRAVENIQ bx !

c

x

�

(x 2 A) W PROSTRANSTWE H (SOOTWET-

STWENNO OTOBRAVENIQ bx !

c

x

�

(x 2 A

0

) W H

0

) I S = J�

1=2

; S

0

= J

0

�

1=2

0

| Ix

POLQRNYE RAZLOVENIQ. pOKAVEM, ^TO OPERATOR S KOMMUTIRUET S p. dLQ L@BOGO

x 2 A IMEEM

pSbx = pbx

�

=

d

"(x)

�

= S

d

"(x) = Spbx = S

0

pbx:

pUSTX TEPERX � 2 D(S) PROIZWOLEN I POSLEDOWATELXNOSTX x

n

2 A TAKOWA, ^TO

cx

n

! �; Scx

n

! S�. tOGDA pcx

n

! p�; S(pcx

n

) = pScx

n

! pS�, TAK ^TO p� 2 D(S)

I Sp� = pS�. tAKIM OBRAZOM, Sp � pS. pO\TOMU S OPERATOROM p KOMMUTIRU@T

I KOMPONENTY J I �

1=2

POLQRNOGO RAZLOVENIQ S. w ^ASTNOSTI, OTS@DA SLEDUET

WTOROE RAWENSTWO W (13). oBRATIM TEPERX WNIMANIE NA TO, ^TO OPERATOR S

0

QWLQETSQ OGRANI^ENIEM S NA H

0

. oTS@DA BEZ TRUDA SLEDUET, ^TO �

0

p = �p, I

POTOMU J

0

p = Jp. tEOREMA DOKAZANA.

sLEDSTWIE. pUSTX E : L

1

(') ! L

1

('

0

) | USLOWNOE OVIDANIE I " | SOOT-

WETSTWU@]EE OGRANI^ENNOE USLOWNOE OVIDANIE. eSLI (H

n

) | OPREDELQ@]AQ

POSLEDOWATELXNOSTX DLQ B.F. a 2 L

1

(')

sa

, TO "(x

n

) | OPREDELQ@]AQ DLQ B. F.

Ea 2 L

1

('

0

)

sa

.

zAJM�EMSQ TEPERX ANALOGOM TEOREMY fUBINI DLQ NA[EJ SHEMY INTEGRIRO-

WANIQ. sOOTWETSTWU@]AQ TEHNIKA IDEJNO SWQZANA S RASSMOTRENNYM PONQTIEM

USLOWNOGO OVIDANIQ. pUSTX M

i

(i = 1; 2) | ALGEBRY nEJMANA S TO^NYMI

NORMALXNYMI POLUKONE^NYMI WESAMI '

i

, H

i

| GILXBERTOWY PROSTRANSTWA, W

KOTORYH DEJSTWU@T ALGEBRYM

i

. ~EREZ '

1


 '

2

OBOZNA^IM TENZORNOE PROIZWE-

DENIE \TIH WESOW W SMYSLE OPREDELENIQ 1.1.3 [10]. tAKIM OBRAZOM, '

1


'

2

ESTX

EDINSTWENNYJ TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE M

1


 M

2

,

OPREDEL�ENNYJ USLOWIQMI:

(i) x

i

2 m

'

i

WLE^�ET x

1


 x

2

2 m

'

1


'

2

I ('

1


 '

2

)(x

1


 x

2

) = '

1

(x

1

)'

2

(x

2

);

(ii) �

'

1


'

2

t

= �

'

1

t


 �

'

2

t

(t 2 R).

pUSTX A;H; �; J; 
 (A

i

;H

i

; �

i

; J

i

; 


i

(i = 1; 2)) | KANONI^ESKIE OB_EKTY, OPRE-

DELQEMYE WESOM '

1


 '

2

(SOOTWETSTWENNO WESOM '

i

(i = 1; 2)). tOGDA (SM. [10],

[19])

H = H

1


 H

2

; � = �

1


 �

2

; J = J

1


 J

2

: (15)

tEOREMA 6. sU]ESTWUET EDINSTWENNAQ PARA TO^NYH POLOVITELXNYH LINEJ-

NYH S@R_EKCIJ E

i

: L

1

('

1


 '

2

)! L

1

('

i

) S NORMOJ 1 TAKIH, ^TO

E

1

(x

1


 x

2

) = '

2

(x

2

)x

1

; E

2

(x

1


 x

2

) = '

1

(x

1

)x

2

(x

i

2 m

'

i

; i = 1; 2):

pRI \TOM '

1


 '

2

(a) = '

1

(E

1

a) = '

2

(E

2

a) (a 2 L

1

('

1


 '

2

)).

lEMMA 9. mNOVESTWO \LEMENTOW WIDA x

1


x

2

(x

i

2 m

'

i

) POROVDAET LINEAL,

PLOTNYJ W BANAHOWOM PROSTRANSTWE L

1

('

1


 '

2

), PRI^�EM


(x

1


 x

2

)(y

1


 y

2

) = 


1

(x

1

)(y

1

) � 


2

(x

2

)(y

2

) (x

i

2 m

'

i

; y

i

2 M

i

): (16)
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dOKAZATELXSTWO. pOKAVEM, ^TO y = 0 (y 2 M

1


 M

2

), KOLX SKORO


(x

1


 x

2

)(y) = 0 DLQ WSEH x

i

2 m

'

i

(i = 1; 2). dEJSTWITELXNO, W \TOM SLU-

^AE


(u

�

1

z

1


 u

�

2

z

2

)(y) = hJ�(y

�

)J

\

z

1


 z

2

;

\

u

1


 u

2

i

= hJ�(y

�

)J( bz

1


 bz

2

);cu

1


cu

2

i (u

i

; z

i

2 m

'

i

; i = 1; 2):

tAK KAK H = H

1


 H

2

I

b

A

i

PLOTNY W H

i

(i = 1; 2), TO J�(y

�

)J = 0, A ZNA^IT I

y = 0. rAWENSTWO (16), O^EWIDNO, DOSTATO^NO USTANOWITX DLQ \LEMENTOW x

i

WIDA

x

i

= u

�

i

z

i

(u

i

; z

i

2 A

i

). s U^�ETOM (15) IMEEM


(u

�

1

z

1


 u

�

2

z

2

)(y

1


 y

2

) = hJ�(y

�

1


 y

�

2

)J

\

z

1


 z

2

;

\

u

1


 u

2

i

= h(J

1

�

1

(y

�

1

)J

1

) 
 (J

2

�

2

(y

�

2

)J

2

)( bz

1


 bz

2

);cu

1


cu

2

i

=

2

Y

j=1

hJ

j

�

j

(y

�

j

)J

j

bz

j

; bu

j

i =

2

Y

j=1




j

(u

�

j

z

j

)(y

j

):

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 6. dLQ a 2 L

1

('

1


 '

2

) I y 2 M POLOVIM

F

a

(y) = 
(a)(y 
 1

H

2

). pOSKOLXKU SOOTWETSTWIE y  ! y 
 1

H

2

OPREDELQET

IZOMORFIZM ALGEBR nEJMANAM

1

IM

1


 C

H

2

, TO F

a

QWLQETSQ ULXTRASLABO NE-

PRERYWNYM LINEJNYM FUNKCIONALOM NA M

1

. wSPOMINAQ, ^TO 


1

OSU]ESTWLQ-

ET IZOMETRI^ESKIJ IZOMORFIZM L

1

('

1

) NA (M

1

)

�

, ZAKL@^AEM O SU]ESTWOWANII

EDINSTWENNOJ B.F. E

1

a 2 L

1

('

1

) TAKOJ, ^TO

F

a

(y) = 


1

(E

1

a)(y) (y 2 M

1

):

oTOBRAVENIE E

1

: L

1

('

1


'

2

)! L

1

('

1

), OPREDEL�ENNOE \TIM RAWENSTWOM, OBLADA-

ET, O^EWIDNO, SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI: E

1

| LINEJNAQ POLOVITELXNAQ TO^NAQ

S@R_EKCIQ NORMY 1. kROME TOGO,

'

1


 '

2

(a) = '

1

(E

1

a) (a 2 L

1

('

1


 '

2

)); (17)

E

1

(x

1


 x

2

) = '

2

(x

2

)x

1

(x

i

2 m

'

i

(i = 1; 2)): (18)

dEJSTWITELXNO, DLQ L@BOJ B.F. a 2 L

1

('

1


 '

2

) IMEEM

'

1


 '

2

(a) = 
(a)(1

H

1


 1

H

2

) = 


1

(E

1

a)(1

H

1

) = '

1

(E

1

a):

sWOJSTWO (18) WYTEKAET IZ SLEDU@]EJ WYKLADKI, SPRAWEDLIWOJ W SILU (16) DLQ

L@BYH x

i

2 m

'

i

(i = 1; 2) I y 2 M

1

:




1

(E

1

(x

1


 x

2

))(y) = 
(x

1


 x

2

)(y 
 1

H

2

) = 


1

(x

1

)(y) � 


2

(x

2

)(1

H

2

)

= 


1

('

2

(x

2

)x

1

)(y):

eDINSTWENNOSTX OTOBRAVENIQ E

1

S UKAZANNYMI SWOJSTWAMI ESTX SLEDSTWIE PLOT-

NOSTI W PROSTRANSTWE L

1

('

1


 '

2

) LINEALA, POROVD�ENNOGO \LEMENTAMI WIDA

x

1


 x

2

(x

i

2 m

'

i

). aNALOGI^NYE RASSUVDENIQ SPRAWEDLIWY DLQ OTOBRAVENIQ

E

2

. tEOREMA DOKAZANA.
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x5. zAKL@^ENIE

w ZAKL@^ENIE STATXI OBSUDIM WOPROS O WKL@^ENII PROSTRANSTWA INTEGRI-

RUEMYH B.F. L

1

(') W TRADICIONNU@ TROJKU fL

1

; L

2

; L

1

g, A TAKVE KOSN�EMSQ

FENOMENOLOGII INTEGRIRUEMYH B.F. I SDELAEM RQD BIBLIOGRAFI^ESKIH PRIME-

^ANIJ, IME@]IH OTNO[ENIE K OBSUVDAEMOJ PROBLEME.

pUSTX, KAK OBY^NO, ' | TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES, ZADANNYJ

NA ALGEBRE nEJMANAM, DEJSTWU@]EJ W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE n . kAK IZ-

WESTNO, ANALOGAMI SU]ESTWENNO OGRANI^ENNYH IZMERIMYH FUNKCIJ QWLQ@TSQ W

DANNOM SLU^AE OPERATORY IZ ALGEBRYM. iH MOVNO REALIZOWATX OGRANI^ENNY-

MI B.F., ZADANNYMI NA LINEALE WESAD

'

. kAVDOMU OPERATORU x 2 M SOPOSTAWIM

OGRANI^ENNU@ B.F. H (�; �), ZADANNU@ NA D

'

: x(f; g) � hxf; gi (f; g 2 D

'

). pO-

LOVIM PO OPREDELENI@ kH (�; �)k

1

= kxk (x 2 M). pRIWED�ENNAQ KONSTRUKCIQ

DOSTAWLQET NAM SODERVATELXNOE OPISANIE PROSTRANSTWA L

1

('). kAK BANAHOWO

PROSTRANSTWO, L

1

(') IZOMETRI^ESKI IZOMORFNO PROSTRANSTWUM. |TO DWOJST-

WENNOE OPISANIE UVE NE ZAWISIT OT KONKRETNOJ REALIZACIIW

�

-ALGEBRYM, KAK

ALGEBRY nEJMANA. oTMETIM TAKVE, ^TO \TOT FAKT SOGLASUETSQ S IZWESTNYM W

TRADICIONNOJ TEORII IZOMORFIZMOM PROSTRANSTWA L

1

S SOPRQV�ENNYM K L

1

:

L

1

(')

�

' (M

�

)

�

' M ' L

1

('). kROME TOGO, KAK NETRUDNO WIDETX, L

1

(') \

L

1

(') PLOTNO W L

1

(').

pEREJD�EM K PROSTRANSTWU L

2

('). L

2

-METRIKOJ OTNOSITELXNO TO^NOGO NOR-

MALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA ' QWLQETSQ METRIKA, OPREDELQEMAQ SKALQRNYM

PROIZWEDENIEM fx; yg ! '(y

�

x) (x; y 2 n

'

). pOPOLNENIE LEWOGO IDEALA n

'

PO

\TOJ METRIKE PRIWODIT K GILXBERTOWU PROSTRANSTWU H PREDSTAWLENIQ ALGEB-

RY M, INDUCIROWANNOMU WESOM '. pROSTRANSTWO H NE ZAWISIT OT REALIZACII

W

�

-ALGEBRYM, KAK ALGEBRY nEJMANA. |TO DA�ET NAM DWOJSTWENNOE OPISANIE

ISKOMOGO PROSTRANSTWA L

2

('). mOVET BYTX PREDLOVENO I SODERVATELXNOE OPI-

SANIE L

2

(') W TERMINAH B.F., ZADANNYH NA LINEALE WESA. iMENNO, B.F. a, ZADAN-

NAQ NAD

'

, PRINADLEVIT L

2

('), ESLI SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � n

'

TAKAQ, ^TO

(i) a(f; g) = lim

n

hx

n

f; gi (f; g 2 D

'

),

(ii) '((x

n

� x

m

)

�

(x

n

� x

m

))! 0 (n;m!1).

rAZW�ERNUTAQ TEORIQ PROSTRANSTWA L

2

(') OBLADAET WAVNYMI SPECIFI^ESKIMI

OSOBENNOSTQMI, OPREDELQ@]IMI E�E WPOLNE SAMOSTOQTELXNOE ZNA^ENIE. |TA TE-

ORIQ BUDET IZLOVENA W OTDELXNOJ PUBLIKACII.

tEORIQ ALGEBR OPERATOROW QWLQETSQ W NASTOQ]EE WREMQ ODNIM IZ OSNOWNYH

MATEMATI^ESKIH INSTRUMENTOW, ISPOLXZUEMYH W OB]EJ TEORII POLEJ I ^ASTIC.

oSNOWNYMI OB_EKTAMI, SWQZANNYMI S FIZI^ESKOJ SISTEMOJ, QWLQ@TSQ NABL@-

DAEMYE I SOSTOQNIQ. rASPROSTRAN�ENNYMI MODELQMI SISTEM QWLQ@TSQ MODELI,

OSNOWANNYE NA TEORII ALGEBR nEJMANA.

oDNIM IZ METODOLOGI^ESKIH PRIEMOW ISSLEDOWANIQ SISTEMY QWLQETSQ OGRA-

NI^ENIE \TOJ SISTEMY. nAPRIMER, RASSMATRIWA@T ALGEBRY OGRANI^ENNYH OPE-

RATOROW, POROVD�ENNYE OSNOWNYMI (\POIMENOWANNYMI") PEREMENNYMI. e]�E OD-

NO OGRANI^ENIE MOVNO SWQZATX S NALI^IEM APRIORNOJ DOMINIRU@]EJ MERY ':

W NA[EM KONTEKSTE | \TO TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE

nEJMANA. nALI^IE TAKOJ MERY WYDELQET KLASS SOSTOQNIJ, DOPUSTIMYH DLQ
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SISTEMY: \TO NORMALXNYE SOSTOQNIQ, MAVORIRUEMYE S TO^NOSTX@ DO SKALQR-

NOGO MNOVITELQ WESOM '. rEALIZACIQ ALGEBRY KAK ALGEBRY, DEJSTWU@]EJ W

GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE PREDSTAWLENIQ, INDUCIROWANNOGO WESOM, POZWOLQET

REALIZOWATX WSE NORMALXNYE SOSTOQNIQ WEKTORNYMI SOSTOQNIQMI. w ^ASTNOS-

TI, DOPUSTIMYE SOSTOQNIQ OPISYWA@TSQ EDINI^NYMI WEKTORAMI IZ LINEALA

WESA D

'

.

oB]EIZWESTNY TRUDNOSTI, KOTORYE WOZNIKA@T PRI WWEDENII NEOGRANI^EN-

NYH NABL@DAEMYH. oNI STOLX SERX�EZNY, ^TO MATEMATI^ESKIJ FORMALIZM PONQ-

TIQ NEOGRANI^ENNOJ NABL@DAEMOJ DO SIH POR NE USTANOWILSQ. iDEQ WKL@^ENIQ

PONQTIQ B.F. W MATEMATI^ESKIJ FORMALIZM KWANTOWYH SISTEM NE NOWA. tRUD-

NOSTI, KOTORYE SOPUTSTWU@T TAKOMU WKL@^ENI@, SWQZANY S OTSUTSTWIEM SPEK-

TRALXNOJ TEOREMY DLQ B.F. |TO UVE DELAET NEWOZMOVNYM POSLEDOWATELXNOE

RAZWITIE IS^ISLENIQ WEROQTNOSTEJ DLQ NABL@DAEMYH. wOZMOVNOSTI, KOTORYE

OTKRYWA@TSQ W SWQZI S NALI^IEM TEORII INTEGRIROWANIQ DLQ B.F., E]�E PODLE-

VAT IZU^ENI@. fENOMENOLOGI^ESKIJ ASPEKT TEORII INTEGRIRUEMYH B.F. | \TO

TEORIQ SREDNIH ZNA^ENIJ (OVIDANIJ) NABL@DAEMYH. dLQ INTEGRIRUEMOJ B.F.

a WELI^IY a(f; f) | cyTX SREDNIE ZNA^ENIQ SOOTWETSTWU@]EJ NABL@DAEMOJ W

DOPUSTIMYH SOSTOQNIQH h(�)f; fi (f 2 D

'

; kfk = 1). kAK I W TRADICIONNOJ

FENOMENOLOGII, NABL@DAEMAQ ZADANA, ESLI IZWESTNY WSE E�E SREDNIE ZNA^ENIQ

W DOPUSTIMYH SOSTOQNIQH. dWOJSTWENNOE OPISANIE PROSTRANSTWA INTEGRIRUE-

MYH B.F. KAK PROSTRANSTWA, PREDDWOJSTWENNOGO K ALGEBRE, TAKVE SOGLASUETSQ

S DWOJSTWENNOJ ROLX@ NABL@DAEMYH I SOSTOQNIJ W TRADICIONNOJ FENOMENOLO-

GII. oTMETIM TAKVE SMYSL WYDELENIQ KLASSA DOPUSTIMYH SOSTOQNIJ UKAZAN-

NYM WY[E SPOSOBOM: WSE NABL@DAEMYE, OBLADA@]IE OVIDANIEM OTNOSITELXNO

DOMINIRU@]EJ MERY ', OBLADA@T OVIDANIEM W L@BOM IZ DOPUSTIMYH SOSTOQ-

NIJ.

sDELAEM W ZAKL@^ENIE PRIME^ANIQ, IME@]IE OTNO[ENIE K ISTORII OBSUV-

DAEMOJ W DANNOJ STATXE PROBLEMY. iDEQ WKL@^ENIQ PONQTIQ B.F. W OSNOWNOJ

APPARAT OB]EJ TEORII INTEGRIROWANIQ W ALGEBRAH OPERATOROW, PO-WIDIMOMU,

WPERWYE WYDWINUTA W RABOTE [2]. zADA^A SODERVATELXNOGO OPISANIQ NEKOMMU-

TATIWNOGO ANALOGA PROSTRANSTWA L

1

DLQ SLU^AQ ALGEBRY WSEH OGRANI^ENNYH

OPERATOROW BYLA RE[ENA W RABOTE [3]. dLQ NORMALXNYH SOSTOQNIJ NA ALGEBRE

nEJMANA SOOTWETSTWU@]AQ ZADA^A RE[ENA W 1972 G. [4]

3

). nEZAWISIMO POPYTKA

POSTROENIQ NEKOMMUTATIWNOGO ANALOGA PROSTRANSTWA L

1

, ASSOCIIROWANNOGO S

WESOM, BYLA PREDPRINQTA QPONSKIM MATEMATIKOM iNOU [12]. mETOD iNOU OSNO-

WAN NA IDEE PERENESENIQ NA WESA SIGALOWSKOJ NORMY

x! supfj� (yx)j : kyk � 1; y 2 m

�

g (x 2 m

�

):

w SLU^AE TO^NOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA ' DLQ \TOGO NEOBHODIMO SU-

ZITX m

'

TAK, ^TOBY SOOTWETSTWU@]EE WYRAVENIE IMELO SMYSL. |TOMU TRE-

BOWANI@ OTWE^AET W SLU^AE STANDARTNOJ ALGEBRY nEJMANA MNOGOOBRAZIE `

'

=

�(B

2

), GDE B | MODULQRNAQ GILXBERTOWA ALGEBRA, \KWIWALENTNAQ SOOTWETSTWU-

@]EJ OBOB]�ENNOJ GILXBERTOWOJ ALGEBRE A. tOGDA FUNKCIQ

x! supfj'(yx)j : kyk � 1; y 2 `

'

g (x 2 `

'

) (19)

QWLQETSQ NORMOJ NA `

'

, I MOVNO RASSMOTRETX POPOLNENIE `

'

PO \TOJ NORME. oD-

NAKO, iNOU NE ZANIMALSQ ZADA^EJ SODERVATELXNOGO OPISANIQ SWOEGO PROSTRAN-
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STWA L

1

; ONO U NEGO SOSTOIT PROSTO IZ FUNDAMENTALXNYH POSLEDOWATELXNOSTEJ

OPERATOROW IZ `

'

OTNOSITELXNO NORMY (19).
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pRIME^ANIQ

1

dLQ OGRANI^ENNOGO SPRAWA \LEMENTA � 2 H OGRANI^ENNYJ OPERATOR �

0

(�) ODNOZNA^NO OPRE-

DEL�EN RAWENSTWOM: �

0

(�)bx = �(x)� (x 2 A).

2

pO POWODU 4-GO RAWENSTWA W NAPISANNOJ NIVE CEPO^KI SM. [20], S. 382.

3

w 1972 G. UPOMQNUTAQ RABOTA POLU^ENA REDAKCIEJ VURNALA "fUNKCIONALXNYJ ANALIZ I

EGO PRILOVENIQ".
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II. uslownye ovidaniq w odnoj sheme

nekommutatiwnoj teorii weroqtnostej

1

(w SOAWTORSTWE S a. n. {ERSTNEWYM)

w KN.: Trans. VIII Prague Conf.

on Inform Theory, Stat. Decis.

Funct. Random Processes,

Vol. B, Prague, 1978, 287{299

rEZ@ME. w RAMKAH TEORII SOSTOQNIJ NA ALGEBRE FON nEJMANA DANO DWOJSTWEN-

NOE OPISANIE KLASSA WSEH NABL@DAEMYH, OBLADA@]IH OVIDANIEM. nA \TOJ OSNOWE

WWODITSQ PONQTIE USLOWNOGO OVIDANIQ, IZU^A@TSQ EGO SWOJSTWA I POKAZYWAETSQ,

^TO ONO QWLQETSQ ESTESTWENNYM RASPROSTRANENIEM IZWESTNOGO PONQTIQ USLOWNOGO

OVIDANIQ, SWQZANNOGO S TO^NYM NORMALXNYM SOSTOQNIEM NA ALGEBRE OGRANI^EN-

NYH NABL@DAEMYH.

pRIME^ANIE

1

rEZULXTATY \TOJ STATXI PEREKRYWA@TSQ PUBLIKACIEJ I.
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III. o nekommutatiwnom analoge prostranstwa L

p

iZW. WUZOW. mATEMATIKA,

1979, 11, 69{77.

pUSTX M { POLUKONE^NAQ ALGEBRA nEJMANA W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H,

I ' { TO^NOE NORMALXNOE SOSTOQNIE NA M ('(1) = 1). cELX NASTOQ]EJ RABOTY

SOSTOIT W POSTROENII PROSTRANSTW L

p

(') (1 � p < 1), QWLQ@]IHSQ NEKOMMU-

TATIWNYMI ANALOGAMI KLASSI^ESKIH PROSTRANSTW L

p

S KONE^NOJ MEROJ. dLQ

p = 1 PREDLAGAEMAQ KONSTRUKCIQ QWLQETSQ ^ASTNYM SLU^AEM NEKOMMUTATIWNO-

GO PROSTRANSTWA L

1

, POSTROENNOGO W RABOTAH [4] I [5] PO TO^NOMU NORMALXNOMU

POLUKONE^NOMU WESU NA (NE OBQZATELXNO POLUKONE^NOJ) ALGEBRE nEJMANA. w

SLU^AE CENTRALXNOGO SOSTOQNIQ ' (T. E. KONE^NOGO SLEDA) PROSTRANSTWO L

p

(')

FAKTI^ESKI SWODITSQ K IZWESTNOMU PROSTRANSTWU OPERATOROW, INTEGRIRUEMYH

S p-TOJ STEPENX@ OTNOSITELXNO ' (SM. [1], [8], [11], [12]). w OB]EM SLU^AE SODER-

VATELXNOE OPISANIE L

p

(') DAETSQ W WIDE PROSTRANSTWA BILINEJNYH FORM NA

LINEALE SOSTOQNIQ ', NE SWODQ]IHSQ K OPERATORAM UVE DLQ p = 1 (SM. [4]). dLQ

PROSTRANSTW L

p

(') DOKAZYWAETSQ ANALOG KLASSI^ESKOJ DWOJSTWENNOSTI, WKL@-

^A@]IJ KANONI^ESKU@ DWOJSTWENNOSTX MEVDU M

�

�

=

L

1

I M

�

=

L

1

.

1. pUSTX � { NEKOTORYJ TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ SLED NA M I L

p

(� )

(1 � p < 1) { BANAHOWO PROSTRANSTWO IZMERIMYH (W SMYSLE [1]) OPERATOROW,

INTEGRIRUEMYH S p-TOJ STEPENX@ OTNOSITELXNO � . wSQ DALXNEJ[AQ KONSTRUK-

CIQ SU]ESTWENNO OPIRAETSQ NA OSNOWNYE SWOJSTWA PROSTRANSTW L

p

(� ), PO POWODU

IH DOKAZATELXSTWA MY OTSYLAEM K RABOTAM [1], [8], [11], [12]. nAPOMNIM, ^TO

NORMA W L

p

(� ) ZADAETSQ RAWENSTWOM kSk

�

p

= � (jSj

p

)

1=p

(S 2 L

p

(� )). dLQ TO^NOGO

NORMALXNOGO SOSTOQNIQ ' IMEET MESTO PREDSTAWLENIE

'(X) = � (X � T ) = � (TX) (X 2M); (1)

GDE T � 0 { ODNOZNA^NO OPREDELENNYJ NESINGULQRNYJ SAMOSOPRQVENNYJ OPE-

RATOR IZ L

1

(� ) (SM. [1], TEOREMA 14). w (1), A TAKVE W DALXNEJ[EM, ZNA^KOM

" �" OBOZNA^AETSQ SILXNOE (T. E. ZAMYKANIE OBY^NOGO) PROIZWEDENIE OPERATOROW;

SUMMA OPERATOROW WSEGDA BUDET PONIMATXSQ W SILXNOM SMYSLE. nAPOMNIM, ^TO

KLASS WSEH IZMERIMYH OTNOSITELXNO M OPERATOROW QWLQETSQ KOLXCOM S INWO-

L@CIEJ OTNOSITELXNO SILXNYH ALGEBRAI^ESKIH OPERACIJ (SM. [1]).

pREDSTAWLENIE (1) POZWOLQET ZADATX NA M DLQ KAVDOGO ^ISLA 1 � p < 1

NEKOTORU@ NORMU k � k

p

, SWQZANNU@ S ' (I, POKA ^TO, S � ). pUSTX X 2M , TOGDA

OPERATOR T

1=2p

�X � T

1=2p

2 L

p

(� ), I PO\TOMU IMEET SMYSL SLEDU@]EE
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oPREDELENIE 1. dLQ KAVDOGO 1 � p <1 OPREDELIM NA M FUNKCI@

X ! kXk

p

= � (jT

1=2p

�X � T

1=2p

j

p

)

1=p

= kT

1=2p

�X � T

1=2p

k

�

p

(2)

I BUDEM S^ITATX, ^TO kXk

1

= kXk (X 2M).

tEOREMA 1. oTOBRAVENIE X ! kXk

p

NE ZAWISIT OT WYBORA TO^NOGO NOR-

MALXNOGO POLUKONE^NOGO SLEDA � I QWLQETSQ NORMOJ NA M .

dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM, ^TO �

1

{ E]E ODIN TO^NYJ NORMALXNYJ POLU-

KONE^NYJ SLED NA M . tOGDA NARQDU S (1) IMEET MESTO PREDSTAWLENIE

'(X) = �

1

(T

1

X) = �

1

(X � T

1

) (X 2M); (3)

GDE T

1

� 0 { NESINGULQRNYJ SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR IZ L

1

(�

1

), ODNOZNA^NO

OPREDELQEMYJ RAWENSTWOM (3). pUSTX, DALEE, PRISOEDINENNYJ K CENTRU ALGEB-

RYM SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR R � 0 TAKOW, ^TO � = �

1

(R �) (SM. [1], TEOREMA

15). w SILU EDINSTWENNOSTI OPERATOROW T I T

1

W PREDSTAWLENIQH (1) I (3) IMEET

MESTO RAWENSTWO

T

1

= R � T = T �R: (4)

tAK KaK OPERATORY R I T PERESTANOWO^NY, TO DLQ WSQKOGO 1 � p < 1 IZ

(4) SLEDUET, ^TO T

1=2p

1

= R

1=2p

� T

1=2p

. iSPOLXZUQ EDINSTWENNOSTX POLQRNOGO

RAZLOVENIQ, TEPERX NETRUDNO POLU^ITX RAWENSTWO

R

1=p

� jT

1=2p

�X � T

1=2p

j = jT

1=2p

1

�X � T

1=2p

1

j (X 2M);

IZ KOTOROGO W SWO@ O^EREDX SLEDUET, ^TO DLQ KAVDOGO X 2M

R � jT

1=2p

�X � T

1=2p

j

p

= jT

1=2p

1

�X � T

1=2p

1

j

p

: (5)

iZ RAWENSTWA (5) S U^ETOM [1] (TEOREMA 15) WYTEKAET SPRAWEDLIWOSTX SLEDU@]EJ

WYKLADKI:

�

1

(jT

1=2p

1

�X � T

1=2p

1

j

p

) = �

1

(R � jT

1=2p

�X � T

1=2p

j

p

) =

= � (jT

1=2p

�X � T

1=2p

j

p

) (X 2M):

tAKIM OBRAZOM, POKAZANA NEZAWISIMOSTX OTOBRAVENIQ X ! kXk

p

OT WYBORA

SLEDA � .

pROWERIM TEPERX, ^TO FUNKCIQ X ! kXk

p

QWLQETSQ NORMOJ NA M . u^ITY-

WAQ, ^TO k � k

�

p

= � (j � j

p

)

1=p

{ NORMA NA L

p

(� ), IMEEM DLQ L@BYH X; Y 2 M I

1 � p <1:

kX + Y k

p

= kT

1=2p

� (X + Y ) � T

1=2p

k

�

p

= kT

1=2p

�X � T

1=2p

+ T

1=2p

� Y � T

1=2p

k

�

p

�

� kT

1=2p

�X � T

1=2p

k

�

p

+ kT

1=2p

� Y � T

1=2p

k

�

p

= kXk

p

+ kY k

p
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I k�Xk

p

= j�jkXk

p

(� 2 C ). eSLI kXk

p

= 0 DLQ NEKOTOROGO X 2 M , TO \TO

OZNA^AET, ^TO OPERATOR T

1=2p

�X �T

1=2p

= 0. w SILU NESINGULQRNOSTI OPERATORA

T OTS@DA SLEDUET, ^TO X = 0. tEOREMA DOKAZANA.

pUSTX 
:M ! M

�

{ KANONI^ESKOE WLOVENIE, OPREDELQEMOE SOSTOQNIEM '

(SM. [3], [4]). nAPOMNIM OPREDELENIE 
. pUSTX H { GILXBERTOWO PROSTRANSTWO,

QWLQ@]EESQ POPOLNENIEM M PO SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ fX;Y g ! '(Y

�

X)

(X;Y 2 M); I b ) : M ! H { TOVDESTWENNOE WLOVENIE. oTOBRAVENIE � ALGEB-

RYM W ALGEBRU OGRANI^ENNYH LINEJNYH OPERATOROW W H, ZADANNOE RAWENSTWOM

�(X)

b

Y =

d

XY (X;Y 2 M), OPREDELQET TO^NOE NORMALXNOE �-PREDSTAWLENIE M ,

INDUCIROWANNOE '. pUSTX S { (ANTILINEJNYJ) OPERATOR W H, QWLQ@]IJSQ

ZAMYKANIEM OTOBRAVENIQ

b

X !

b

X

�

(X 2M), I S = J�

1=2

{ POLQRNOE RAZLOVE-

NIE S (J { ANTILINEJNAQ IZOMETRIQ W �, A � { MODULQRNYJ OPERATOR TEORII

tOMITA{tAKESAKI [2]). dLQ KAVDOGO X 2 M FUNKCIONAL 
(X) 2 M

�

OPREDELQ-

ETSQ RAWENSTWOM


(X)(Y ) = (J�(Y )

�

J

b

X;

b

1) (Y 2M): (6)

oTOBRAVENIE 
 QWLQETSQ LINEJNOJ POLOVITELXNOJ BIEKCIEJ M NA PLOTNU@

^ASTX PROSTRANSTWA M

�

(SM. [3], [4]), PRI^EM DLQ L@BYH X;Y 2M


(X)(Y

�

) = (J�(Y )J

b

X;

b

1) = (

b

X;J�(Y )

�

J

b

1)

= (

b

X;JS

b

Y ) = (

b

X;�

1=2

b

Y ) = (�

1=2

b

X;

b

Y ): (7)

dALXNEJ[IE POSTROENIQ BUDUT SU]ESTWENO OPIRATXSQ NA SLEDU@]IJ REZULX-

TAT.

tEOREMA 2. iMEET MESTO RAWENSTWO


(X)(Y ) = � (T

1=2

�X � T

1=2

Y ) (X;Y 2M): (8)

dOKAZATELXSTWO. pUSTX s = s(�; �) { BILINEJNAQ (T. E. LINEJNAQ PO PERWOMU

I ANTILINEJNAQ PO WTOROMU ARGUMENTU) FORMA NA M , OPREDELENNAQ RAWENST-

WOM s(X;Y ) = � (T

1=2

� X � T

1=2

Y

�

) (X;Y 2 M). dLQ KAVDOGO X 2 M ^EREZ

s

�

X

OBOZNA^IM FUNKCIONAL IZ M

�

, ZADANNYJ SOOTNO[ENIEM s

�

X

(Y ) = s(Y;X) =

� (T

1=2

�Y �T

1=2

X

�

) (Y 2M). dLQ DOKAZATELXSTWA UTWERVDENIQ TEOREMY DOSTA-

TO^NO W SILU (7) PROWERITX, ^TO

s(X;Y ) = (�

1=2

b

X;

b

Y ) (X;Y 2M): (9)

sOGLASNO ODNOMU REZULXTATU a. kONNA (SM. [6], TEOREMA 1.3) RAWENSTWO (9) BU-

DET USTANOWLENO, ESLI MY POKAVEM, ^TO FORMA s UDOWLETWORQET SLEDU@]IM

USLOWIQM:

(a) s(X;X) � 0 (X 2 M) I RAWENSTWO s(X;X) = 0 IMEET MESTO TOLXKO PRI

X = 0;

(b) MNOVESTWO fs

�

X

jX 2 M

+

g QWLQETSQ GRANX@ W KONUSE WSEH LINEJNYH PO-

LOVITELXNYH FUNKCIONALOW NA M ;

(c) s

�

1

= '.
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dLQ PROWERKI USLOWIQ (a) WOZXMEM X 2M , TOGDA

s(X;X) = � (T

1=2

�X � T

1=2

X

�

) = � ((T

1=4

�X � T

1=4

)(T

1=4

�X � T

1=4

)

�

) � 0:

pRI \TOM, ESLI s(X;X) = 0, TO OPERATOR T

1=4

�X � T

1=4

= 0. w SILU NESINGU-

LQRNOSTI T POSLEDNEE RAWENSTWO OZNA^AET, ^TO X = 0.

uSLOWIE (S) O^EWIDNO WYPOLNENO W SILU RAWENSTWA (1).

dLQ PROWERKI (b) OTMETIM, PREVDE WSEGO, ^TO DLQ L@BYH X;Y 2M

+

0 � s

�

X

(Y ) = � (T

1=2

� Y � T

1=2

X) � kXk� (T

1=2

� Y � T

1=2

) = kXk'(Y ): (10)

eSLI TEPERX  { LINEJNYJ POLOVITELXNYJFUNKCIONAL NAM TAKOJ, ^TO  � s

�

X

DLQ NEKOTOROGOX 2M

+

, TO  2M

�

(SM., NAPR., [9], I, x4, LEMMA 1). pUSTX TOGDA

POLOVITELXNYJ SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR K 2 L

1

(� ) QWLQETSQ PROIZWODNOJ

NORMALXNOGO FUNKCIONALA  PO SLEDU � W SMYSLE sIGALA (SM. [1], TEOREMA 14),

T. E.  (X) = � (KX) = � (X�K) (X 2M). tOGDA W SILU (10) DLQ NEKOTOROGO � > 0

IMEET MESTO NERAWENSTWO  = � (K�) � �' = �� (T �), OZNA^A@]EE, SOGLASNO ([4],

PREDLOVENIE 3), ^TO D(T

1=2

) � D(K

1=2

) I jK

1=2

f j

2

� �jT

1=2

f j

2

(f 2 D(T

1=2

)).

1)

oPREDELIM TEPERX NA PLOTNOM W H LINEALE WEKTOROW

fT

1=2

f + g j f; g 2 D(T

1=2

); T

1=2

g = 0g

LINEJNYJ OPERATOR U SLEDU@]IM OBRAZOM: U(T

1=2

f + g) = K

1=2

f . neTRUDNO

PROWERITX, ^TO OPERATOR U OPREDELEN KORREKTNO, OGRANI^EN, I EGO ZAMYKA-

NIE, KOTOROE MY OBOZNA^IM ^EREZ V , PRINADLEVIT M (SR. [9], I, x1, LEMMA

2). iZ OPREDELENIQ OPERATORA V SLEDUET WKL@^ENIE V � T

1=2

� K

1=2

. nO,

BUDU^I IZMERIMYMI, OPERATORY V � T

1=2

I K

1=2

TOGDA DOLVNY SOWPADATX (SM.

[1], SLEDSTWIE 5.1). w TAKOM SLU^AE

K = (K

1=2

)

�

K

1=2

= (V � T

1=2

)

�

(V � T

1=2

) = T

1=2

� (V

�

V ) � T

1=2

:

pOLAGAQ, NAKONEC, Z = V

�

V (2M

+

), IMEEM

 (Y ) = � (KY ) = � (T

1=2

� Z � T

1=2

Y ) = s

�

Z

(Y ) (Y 2M):

tAKIM OBRAZOM, MY PROWERILI USLOWIE (b), ZAWER[IW \TIM DOKAZATELXSTWO TE-

OREMY.

sLEDSTWIE 1. eSLI X 2M , TO kXk

1

= k
(X)k.

dOKAZATELXSTWO. uTWERVDENIE WYTEKAET IZ RAWENSTWA (8) I SLEDU@]EGO IZ-

WESTNOGO SOOTNO[ENIQ (SM., NAPR., [1]):

� (jT

1=2

�X � T

1=2

j) = sup

Y 2M; kY k�1

j� (T

1=2

�X � T

1=2

Y )j (X 2M):

2. pEREJDEM K SODERVATELXNOMU OPISANI@ POPOLNENIQ M PO NORME k � k

p

(1 �

p <1). nAPOMNIM (SM. [3]{[5]), ^TO LINEALOM SOSTOQNIQ ' NAZYWAETSQ PLOTNOE

W H LINEJNOE MNOGOOBRAZIE

D

'

= ff 2 H j 9� > 0 : (Xf; f) � �'(X) (X 2M

+

)g:

pOD BILINEJNOJ FORMOJ (B. F.) NAD

'

MY PONIMAEM OTOBRAVENIE a : D

'

�D

 

!

C , LINEJNOE PO PERWOMU I ANTILINEJNOE PO WTOROMU ARGUMENTU.

1)

zDESX MY TAKVE WOSPOLXZOWALISX ESTESTWENNOJ SOGLASOWANNOSTX@ NEKOMMUTATIWNYH TE-

OREM rADONA{nIKODIMA: sIGALA ([1], TEOREMA 14), pEDERSENA I tAKESAKI ([10], TEOREMA 5.12).
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oPREDELENIE 2. sKAVEM, ^TO B. F. a NA D

'

QWLQETSQ p-INTEGRIRUEMOJ

(1 � p < 1), ESLI SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (X

n

) � M (NAZYWAEMAQ

p-OPREDELQ@]EJ DLQ a) TAKAQ, ^TO:

(i) a(f; g) = lim(X

n

f; g) (f; g 2 D

'

);

(ii) kX

n

�X

m

k

p

! 0 (m;n!1).

oTMETIM, ^TO PONQTIE B. F., INTEGRIRUEMOJ OTNOSITELXNO ', RASSMATRIWAE-

MOE W [3] I [4], SOWPADAET, W SILU SLEDSTWIQ 1, S PONQTIEM 1-INTEGRIRUEMOJ

B. F. |TO SOOBRAVENIE POZWOLQET ISPOLXZOWATX PRI DOKAZATELXSTWE SLEDU@]EJ

TEOREMY SPRAWEDLIWOSTX EE UTWERVDENIQ W SLU^AE p = 1, USTANOWLENNOGO W [4].

tEOREMA 3. dLQ KAVDOJ p-INTEGRIRUEMOJ B. F. A NA D

'

WELI^INA kak

p

�

lim kX

n

k

p

NE ZAWISIT OT WYBORA p-OPREDELQ@]EJ POSLEDOWATELXNOSTI (X

n

).

lINEJNOE PROSTRANSTWO L

p

(') WSEH p-INTEGRIRUEMYH B. F. NA D

'

QWLQETSQ

BANAHOWYM OTNOSITELXNO NORMY a! kak

p

.

lEMMA 1. pUSTX X 2M I 1 � p � q �1. tOGDA kXk

p

� kXk

q

.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX q <1 I ^ISLO s UDOWLETWORQET URAWNENI@ 1=s+1=q =

1=p. tOGDA SOGLASNO [8] (SLEDSTWIE 3, S. 26) DLQ KAVDOGO X 2M

kXk

p

= kT

1=2p

�X � T

1=2p

k

�

p

= kT

1=2s

� (T

1=2q

�X � T

1=2q

) � T

1=2s

k

�

p

� kT

1=2s

k

�

2s

kT

1=2q

�X � T

1=2q

k

�

q

kT

1=2s

k

�

2s

= kT

1=2q

�X � T

1=2q

k

�

q

= kXk

q

:

(nAPOMNIM, ^TO kTk

�

1

= � (T ) = '(1) = 1.) eSLI VE q = 1, TO, W SILU TOGO VE

SLEDSTWIQ 3, IMEET MESTO NERAWENSTWO

kXk

p

= kT

1=2p

�X � T

1=2p

k

�

p

� kT

1=2p

k

�

2p

kXk kT

1=2p

k

�

2p

= kXk � kXk

1

:

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 3. dLQ DOKAZATELXSTWA PERWOGO UTWERVDENIQ TEORE-

MY DOSTATO^NO, O^EWIDNO, POKAZATX, ^TO KAVDAQ POSLEDOWATELXNOSTX (X

n

) �M ,

QWLQ@]AQSQ p-OPREDELQ@]EJ DLQ NULEWOJ B. F. NA D

'

, OBLADAET SWOJSTWOM:

lim kX

n

k

p

= 0: (11)

dLQ PROWERKI (11) OTMETIM, PREVDE WSEGO, ^TO W SILU USLOWIQ (ii) OPREDELENIQ

2 POSLEDOWATELXNOSTX OPERATOROW T

1=2p

�X

n

� T

1=2p

QWLQETSQ FUNDAMENTALXNOJ

W L

p

(� ) I, SLEDOWATELXNO, SHODITSQ PO k � k

�

p

K NEKOTOROMU OPERATORU A 2 L

p

(� ).

eSLI ^ISLO q UDOWLETWORQET URAWNENI@ 1=p+1=q = 1, TO T

1=2q

�A �T

1=2q

2 L

1

(� )

I

kT

1=2q

�A � T

1=2q

� T

1=2

�X

n

� T

1=2

k

�

1

= kT

1=2q

� (A � T

1=2p

�X

n

� T

1=2p

) � T

1=2q

k

�

1

� kA� T

1=2p

�X

n

� T

1=2p

k

�

p

! 0 (n!1): (12)
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tEPERX ZAMETIM, ^TO W SILU LEMMY 1 POSLEDOWATELXNOSTX (X

n

) QWLQETSQ I 1-

OPREDELQ@]EJ DLQ NULEWOJ B. F. NA D

'

. nO \TO OZNA^AET, SOGLASNO [4] (TEOREMA

1), ^TO lim kX

n

k

1

= 0. w TAKOM SLU^AE IZ WYKLADKI (12) SLEDUET, ^TO

kT

1=2q

�A � T

1=2q

k

�

1

= lim kT

1=2r

�X

n

� T

1=2r

k

�

1

= 0:

tAKIM OBRAZOM, T

1=2q

� A � T

1=2q

= 0 I W SILU NESINGULQRNOSTI OPERATORA T

IMEEM A = 0. sLEDOWATELXNO,

lim kX

n

k

p

= lim kT

1=2p

�A � T

1=2p

k

�

p

= 0:

dLQ DOKAZATELXSTWA WTOROGO UTWERVDENIQ TEOREMY DOSTATO^NO, O^EWIDNO,

PROWERITX, ^TO DLQ KAVDOJ k � k

p

-FUNDAMENTALXNOJ POSLEDOWATELXNOSTI (Y

n

) �

M PREDEL lim(Y

n

f; g) (f; g 2 D

'

) SU]ESTWUET I NE MENQETSQ PRI ZAMENE (Y

n

) NA

L@BU@ \KWIWALENTNU@ EJ PO k � k

p

POSLEDOWATELXNOSTX. w SILU LEMMY 1 ZDESX

MOVNO OGRANI^ITXSQ SLU^AEM p = 1. nO SPRAWEDLIWOSTX UTWERVDENIQ DLQ p = 1

USTANOWLENA W [4]. tEOREMA DOKAZANA.

w DALXNEJ[EM MY BUDEM OTOVDESTWLQTX OPERATORY IZ M S OGRANI^ENNYMI

B. F. NA D

'

, KOTORYE ONI OPREDELQ@T. w \TOM SMYSLE ESTESTWENNO S^ITATX, ^TO

L

1

(') =M .

sLEDSTWIE 2. eSLI 1 � p � q � 1, TO L

q

(') � L

p

(') I kak

p

� kak

q

(a 2

L

q

(')).

dOKAZATELXSTWO SRAZU WYTEKAET IZ LEMMY 1.

3. w \TOM RAZDELE MY PERENESEM NA PROSTRANSTWA L

p

(') KLASSI^ESKOE UTWER-

VDENIE DWOJSTWENNOSTI.

oPREDELIM LINEJNOE PO OBOIM ARGUMENTAM OTOBRAVENIE h�; �i:M �M ! C

SLEDU@]EJ FORMULOJ:

hX;Y i = 
(X)(Y ) (X;Y 2M):

sPRAWEDLIWO NERAWENSTWO jhX;Y ij � kXk

p

kY k

q

(X;Y 2 M), KOLX SKORO 1=p +

1=q = 1 (1 � p; q � 1). dEJSTWITELXNO, DLQ TAKIH p I q WSLEDSTWIE (8) I [8]

(TEOREMA 6) SPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ WYKLADKA:

jhX;Y ij = j� (T

1=2

�X � T

1=2

Y )j = j� (T

1=2p

�X � T

1=2p

� T

1=2q

� Y � T

1=2q

)j

� kT

1=2p

�X � T

1=2p

k

�

p

kT

1=2q

� Y � T

1=2q

k

�

q

= kXk

p

kY k

q

(X;Y 2M):

sLEDOWATELXNO, PRI 1=p + 1=q = 1 MY MOVEM PRODOLVITX FORMU h�; �i c M �

M PO NEPRERYWNOSTI DO FORMY h�; �i:L

p

(') � L

q

(') ! C , LINEJNOJ PO OBOIM

ARGUMENTAM I TAKOJ, ^TO

jha; bij � kak

p

kbk

q

(a 2 L

p

('); b 2 L

p

(')):

sLEDU@]AQ TEOREMA POKAZYWAET, ^TO SOPRQVENNYM K BANAHOWU PROSTRANSTWU

L

p

(') (1 � p < 1) QWLQETSQ BANAHOWO PROSTRANSTWO L

q

('), GDE 1=p + 1=q = 1.

dLQ p = 1 \TOT REZULXTAT (W BOLEE OB]EJ SITUACII) BYL POLU^EN W [4], GDE

TAKVE USTANOWLENO, ^TO L

1

(')

�

=

M

�

:
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tEOREMA 4. pUSTX 1 � p � 1, A q UDOWLETWORQET URAWNENI@ 1=p+ 1=q = 1.

wSQKAQ B. F. A IZ L

q

(') OPREDELQET NEPRERYWNYJ LINEJNYJ FUNKCIONAL F NA

L

p

(') PO FORMULE

F (b) = hb; ai (b 2 L

p

(')); (13)

PRI \TOM kFk = kak

q

. nAOBOROT, PRI 1 � p <1 WSQKIJ NEPRERYWNYJ LINEJ-

NYJ FUNKCIONAL F NA L

p

(') IMEET WID (13) DLQ NEKOTOROJ B. F. a 2 L

q

(').

lEMMA 2. pUSTX 1 � p < 1. oTOBRAVENIE X ! T

1=2p

�X � T

1=2p

(X 2 M)

PRODOLVAETSQ DO IZOMETRI^ESKOGO IZOMORFIZMA BANAHOWYH PROSTRANSTW �

p

:

L

p

(')! L

p

(� ). pRI \TOM, ESLI 1=p+ 1=q = 1, TO

ha; bi = � (�

p

(a) � �

q

(b)) (a 2 L

p

('); b 2 L

q

(')) (14)

dOKAZATELXSTWO. dLQ DOKAZATELXSTWA PERWOGO UTWERVDENIQ DOSTATO^NO, O^E-

WIDNO, POKAZATX PLOTNOSTX W L

p

(� ) MNOVESTWA OPERATOROW WIDA T

1=2p

�X �T

1=2p

(X 2M). w SILU IZWESTNOGO UTWERVDENIQ O DWOJSTWENNOSTI PROSTRANSTW L

p

(� )

DLQ \TOGO, W SWO@ O^EREDX, DOSTATO^NO UBEDITXSQ W RAWENSTWE NUL@ OPERATORA

A 2 L

q

(� ) (1=p + 1=q = 1), ESLI

A � T

1=2p

�X � T

1=2p

� 0 (X 2M):

nO DLQ TAKOGO A OPERATOR T

1=2p

�A � T

1=2p

2 L

1

(� ) I

kT

1=2p

�A � T

1=2p

k

�

1

= sup

X2M; kXk�1

j� (T

1=2p

�A � T

1=2p

Xj = 0:

tAKIM OBRAZOM, T

1=2p

�A �T

1=2p

= 0 I, SLEDOWATELXNO, A = 0 W SILU NESINGULQR-

NOSTI T . rAWENSTWO (14) SRAZU WYTEKAET IZ SLEDU@]EJ WYKLADKI, SPRAWEDLIWOJ

W SILU TEOREMY 2:

hX; Y i = � (T

1=2

�X � T

1=2

Y ) = � (T

1=2p

�X � T

1=2p

� T

1=2q

� Y � T

1=2q

)

= � (�

p

(X) � �

q

(Y )) (X; Y 2M):

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 4 TEPERX LEGKO POLU^ITX IZ IZWESTNOGO UTWERVDENIQ

O DWOJSTWENNOSTI PROSTRANSTW L

p

(� ) (SM. [8], [12]) I LEMMY 2.

sLEDSTWIE 3. pRI 1 < p <1 PROSTRANSTWO L

p

(') REFLEKSIWNO.

sLEDSTWIE 4. pUSTX B. F. a 2 L

p

('). tOGDA KOMPLEKSNO SOPRQVENNAQ K A

B. F. a

�

2 L

p

(') I kak

p

= ka

�

k

p

. pROSTRANSTWO L

2

(') QWLQETSQ GILXBERTO-

WYM OTNOSITELXNO SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ fa; bg ! ha; b

�

i, INDUCIRU@]EGO

NORMU k � k

2

.

dOKAZATELXSTWO SRAZU SLEDUET IZ WYKLADKI, SPRAWEDLIWOJ DLQ L@BOGOX 2 M

I 1 � p <1:

kX

�

k

p

= kT

1=2p

�X

�

� T

1=2p

k

�

p

= k(T

1=2p

�X � T

1=2p

)

�

k

�

p

= kT

1=2p

�X � T

1=2p

k

�

p

= kXk

p

:
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zAME^ANIE. pUSTX '

1

{ E]E ODNO TO^NOE NORMALXNOE SOSTOQNIE NA M I

h�; �i

1

{ SOOTWETSTWU@]AQ EMU FORMA. dLQ KAVDOGO 1 � p < 1 BANAHOWY

PROSTRANSTWA L

p

(') I L

p

('

1

) IZOMETRI^ESKI IZOMORFNY, PRI^EM OTOBRAVENIE

�

p

:L

p

(') ! L

p

('

1

), OPREDELQ@]EE \TOT IZOMORFIZM, MOVET BYTX WYBRANO S

USLOWIEM h�

p

(a); �

q

(b)i

1

= ha; bi (a 2 L

p

('); b 2 L

q

('); 1=p+ 1=q = 1).

dEJSTWITELXNO, PUSTX �

p

(SOOTWETSTWENNO, �

1

p

) { IZOMETRI^ESKIJ IZOMORFIZM

L

p

(') (SOOTWETSTWENNO, L

p

('

1

)) NA L

p

(� ), POSTROENNYJ W LEMME 2. nETRUDNO

UBEDITXSQ W TOM, ^TO OTOBRAVENIE �

p

= (�

1

p

)

�1

� �

p

OSU]ESTWLQET ISKOMYJ

IZOMORFIZM.

4. w \TOM RAZDELE MY PREDPOLOVIM, ^TO SOSTOQNIE ' CENTRALXNO (T. E. QWLQETSQ

TO^NYM NORMALXNYM KONE^NYM SLEDOM) I USTANOWIM SWQZX PREDLAGAEMOJ KON-

STRUKCII PROSTRANSTWA L

p

(') S TEORIEJ INTEGRIROWANIQ OTNOSITELXNO SLEDA,

RAZWITOJ W RABOTAH [1], [8], [11], [12].

oTMETIM, PREVDE WSEGO, O^EWIDNYE RAWENSTWA:

kXk

p

= '(jXj

p

)

1=p

; hX; Y i = '(XY ) (X; Y 2M; 1 � p <1):

dALEE ^EREZ L

p

(') (1 � p < 1) MY BUDEM OBOZNA^ATX BANAHOWO PROSTRANSTWO

OPERATOROW, INTEGRIRUEMYH S p-TOJ STEPENX@ OTNOSITELXNO SLEDA ' W SMYSLE

[11], [12].

lEMMA 3. pUSTX 2 � p < 1 I OPERATOR A 2 L

p

('). lINEAL D

'

QWLQ-

ETSQ SU]ESTWENNOJ OBLASTX@ OPREDELENIQ A, PRI^EM ZADANNAQ NA D

'

B. F.

(A(�); (�)) 2 L

p

(').

dOKAZATELXSTWO. pUSTX A = U jAj { POLQRNOE RAZLOVENIE OPERATORA A I jAj =

R

1

0

�de(�) { SPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIE OPERATORA jAj = (A

�

A)

1=2

. tOGDA DLQ

L@BOGO WEKTORA f 2 D

'

NAJDETSQ TAKOE ^ISLO � > 0, ^TO

Z

1

1

�

2

d(e(�)f; f) � �

Z

1

1

�

2

d'(e(�)) � �

Z

1

1

�

p

d'(e(�)) �

� �

Z

1

0

�

p

d'(e(�)) = �'(jAj

p

) <1:

tAKIM OBRAZOM, POKAZANO WKL@^ENIE D

'

� D(A). oBOZNA^IW ^EREZ A

1

ZAMY-

KANIE OGRANI^ENIQ OPERATORA A NA D

'

, NETRUDNO POKAZATX, ISPOLXZUQ O^EWID-

NU@ INWARIANTNOSTX D

'

OTNOSITELXNO M

0

, ^TO OPERATOR A

1

PRISOEDINEN K

M . w SILU KONE^NOSTI ALGEBRY M IZ WKL@^ENIQ A

1

� A SLEDUET RAWENST-

WO A

1

= A (SM. [7], S. 264), POKAZYWA@]EE, ^TO D

'

{ SU]ESTWENNAQ OBLASTX

OPREDELENIQ OPERATORA A. rASSMOTRIM TEPERX POSLEDOWATELXNOSTX OPERATOROW

X

n

= U(

R

n

0

�de(�)) (2M) (n = 1; 2; : : : ). lEGKO WIDETX, ^TO \TA POSLEDOWATELX-

NOSTX SHODITSQ K A PO NORME k � k

p

, PRI^EM X

n

f ! Af DLQ L@BOGO f 2 D

'

.

tAKIM OBRAZOM, (X

n

) { p-OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ B. F. (A(�); (�))

NA D

'

. lEMMA DOKAZANA.

pREDPOLOVIM TEPERX, ^TO OPERATOR A 2 L

p

(') 1 � p < 1, I OPREDELIM NA

D

'

NEKOTORU@ B. F. a

A

2 L

p

('), SOWPADA@]U@ PRI p � 2 S B. F. (A(�); (�)).

pUSTX OPERATOR A PREDSTAWLEN W WIDE

A = C

�

�B; (15)
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GDE B 2 L

r

('), C 2 L

s

('), A ^ISLA r � 2 I s � 2 TAKOWY, ^TO 1=r+1=s = 1=p (TA-

KOE PREDSTAWLENIE, O^EWIDNO, WSEGDA WOZMOVNO). wYBEREM POSLEDOWATELXNOSTX

(X

n

) � M (SOOTWETSTWENNO, (Y

n

) � M), SHODQ]U@SQ K OPERATORU B (SOOTWET-

STWENNO, C) PO NORME k � k

r

(k � k

s

) I TAKU@, ^TO X

n

f ! Bf (SOOTWETSTWENNO,

Y

n

f ! Cf) DLQ KAVDOGO WEKTORA f 2 D

'

(SM. DOKAZATELXSTWO LEMMY 3). tOGDA

POSLEDOWATELXNOSTX Z

n

= Y

�

n

X

n

QWLQETSQ p-OPREDELQ@]EJ DLQ B. F. a

A

, ZADAN-

NOJ NA D

'

RAWENSTWOM a

A

(f; g) = (Bf; Cf) (f; g 2 D

'

). dEJSTWITELXNO, PRI

n!1

kA� Z

n

k

p

= kA �C

�

X

n

+ C

�

X

n

� Z

n

k

p

�

� kC

�

k

s

kB �X

n

k

r

+ kC

�

� Y

�

n

k

r

kX

n

k

s

! 0:

iZ POSLEDNEJ WYKLADKI W SILU TEOREMY 3 TAKVE SLEDUET, ^TO B. F. a

A

(2 L

p

('))

OPREDELENA KORREKTNO, T. E. NE ZAWISIT OT WYBORA PREDSTAWLENIQ OPERATORA A

W WIDE (15), PRI^EM PRI p � 2 B. F. a

A

= (A(�); (�)).

dOKAZATELXSTWO SLEDU@]EJ TEOREMY 5 O^EWIDNYM OBRAZOM WYTEKAET IZ PRE-

DYDU]IH RASMOTRENIJ.

tEOREMA 5. oTOBRAVENIE A ! a

A

ZADAET IZOMETRI^ESKIJ IZOMORFIZM BA-

NAHOWA PROSTRANSTWA L

p

(') (1 � p <1) OPERATOROW, INTEGRIRUEMYH S p-TOJ

STEPENX@ OTNOSITELXNO ', NA BANAHOWO PROSTRANSTWO L

p

(') p-INTEGRIRUE-

MYH B. F.

w ZAKL@^ENIE AWTOR WYRAVAET GLUBOKU@ PRIZNATELXNOSTX a. n. {ERSTNEWU

ZA WNIMANIE K NASTOQ]EJ RABOTE.
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IV. o nekommutatiwnom analoge prostranstwa L

2

kONSTRUKT. TEORIQ FUNKCIJ I FUNKC. ANALIZ,

kAZANX, iZD{WO kAZANSK. UN{TA,

WYP. 2, 1979, 93{114

w SHEME NEKOMMUTATIWNOGO INTEGRIROWANIQ OTNOSITELXNO WESA NA ALGEBRE

nEJMANA PRINCIPIALXNOE ZNA^ENIE IMEET ZADA^A SODERVATELXNOGO OPISANIQ

ANALOGOW KLASSI^ESKIH PROSTRANSTW L

1

I L

2

. dLQ SLU^AQ SLEDA \TA ZADA^A

BYLA RE[ENA sIGALOM [1]; SODERVATELXNOE OPISANIE PROSTRANSTWA L

1

, ASSOCI-

IROWANNOGO S WESOM, BYLO PREDLOVENO a. n. {ERSTNEWYM [4 { 7]. w DANNOJ

RABOTE WWODITSQ I IZU^AETSQ REALIZACIQ PROSTRANSTWA L

2

, ASSOCIIROWANNOGO S

WESOM, W WIDE GILXBERTOWA PROSTRANSTWA \INTEGRIRUEMYH S KWADRATOM" BILI-

NEJNYH FORM NA LINEALE WESA IDEJNO BLIZKAQ K KONSTRUKCII a. n. {ERSTNEWA.

oDNIM IZ OSNOWNYH WOPROSOW, OBSUVDAEMYH W RABOTE, QWLQETSQ WOPROS O PRED-

STAWLENII BILINEJNYH FORM KLASSA L

2

S POMO]X@ OPERATOROW. wOOB]E GOWORQ,

TAKOE PREDSTAWLENIE NE WSEGDA WOZMOVNO, ODNAKO W SLU^AE SLEDA SU]ESTWUET

ESTESTWENNAQ BIEKCIQ MEVDU BILINEJNYMI FORMAMI IZ L

2

I \INTEGRIRUMY-

MI S KWADRATOM" (PO sIGALU [1]) OPERATORAMI. w \TOM SMYSLE PREDLAGAEMAQ

KONSTRUKCIQ QWQLQETSQ PRINCIPIALXNYMOBOB]ENIEM SOOTWETSTWU@]EJ TEORII

sIGALA.

rABOTA SOSTOIT IZ [ESTI PARAGRAFOW. w x1 SOBRANY NEOBHODIMYE OPREDELE-

NIQ I PREDWARITELXNYE SWEDENIQ. w x2 DAETSQ SODERVATELXNOE OPISANIE PRO-

STRANSTWA L

2

. w x3 IZU^A@TSQ NEKOTORYE KLASSY BILINEJNYH FORM IZ L

2

.

wOPROSU O PREDSTAWLENII BILINEJNYH FORM S POMO]X@ OPERATOROW POSWQ]EN

x4. w x5 USTANAWLIWAETSQ SWQZX S TEORIEJ sIGALA. w x6 RASSMOTREN SLU^AJ

KONE^NOJ ALGEBRY nEJMANA.

x1. pREDWARITELXNYE SWEDENIQ

wS@DU NIVE ^EREZM MY BUDEM OBOZNA^ATX ALGEBRU nEJMANA, DEJSTWU@]U@

W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H. w TERMINOLOGII, SWQZANNOJ S ALGEBRAMI nEJ-

MANA, MY BUDEM PRIDERVIWATXSQ MONOGRAFII [9]; ISPOLXZUEMYE W DALXNEJ[EM

SWEDENIQ IZ TEORII WESOW I OBOB]ENNYH GILXBERTOWYH ALGEBR SODERVATSQ W RA-

BOTAH [2, 8, 13]. pUSTX ' { TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NAM,

n

'

= fx 2 M j '(x

�

x) < +1g; m

+

'

= fx 2 M

+

j '(x) < +1g;

m

'

(m

\

'

) { KOMPLEKSNAQ (SOOTWETSTWENNO WE]ESTWENNAQ) LINEJNAQ OBOLO^KA KO-

NUSA m

+

'

; TOJ VE BUKWOJ ' MY OBOZNA^AEM I EDINSTWENNOE LINEJNOE PRODOLVENIE
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NA m

'

OGRANI^ENIQ WESA 'jm

+

'

. pUSTX H { GILXBERTOWO PROSTRANSTWO, QWLQ@-

]EESQ POPOLNENIEM LEWOGO IDEALA n

'

PO SKALQRNOMU PROIZWEDENI@

fx; yg ! '(y

�

x) (x; y 2 n

'

); kxk

2

� ['(x

�

x)]

1=2

(x 2 n

'

);

I b): n

'

! H { KANONI^ESKOE WLOVENIE. oTOBRAVENIE � ALGEBRYM W ALGEBRU

WSEH OGRANI^ENNYH LINEJNYH OPERATOROW W H, ZADANNOE RAWENSTWOM

�(x)by = cxy (x 2 M; y 2 n

'

);

OPREDELQET PREDSTAWLENIEM, INDUCIROWANNOE WESOM '. iNWOL@CIQ

]

): bx

]

�

c

x

�

I PROIZWEDENIE bxby � cxy OPREDELQ@T W A �

\

n

'

\ n

�

'

STRUKTURU SOWER[ENNOJ OB-

OB]ENNOJ GILXBERTOWOJ ALGEBRY, DLQ KOTOROJ �(M) QWLQETSQ LEWOJ ALGEBROJ

nEJMANA. pUSTX S { ZAMYKANIE W H OTOBRAVENIQ

]

) I S = J�

1=2

{ POLQRNOE

RAZLOVENIE S (J { ANTILINEJNAQ IZOMETRIQ W H; � { MODULQRNYJ OPERATOR),

D

]

� D(S); D

[

� D(S

�

). dLQ � 2 D

[

POLAGAEM, KAK OBY^NO, �

[

� S

�

�. ~EREZ A

0

(SOOTWETSTWENNO, A

0

0

) BUDEM OBOZNA^ATX MNOVESTWO WEKTOROW IZ H OGRANI^ENNYH

SLEWA (SOOTWETSTWENNO, SPRAWA) OTNOSITELXNO OBOB]ENNOJ GILXBERTOWOJ ALGEB-

RY A [9]. oTMETIM, ^TO A

0

=

c

n

'

I A

0

0

= JA

0

. dLQ KAVDOGO � 2 A

0

0

^EREZ �

0

(�)

OBOZNA^IM OPERATOR IZ �(M)

0

, ODNOZNA^NO OPREDELENNYJ RAWENSTWOM

�

0

(�)bx = �(x)� (x 2 n

'

):

iNWOL@CIQ

[

) I PROIZWEDENIE �� � �

0

(�)� OPREDELQ@T W A

0

� A

0

0

T

D

[

STRUKTURU

OBOB]ENNOJ GILXBERTOWOJ ALGEBRY, KANONI^ESKI ASSOCIIROWANNOJ S A. pUSTX

M

�

{ MNOVESTWO WSEH ULXTRASLABO NEPRERYWNYH FUNKCIONALOW NAM I

�

'

= f 2 M

+

�

j 9� > 0 :  � �'g:

oTMETIM, ^TO DLQ WEKTORA � 2 H FUNKCIONAL (�(�)�; �) 2 �

'

TOGDA I TOLXKO TOG-

DA, KOGDA � 2 A

0

0

. dLQ KAVDOGO FUNKCIONALA  2 �

'

^EREZ �

 

BUDEM OBOZNA^ATX

WEKTOR IZ A

0

, ODNOZNA^NO OPREDELQEMYJ USLOWIQMI

 (x) = (�(x)�

 

; �

 

) (x 2 M); �

0

(�

 

) � 0 (SM. [9]):

lINEALOM WESA ' (SM. [6, 7]) NAZYWAETSQ PLOTNOE W GILXBERTOWOM PROSTRAN-

STWE H LINEJNOE MNOGOOBRAZIE

D

'

= ff 2 H j 9� > 0 : (xf; f) � �'(x) (x 2 M

+

)g:

u^ITYWAQ, ^TO WEKTOR f(2 H) PRINADLEVIT D

'

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

FUNKCIONAL !

f

� ((�)f; f) 2 �

'

, USLOWIMSQ DLQ f 2 D

'

POLAGATX �

f

� �

!

f

. pOD

BILINEJNOJ FORMOJ (B. F.) NA D

'

BUDEM PONIMATX OTOBRAVENIE a, SOPOSTAWLQ-

@]EE KAVDOJ PARE WEKTOROW f; g 2 D

'

KOMPLEKSNOE ^ISLO a(f; g), PRI^EM \TO

OTOBRAVENIE LINEJNO PO PERWOMU I ANTILINEJNO PO WTOROMU ARGUMENTU. dLQ

OGRANI^ENNOGO LINEJNOGO OPERATORA x W H ^EREZ x(�; �) USLOWIMSQ OBOZNA^ATX

OGRANI^ENNU@ B. F., ZADANNU@ NA D

'

RAWENSTWOM

x(f; g) = (xf; g) (f; g 2 D

'

):
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x2. gILXBERTOWO PROSTRANSTWO L

2

(')

1. oPREDELENIE. bUDEM GOWORITX, ^TO B. F. a NA D

'

PRINADLEVIT KLASSU

L

2

('), ESLI SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � n

'

(NAZYWAEMAQ OPREDELQ@-

]EJ DLQ a) TAKAQ, ^TO:

(i) a(f; g) = lim(x

n

f; g) (f; g 2 D

'

);

(ii) kx

m

� x

n

k

2

! 0 (m;n!1):

2. lEMMA. kAVDAQ k � k

2

-FUNDAMENTALXNAQ POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � n

'

QWLQETSQ OPREDELQ@]EJ DLQ NEKOTOROJ B. F. NA D

'

.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX � � limcx

n

(2 H): dLQ KAVDOGO f 2 D

'

SU]ESTWUET

PREDEL

lim(x

n

f; f) = lim(�(x

n

)�

f

; �

f

) = lim(�

0

(�

f

)cx

n

; �

f

) = (�

0

(�

f

)�; �

f

):

sLEDOWATELXNO, (x

n

) { OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ B. F.

a(f; g) � lim(x

n

f; g) (f; g 2 D

'

):

3. lEMMA. pUSTX (x

n

)(� n

'

) { OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ B. F.

a 2 L

2

(') I  =

1

P

i=1

((�)f

i

; f

i

) 2 �

'

(f

i

2 H). tOGDA  (a) � lim (x

n

) =

1

P

i=1

a(f

i

; f

i

), PRI^EM RQD W PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA SHODITSQ ABSOL@TNO.

dOKAZATELXSTWO. oBOZNA^IM ^EREZ �

 

PREDSTAWLENIEM W GILXBERTOWOM PRO-

STRANSTWE H

 

, INDUCIROWANNOE NORMALXNYM FUNKCIONALOM  , I PUSTX � :M!

H

 

{ KANONI^ESKAQ FAKTORIZACIQ. oPREDELIM DLQ KAVDOGO m = 1; 2; : : : WEKTOR

�

m

2 H

 

TAKOJ, ^TO

m

X

i=1

(xf

i

; f

i

) = (�

 

(x)�

m

; �

m

) (x 2 M) (cM. [9], III, x1.4):

wSE WEKTORA �

1

; �

2

; : : : QWLQ@TSQ OGRANI^ENNYMI SPRAWA \LEMENTAMI OTNOSI-

TELXNO OBOB]ENNOJ GILXBERTOWOJ ALGEBRY �(M) I POSLEDOWATELXNOSTX OPERATO-

ROW (y

m

) � �

 

(M)

0

, OPREDELENNYH USLOWIEM y

m

�(1) = �

m

(m = 1; 2; : : : ) TAKOWA,

^TO OPERATORY y

�

m

y

m

! 1 (m!1) W SLABOJ TOPOLOGII (SR. [3], DOKAZATELXSTWO

PREDLOVENIQ 3). pRI m;n!1  ((x

m

� x

n

)

�

(x

m

� x

n

))! 0, TAK KAK  � �'

DLQ NEKOTOROGO � > 0. sLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET lim�(x

n

) � �(2 H

 

) I DLQ

KAVDOGO m = 1; 2; : : :

m

X

i=1

a(f

i

; f

i

) = lim

n!1

m

X

i=1

(x

n

f

i

; f

i

) = lim

n!1

(�

 

(x

n

)�

m

; �

m

)

= lim

n!1

(y

m

�

 

(x

n

)�(1); y

m

�(1)) = lim

n!1

(�(x

n

); y

�

m

y

m

�(1))

= (�; y

�

m

y

m

�(1)):
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pEREHODQ TEPERX K PREDELU PRI m!1, IMEEM

1

X

i=1

a(f

i

; f

i

) = lim

m!1

m

X

i=1

a(f

i

; f

i

) = lim

m!1

(�; y

�

m

y

m

�(1))

= (�; �(1)) = lim

n!1

(�(x

n

); �(1)) =  (x

n

):

lEMMA DOKAZANA.

4. tEOREMA. pUSTX (x

n

)(� n

'

) { OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ

NULEWOJ B. F. NA D

'

. tOGDA lim

n!1

kx

n

k

2

= 0.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX � � limcx

n

(2 H). dLQ KAVDOGO WEKTORA � 2 A

0

0

, POLAGAQ

 = (�(�)�; �)(2 �

'

), IMEEM W SILU LEMMY 3

(�

0

(�)�; �) = lim(�

0

(�)cx

n

; �) = lim(�(x

n

)�; �) = lim (x

n

) = 0:

pOSKOLXKU A

0 2

PLOTNO W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H (SM., NAPRIMER, [2]), TO

MNOVESTWO f��

[

j � 2 A

0

g TOTALXNO W H. iZ WYKLADKI

(�; ��

[

) = (�; �

0

(�)

�

�) = (�

0

(�)�; �) = 0

TEPERX SLEDUET, ^TO � = 0. tEOREMA DOKAZANA.

5. sLEDSTWIE. pUSTX B. F. a; b 2 L

2

('). pREDEL lim'(y

�

n

x

n

) � (a; b) SU]EST-

WUET I NE ZAWISIT OT WYBORA OPREDELQ@]IH POSLEDOWATELXNOSTEJ (x

n

) DLQ

a I (y

n

) DLQ b. sKALQRNOE PROIZWEDENIE fa; bg ! (a; b) PREWRA]AET L

2

(') W

GILXBERTOWO PROSTRANSTWO IZOMETRI^ESKI IZOMORFNOE H.

bUDEM ^EREZ b):L

2

(') ! H OBOZNA^ATX IZOMETRI^ESKIJ IZOMORFIZM GILX-

BERTOWYH PROSTRANSTW, PRODOLVA@]IJ WLOVENIE x(�; �) ! bx (x 2 n

'

) I PUSTX

kak

2

� jbaj (a 2 L

2

(')). oTMETIM SLEDU@]IE POLEZNYE SOOTNO[ENIQ, SPRAWED-

LIWOSTX KOTORYH DLQ KAVDOJ B. F. a 2 L

2

(') SLEDUET IZ DOKAZATELXSTWA LEMMY

3 I TEOREMY 4:

 (a) = (�

0

(�

 

)ba; �

 

) ( 2 �

'

); (1)

a(f; f) = (�

0

(�

f

)ba; �

f

) (f 2 D

'

): (2)

oTOBRAVENIE ' � �

�1

QWLQETSQ TO^NYM NORMALXNYM POLUKONE^NYM WESOM

NA ALGEBRE nEJMANA �(M), PRI^EM LINEAL WESA D

'��

�1 = A

0

0

(SM. [5]). pUSTX

B. F. a 2 L

2

('). oBOZNA^IM ^EREZ a

�

B. F., ZADANNU@ NA LINEALE WESA D

'��

�1

RAWENSTWOM

a

�

(�; �) = (�

0

(�)ba; �) (�; � 2 D

'��

�1 ): (3)

qSNO, ^TO SOOTWETSTWIE a ! a

�

USTANAWLIWAET IZOMETRI^ESKIJ IZOMORFIZM

GILXBERTOWYH PROSTRANSTW L

2

(') I L

2

('��

�1

). iZ RAWENSTW (1) { (3) NEPOSRED-

STWENNO WYTEKA@T SLEDU@]IE SOOTNO[ENIQ:

 (a) = a

�

(�

 

; �

 

) (a 2 L

2

(');  2 �

'

); (4)

a(f; f) = a

�

(�

f

; �

f

) (a 2 L

2

('); f 2 D

'

): (5)
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6. zAME^ANIE. pUSTX � { E]E ODIN TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES

NA ALGEBRE nEJMANA M. tOGDA GILXBERTOWY PROSTRANSTWA L

2

(') I L

2

(�) IZO-

METRI^ESKI IZOMORFNY. dEJSTWITELXNO, W SILU OSNOWNOGO REZULXTATA TEORII

OBOB]ENNYH GILXBERTOWYH ALGEBR ([2], TEOREMA 10.1) I ([9], III, x1, TEOREMA 6)

PREDSTAWLENIQ ALGEBRY M, INDUCIROWANNYE WESAMI ' I �, UNITARNO \KWIWA-

LENTNY.

pUSTX L

1

(') { BANAHOWO PROSTRANSTWO INTEGRIRUEMYH OTNOSITELXNO WESA '

BILINEJNYH FORM NA D

'

(SM. [3]). kAK I W [3] ^EREZ k � k

'

BUDEM OBOZNA^ATX

SOOTWETSTWU@]U@ NORMU W L

1

('); NAPOMNIM, ^TO DLQ B. F. IZL

1

(') WIDA y

�

x(�; �)

(x; y 2 n

'

):

ky

�

x(�; �)k

'

� ky

�

xk

'

= sup

x

0

2�(M)

0

; kx

0

k=1

j(x

0

bx; by)j: (6)

oTMETIM, ^TO B. F. IZ L

1

(')

T

L

2

(') SOSTAWLQ@T MNOVESTWO PLOTNOE I W L

1

('),

I W L

2

(') (TAK KAK

c

m

'

= A

2

PLOTNO W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H [8]).

7. pREDLOVENIE. eSLI '(1) < +1; TO L

2

(') � L

1

(') I

kak

'

� ['(1)]

1=2

kak

2

(a 2 L

2

(')):

dOKAZATELXSTWO. pUSTX x 2 M, TOGDA

kxk

'

= kx

�

k

'

= sup

x

0

2�(M)

0

; kx

0

k=1

j(x

0

b

1; �(x)

b

1)j � k1k

2

j�(x)

b

1j = ['(1)]

1=2

kxk

2

:

eSLI B. F. a 2 L

2

(') I (x

n

)(� M) { OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ a

(W SMYSLE OPREDELENIQ 1), TO

kx

m

� x

n

k

'

� ['(1)]

1=2

kx

m

� x

n

k

2

! 0 (m;n!1):

sLEDOWATELXNO, a 2 L

1

(') I

kak

'

= lim kx

n

k

'

� ['(1)]

1=2

lim kx

n

k

2

= ['(1)]

1=2

kak

2

:

oTMETIM TEPERX SLEDU@]U@ HARAKTERIZACI@ OGRANI^ENNYH B. F. IZ L

2

('),

QWLQ@]IHSQ ANALOGAMI OGRANI^ENNYH INTEGRIRUEMYH S KWADRATOM FUNKCIJ W

TRADICIONNOJ SHEME INTEGRIROWANIQ.

8. tEOREMA. pUSTX B. F. a 2 L

2

('). sLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) a { OGRANI^ENNAQ B. F. NA D

'

;

(ii) a = x(�; �) DLQ NEKOTOROGO x 2 n

'

;

(iii) ba { OGRANI^ENNYJ SLEWA WEKTOR H;

(iv) a

�

{ OGRANI^ENNAQ B. F. NA D

'��

�1
;

(v) supfj (a)j j  2 �

'

; k k = 1g < +1:
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dOKAZATELXSTWO. (i) =) (v). pUSTX ^ISLO � > 0 TAKOE, ^TO ja(f; g)j �

�jf j jgj (f; g 2 D

'

): eSLI  =

1

P

i=1

((�)f

i

; f

i

) 2 �

'

, TO W SILU LEMMY 3

j (a)j =

�

�

�

1

X

i=1

a(f

i

; f

i

)

�

�

�

�

1

X

i=1

ja(f

i

; f

i

)j � �

1

X

i=1

jf

i

j

2

= �k k:

(v) =) (iv). pUSTX � > 0 TAKOE, ^TO DLQ WSEH  2 �

'

: j (a)j � �k k: eSLI

WEKTOR � 2 A

0

0

, TO FUNKCIONAL  = (�(�)�; �) 2 �

'

I

ja

�

(�; �)j = j (a)j � �k k = �j�j

2

:

sLEDOWATELXNO, B. F. a

�

OGRANI^ENA.

(iv) =) (iii). sOGLASNO (iv) NAJDETSQ � > 0 TAKOE, ^TO DLQ L@BYH WEKTOROW

�; � 2 A

0

j(�

0

(�)ba; �)j = ja

�

(�; �)j � �j�jj�j:

oTS@DA SLEDUET, ^TO WEKTOR ba OGRANI^EN SLEWA.

(iii) =) (ii). tAK KAK A

0

=

c

n

'

I b): n

'

! H { WLOVENIE, TO NAJDETSQ OPERATOR

x 2 n

'

TAKOJ, ^TO ba = bx. oTS@DA W SILU SLEDSTWIQ 5 a = x(�; �).

(ii) =) (i). |TA IMPLIKACIQ O^EWIDNA. tEOREMA DOKAZANA.

x3. kLASSY L

]

2

('); L

\

2

(') I L

+

2

(')

uSLOWIMSQ DLQ B. F. a NA D

'

^EREZ a

�

OBOZNA^ATX B. F. NA D

'

, SOPRQVENNU@

K a, TO ESTX

a

�

(f; g) = a(g; f) (f; g 2 D

'

):

1. oPREDELENIE. wWEDEM SLEDU@]IE KLASSY BILINEJNYH FORM NA D

'

:

L

]

2

(') = fa 2 L

2

(') j a

�

2 L

2

(')g;

L

\

2

(') = fa 2 L

2

(') j a = a

�

g;

L

+

2

(') = fa 2 L

2

(') j a(f; f) � 0 (f 2 D

'

)g:

qSNO, ^TO L

+

2

(') � L

\

2

(') � L

]

2

('). oTMETIM, ^TO B. F. NA D

'

PRINADLEVIT

L

]

2

(') TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA \RMITOWY BILINEJNYE FORMY

a

R

�

a + a

�

2

I a

I

�

a� a

�

2i

PRINADLEVAT L

\

2

('):

2. tEOREMA. dLQ B. F. a 2 L

2

(') UTWERVDENIQ (i) I (ii) (SOOTWETSTWENNO,

(i

0

) I (ii

0

), (i

00

) I (ii

00

)) \KWIWALENTNY.

(i) a 2 L

]

2

('); (ii) ba 2 D

]

(pRI \TOM ba

]

=

b

a

�

(a 2 L

]

2

(')):):

(i

0

) a 2 L

\

2

('); (ii

0

) ba 2 D

]

I ba

]

= ba:

(i

00

) a 2 L

+

2

('); (ii

00

) ba 2 P

]

:

(zDESX P

]

{ ZAMYKANIE MNOVESTWA WEKTOROW f��

]

j � 2 Ag { KONUS POLOVITELX-

NYH \LEMENTOW H OTNOSITELXNO OBOB]ENNOJ GILXBERTOWOJ ALGEBRY A, WWEDEN-

NYJ pERDRIZE [12].)
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3. lEMMA. b. F. a IZ L

2

(') PRINADLEVIT L

]

2

(') (SOOTWETSTWENNO, L

\

2

('),

L

+

2

(')) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA B. F. a

�

PRINADLEVIT L

]

2

('��

�1

) (SOOT-

WETSTWENNO, L

\

2

(' � �

�1

); L

+

2

(' � �

�1

)), PRI^EM (a

�

)

�

= a

�

�

(a 2 L

]

2

(')).

dOKAZATELXSTWO LEMMY 3 SRAZU SLEDUET IZ RAWENSTW (1) { (5), USTANOWLENNYH

W x2.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 2. (i) =) (ii). pUSTX B. F. a 2 L

]

2

('), TOGDA PO LEMME

3: a

�

2 L

]

2

(' � �

�1

) I (a

�

)

�

= a

�

�

. sLEDOWATELXNO, DLQ L@BYH �; � 2 A

0

(ba; ��

[

) = (ba; �

0

(�)

�

�) = (�

0

(�)ba; �) = a

�

(�; �) = a

�

�

(�; �)

= (�; �

0

(�)

b

a

�

) = (�

0

(�)

�

�;

b

a

�

) = (��

[

;

b

a

�

):

tAK KAK A

0 2

QWLQETSQ SU]ESTWENNOJ OBLASTX@ OPREDELENIQ OPERATORA S

�

(SM.,

NAPRIMER, [13]), TO IZ PREDYDU]EJ WYKLADKI SLEDUET, ^TO ba 2 D

]

I ba

]

=

b

a

�

.

(ii) =) (i). pUSTX B. F. a 2 L

2

(') TAKOWA, ^TO ba 2 D

]

. eSLI WEKTORA �; � 2

A

0

0

= D

'��

�1
, TO, U^ITYWAQ, ^TO WEKTOR �

0

(�)

�

� 2 D

[

I (�

0

(�)

�

�)

[

= �

0

(�)

�

� (SM.

[8], DOKAZATELXSTWO LEMMY 2.4), IMEEM:

a

�

(�; �) = (�; �

0

(�)ba) = (�

0

(�)

�

;ba) = (ba

]

; �

0

(�)

�

�) = (�

0

(�)ba

]

; �):

oTS@DA SLEDUET, ^TO B. F. (a

�

)

�

2 L

2

(' � �

�1

) I, ZNA^IT, PO LEMME 3 B. F.

a 2 L

]

2

(').

(i

0

) () (ii

00

). rAWNOSILXNOSTX \TIH UTWERVDENIJ SLEDUET IZ LEMMY 3 I UVE

USTANOWLENNOGO RAWENSTWA ba

]

=

b

a

�

(a 2 L

]

2

(')).

(i

00

) =) (ii

00

). eSLI B. F. a 2 L

+

2

('), TO PO LEMME 3 B. F. a

�

2 L

+

2

(' � �

�1

) I,

SLEDOWATELXNO, DLQ KAVDOGO � 2 A

0

(ba; ��

[

) = (ba; �

0

(�)

�

�) = (�

0

(�)ba; �) = a

�

(�; �) � 0:

oTS@DA W SILU [12] (PREDLOVENIE 2.5) ba 2 P

]

.

(ii

0

) =) (i

0

). pUSTX WEKTOR � 2 A

0

0

I �

0

(�) = ux { POLQRNOE RAZLOVENIE

OPERATORA �

0

(�) 2 �(M)

0

. pOLOVIM � = u

�

�. sOGLASNO [8] (LEMMA 2.4) � 2 A

0

I

OPERATOR �

0

(�) = u

�

�

0

(�). sLEDOWATELXNO,

��

[

= �

0

(�)

�

� = �

0

(�)

�

u

�

u� = �

0

(u�)

�

u� = �

0

(�)

�

�:

tAKIM OBRAZOM, W SILU [12] (PREDLOVENIE 2.5)

a

�

(�; �) = (�

0

(�)ba; �) = (ba; �

0

(�)

�

�) = (ba; ��

[

) � 0:

oTS@DA B. F. a

�

2 L

+

2

(' � �

�1

), TAK ^TO PO LEMME 3 B. F. a 2 L

+

2

('). tEOREMA

DOKAZANA.

sPRAWEDLIWOSTX UTWERVDENIJ SLEDSTWIJ 4 { 6 WYTEKAET IZ SOOTWETSTWU@]IH

SWOJSTW LINEALA D

]

I ZAMKNUTOGO WYPUKLOGO KONUSA POLOVITELXNYH \LEMENTOW

P

]

(� H) (SM. [12]).
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4. sLEDSTWIE. zADANNAQ NA D

'

B. F. a PRINADLEVIT L

]

2

(') W TOM I TOLXKO

TOM SLU^AE, KOGDA SU]ESTWUET TAKAQ OPREDELQ@]AQ a POSLEDOWATELXNOSTX

OPERATOROW (x

n

) � n

'

\ n

�

'

, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX (x

�

n

) QWLQETSQ OPREDE-

LQ@]EJ DLQ B. F. a

�

; W ^ASTNOSTI, a 2 L

\

2

(') TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

DLQ a NAJDETSQ OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � n

\

'

.

5. sLEDSTWIE. dLQ B. F. a 2 L

2

(') SLEDU@]IE UTWERVDENIQ \KWIWALENTNY:

(i) a 2 L

+

2

('),

(ii) SU]ESTWUET OPREDELQ@]AQ a POSLEDOWATELXNOSTX IZ n

+

'

,

(iii) SU]ESTWUET OPREDELQ@]AQ a POSLEDOWATELXNOSTX IZ m

+

'

.

6. sLEDSTWIE. mNOVESTWO L

]

2

(') (SOOTWETSTWENNO, L

\

2

(')) SOWPADAET S

KOMPLEKSNOJ (SOOTWETSTWENNO, WE]ESTWENNOJ) LINEJNOJ OBOLO^KOJ ZAMKNU-

TOGO WYPUKLOGO KONUSA L

+

2

(').

7. zAME^ANIE. oTMETIM, ^TO WKL@^ENIE L

]

2

(') � L

2

(') W OB]EM SLU^AE QW-

LQETSQ STROGIM, TAK KAK, WOOB]E GOWORQ, D

]

6= H (SM. [12], 5.7).

x4. pREDSTAWLENIE BILINEJNYH FORM

IZ L

2

(') S POMO]X@ OPERATOROW

eSLI A { LINEJNYJ OPERATOR W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H TAKOJ, ^TO

D

'

� D(A), TO BUDEM ^EREZ A(�; �) OBOZNA^ATX B. F. NA D

'

, OPREDELENNU@ RAWEN-

STWOM

A(f; g) = (Af; g) (f; g 2 D

'

):

oTMETIM, ^TO ESLI LINEAL D

'

QWLQETSQ SU]ESTWENNOJ OBLASTX@ OPREDELENIQ

ZAMKNUTYH OPERATOROW A I B, TO RAWENSTWO B. F. A(�; �) = B(�; �) WOZMOVNO, W

SILU PLOTNOSTI D

'

, TOLXKO W TOM SLU^AE, ESLI A = B.

1. oPREDELENIE. bUDEM GOWORITX, ^TO B. F. a NA D

'

OPREDELQETSQ OPERA-

TOROM, ESLI NAJDETSQ TAKOJ ZAMKNUTYJ OPERATOR A W H, ^TO D

'

� D(A) I

a = A(�; �); W \TOM SLU^AE ^EREZ �(a) BUDEM OBOZNA^ATX NAIMENX[IJ SREDI TAKIH

OPERATOROW (T. E. �(a) { EDINSTWENNYJ ZAMKNUTYJ OPERATOR W H S SU]ESTWENNOJ

OBLASTX@ OPREDELENIQ D

'

TAKOJ, ^TO a = �(a)(�; �)).

zAJMEMSQ TEPERX WOPROSOM O TOM, KAKIE BILINEJNYE FORMY IZ L

2

(') OPRE-

DELQ@TSQ OPERATORAMI. sDELAEM W SWQZI S \TIM, PREVDE WSEGO, SLEDU@]EE ZA-

ME^ANIE.

2. zAME^ANIE. w OB]EM SLU^AE SU]ESTWU@T B. F. IZ L

2

('), NE SWODQ]IESQ K

OPERATORAM W SMYSLE OPREDELENIQ 1. dEJSTWITELXNO, NETRUDNO WIDETX, ^TO B. F.

a

�

2 L

2

(' � �

�1

) (a 2 L

2

(')) OPREDELQETSQ OPERATOROM TOGDA I TOLXKO TOGDA,

KOGDA W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H PREDZAMKNUTO OTOBRAVENIE � ! �

0

(�)ba

(� 2 A

0

). oDNAKO pERDRIZE ([12], 5.7) PRIWEL PRIMER SOWER[ENNOJ GILXBERTOWOJ

ALGEBRY A TAKOJ, ^TO W H (POPOLNENII A) SU]ESTWUET WEKTOR �, DLQ KOTOROGO

OTOBRAVENIE � ! �

0

(�)� (� 2 A

0

) NE ZAMYKAEMO.
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3. pREDLOVENIE. pUSTX B. F. a 2 L

2

(') OPREDELQETSQ OPERATOROM. tOGDA

OPERATOR �(a) PRISOEDINEN K M.

dOKAZATELXSTWO. tAKVE KAK W [4] (LEMMA 3) NETRUDNO UBEDITXSQ W TOM, ^TO

LINEAL D

'

INWARIANTEN OTNOSITELXNO ALGEBRYM

0

. tEPERX ZAMETIM, ^TO DLQ

KAVDOJ B. F. a 2 L

2

(') I UNITARNOGO OPERATORA u 2 M

0

a(uf; ug) = a(f; g) (f; g 2 D

'

): (�)

dEJSTWITELXNO, ESLI (x

n

)(� n

'

) { OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ a I

f; g 2 D

'

, TO

a(uf; ug) = lim

n!1

(x

n

uf; ug) = lim

n!1

(u

�

x

n

uf; g) = lim

n!1

(x

n

f; g) = a(f; g):

pUSTX B. F. a 2 L

2

(') OPREDELQETSQ OPERATOROM. dLQ L@BOGO UNITARNOGO OPE-

RATORA u 2 M

0

I f 2 D

'

: �(a)uf = u�(a)f . |TO SLEDUET IZ WYKLADKI, SPRA-

WEDLIWOJ W SILU (�) DLQ KAVDOGO WEKTORA g 2 D

'

:

(�(a)uf; g) = a(uf; g) = a(f; u

�

g) = (�(a)f; u

�

g) = (u�(a)f; g):

eSLI WEKTOR f 2 D

'

, TO, WYBIRAQ POSLEDOWATELXNOSTX (f

n

) � D

'

TAKIM OBRAZOM,

^TOBY lim

n!1

f

n

= f I lim

n!1

�(a)f

n

= �(a)f , IMEEM DLQ L@BOGO UNITARNOGO u 2

M

0

:

lim

n!1

�(a)uf

n

= lim

n!1

u�(a)f

n

= u�(a)f:

oTS@DA SLEDUET, ^TO uf 2 D(�(a)) I �(a)uf = u�(a)f . tEM SAMYM DOKAZANO,

^TO OPERATOR �(a) PRISOEDINEN KM.

4. tEOREMA. kAVDAQ B. F. a IZ L

]

2

(') OPREDELQETSQ OPERATOROM, PRI^EM

�(a) � �(a

�

)

�

.

5. lEMMA. kAVDAQ B. F. a IZ L

+

2

(') OPREDELQETSQ OPERATOROM.

dOKAZATELXSTWO. w SILU TEOREMY 2 IZ x3 WEKTOR ba 2 P

]

. sOGLASNO [12] (PRED-

LOVENIE 2.5) W TAKOM SLU^AE OTOBRAVENIE � ! �

0

(�)ba (� 2 A

0

) PREDZAMKNUTO

I OPERATOR �(ba), QWLQ@]IJSQ ZAMYKANIEM \TOGO OTOBRAVENIQ, POLOVITELEN

I PRISOEDINEN K ALGEBRE �(M). oBOZNA^IM ^EREZ h RAS[IRENIE PO fRID-

RIHSU POLOVITELXNOGO OPERATORA �(ba); IZ KONSTRUKCII \TOGO RAS[IRENIQ NE-

TRUDNO USMOTRETX, ^TO I OPERATOR h PRISOEDINEN K M. tAKIM OBRAZOM, ES-

LI h =

1

R

0

�dE(�) { SPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIE h, TO WSE PROEKTORA E(�)

(� 2 R) IZ RAZLOVENIQ EDINICY OPERATORA h PRINADLEVAT �(M). pOLAGAQ

E

0

(�) = �

�1

(E(�)) (� 2 R), POLU^IM, O^EWIDNO, NEKOTOROE RAZLOVENIE EDI-

NICY (E

0

(�))

�2R

I, SLEDOWATELXNO, MOVNO OPREDELITX POLOVITELXNYJ SAMOSO-

PRQVENNYJ OPERATOR A �

1

R

0

�dE

0

(�), PRISOEDINENNYJ K M. pROWERIM, ^TO

D

'

� D(A). eSLI WEKTOR f 2 D

'

, TO, WSPOMINAQ OPREDELENIE WEKTORA �

f

2 A

0

IZ x1, SOPOSTAWLQEMOGO f , IMEEM

(E

0

(�)f; f) = (E(�)�

f

; �

f

) (� 2 R):
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s U^ETOM WKL@^ENIQ A

0

� D(h) OTS@DA SLEDUET, ^TO

1

Z

0

�

2

d(E

0

(�)f; f) =

1

Z

0

�

2

d(E(�)�

f

; �

f

) < +1:

tAKIM OBRAZOM, WEKTOR f 2 D(A). uSTANOWIM TEPERX RAWENSTWO B. F. a = A(�; �).

dEJSTWITELXNO, DLQ KAVDOGO f 2 D

'

:

a(f; f) = (�

0

(�

f

)ba; �

f

) = (h�

f

; �

f

)

=

1

Z

0

�d(E(�)�

f

; �

f

) =

1

Z

0

�d(E

0

(�)f; f) = (Af; f):

w SILU POLQRIZACIONNOGO TOVDESTWA OTS@DA SLEDUET, ^TO a = A(�; �), TAK ^TO

B. F. a OPREDELQETSQ OPERATOROM.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 4. pUSTX B. F. a 2 L

]

2

(') PREDSTAWLENA W WIDE

a = a

1

� a

2

+ ia

3

� ia

4

, GDE B. F. a

k

2 L

+

2

(') (k = 1; 2; 3; 4) (WOZMOVNOSTX

TAKOGO PREDSTAWLENIQ WYTEKAET IZ SLEDSTWIQ 6 x3). w SILU LEMMY 5 NAJDUTSQ

ZAMKNUTYE OPERATORY A

k

W H TAKIE, ^TO D

'

� D(A

k

) I a

k

= A

k

(�; �) (k =

1; 2; 3; 4). oPREDELIM TEPERX OPERATOR A W H SLEDU@]IM OBRAZOM:

D

'

= D(A); Af = A

1

f �A

2

f + iA

3

f � iA

4

f (f 2 D

'

):

nETRUDNO ZAMETITX, ^TO B. F. a = A(�; �). pOKAVEM, ^TO OPERATOR A PREDZAMK-

NUT. dLQ \TOGO, ZAMENQQ W PREDYDU]EM RASSUVDENII B. F. a NA B. F. a

�

(2 L

]

2

(')),

OPREDELIM TAKOJ OPERATOR B W H, ^TO D

'

= D(B) I a

�

= B(�; �). tOGDA DLQ

L@BYH WEKTOROW f; g 2 D

'

(Af; g) = a(f; g) = a

�

(g; f) = (Bg; f) = (f;Bg):

iZ PREDYDU]EJ WYKLADKI SLEDUET WKL@^ENIE A � B

�

, POKAZYWA@]EE PREDZA-

MKNUTOSTX OPERATORA A. iZ \TOGO WKL@^ENIQ SLEDUET, ^TO �(a) = A � B

�

=

(B)

�

= �(a

�

)

�

. tEOREMA DOKAZANA.

6. sLEDSTWIE. pUSTX B. F. a 2 L

]

2

('). tOGDA a 2 L

\

2

(') (SOOTWETSTWENNO,

L

+

2

(')) W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA OPERATOR �(a) SIMMETRI^EN (SO-

OTWETSTWENNO, POLOVITELEN).

7. sLEDSTWIE. dLQ KAVDOJ B. F. a 2 L

+

2

(') SU]ESTWUET TAKOJ POLOVITELX-

NYJ SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR A, PRISOEDINENNYJ K M, ^TO D

'

� D(A) I

a = A(�; �):

8. zAME^ANIE. oTMETIM, ^TO W OB]EM SLU^AE DLQ B. F. a 2 L

]

2

(') OPERATOR

�(a) 6= �(a

�

)

�

I OPERATOR A W SLEDSTWII 7 MOVET OPREDELQTXSQ PO B. F. a 2

L

+

2

(') NE EDINSTWENNYM OBRAZOM. |TO SLEDUET IZ SOOTWETSTWU@]IH PRIMEROW

pERDRIZE ([12], 5.7) c U^ETOM LEGKO PROWERQEMOGO ZAME^ANIQ O TOM, ^TO DLQ

B. F. a

�

2 L

2

(' � �

�1

) (a 2 L

]

2

(')) OPERATOR �(a

�

) W H SOWPADAET S ZAMYKANIEM

OTOBRAVENIQ � ! �

0

(�)ba (� 2 A

0

):
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9. zAME^ANIE. kLASS B. F. IZ L

2

('), OPREDELQEMYH OPERATORAMI, WOOB]E GOWO-

RQ, [IRE, ^EM L

]

2

('), TAK KAK POSLEDNIJ KLASS W OB]EM SLU^AE UVE NE SODERVIT

WSEH B. F. WIDA x(�; �) (x 2 n

'

), POSKOLXKU, WOOB]E GOWORQ,

c

n

'

� A

0

6= A (PO

POWODU POSLEDNEGO NERAWENSTWA SM., NAPRIMER, [12], 5.6).

sLEDU@]EE PREDLOVENIE USTANAWLIWAET KRITERIJ PRINADLEVNOSTI KLASSU

L

]

2

(') B. F. IZ L

2

('), OPREDELQEMOJ OPERATOROM.

10. pREDLOVENIE. pUSTX B. F. a IZ L

2

(') OPREDELQETSQ OPERATOROM. tOGDA

a 2 L

]

2

(') W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA D

'

� D(�(a)

�

) I B. F. �(a)

�

(�; �) 2

L

2

(').

dOKAZATELXSTWO. nEOBHODIMOSTX USLOWIJ BEZ TRUDA SLEDUET IZ TEOREMY 4. pO-

KAVEM DOSTATO^NOSTX. eSLI WEKTORA f; g 2 D

'

, TO

a

�

(f; g) = a(g; f) = (�(a)g; f) = (f;�(a)g) = (�(a)

�

f; g) = �(a)

�

(f; g):

oTS@DA SLEDUET, ^TO B. F. a

�

= �(a)

�

(�; �) 2 L

2

('), TAK ^TO B. F. a 2 L

]

2

(').

x5. sLU^AJ SLEDA: SWQZX S TEORIEJ sIGALA

w \TOM PARAGRAFE MY BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO ' � � QWLQETSQ TO^NYM

NORMALXNYM POLUKONE^NYM SLEDOM NA ALGEBRE nEJMANA M. w \TOM SLU^AE

MODULQRNYJ OPERATOR � = 1; D

]

= H I, SLEDOWATELXNO, L

]

2

(� ) = L

2

(� ). w SILU

TEOREMY 4 IZ x4 WSE B. F. IZ L

2

(� ) OPREDELQ@TSQ OPERATORAMI. mY POKAVEM,

^TO KLASS OPERATOROW WIDA �(a) (a 2 L

2

(� )) SOWPADAET S L

2

(� ) { MNOVESTWOM

OPERATOROW, INTEGRIRUEMYH S KWADRATOM OTNOSITELXNO MERY NA PROEKTORAH

ALGEBRYM, OPREDELENNOJ SLEDOM � (SM. sIGAL [1], OPREDELENIE 3.7).

1. tEOREMA. oTOBRAVENIE a! �(a) QWLQETSQ IZOMETRI^ESKIM IZOMORFIZ-

MOM GILXBERTOWA PROSTRANSTWA L

2

(� ) NA GILXBERTOWO PROSTRANSTWO L

2

(� ),

PRI^EM �(a

�

) = �(a)

�

(a 2 L

2

(� )).

2. lEMMA. pUSTX OPERATOR A 2 L

2

(� ). tOGDA D

�

� D(A) I B. F. A(�; �) 2

L

2

(� ).

dOKAZATELXSTWO. pUSTX A = U jAj { POLQRNOE RAZLOVENIE OPERATORA A I jAj =

1

R

0

�dE(�) { SPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIE POLOVITELXNOGO SAMOSOPRQVENNOGO

OPERATORA jAj, PRISOEDINENNOGO KM. oTMETIM, ^TO W SILU [1] (SLEDSTWIE 12.13)

kAk

2

2

= k jAj k

2

2

=

1

Z

0

�

2

d� (E(�)) < +1:

(zDESX ^EREZ k � k

2

OBOZNA^ENA NORMA OPERATORA W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE

L

2

(� ), DLQ OPERATOROW IZ n

�

\TO OBOZNA^ENIE, O^EWIDNO, SOGLASUETSQ S WWEDEN-

NYM W x1 OPREDELENIEM k � k

2

). eSLI WEKTOR f 2 D

�

, TO NAJDETSQ ^ISLO C > 0

TAKOE, ^TO (E(�)f; f) � C� (E(�)) (� 2 R) I, SLEDOWATELXNO,

1

Z

0

�

2

d(E(�)f; f) � C

1

Z

0

�

2

d� (E(�)) < +1:
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tAKIM OBRAZOM f 2 D(jAj) � D(A), TAK ^TO D

�

� D(A). oPREDELIM TEPERX

OPERATORY h

n

=

n

R

0

�dE(�) I x

n

= Uh

n

(n = 1; 2; : : : ). pOSKOLXKU � (h

2

n

) =

n

R

0

�

2

d� (E(�)) < +1, TO h

n

2 n

�

I, SLEDOWATELXNO, x

n

= Uh

n

2 n

�

(n = 1; 2; : : : ).

pOKAVEM, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

)(� n

�

) QWLQETSQ OPREDELQ@]EJ DLQ B. F.

A(�; �). dEJSTWITELXNO, ESLI m;n!1, TO

kx

m

� x

n

k

2

2

= kU(h

m

� h

n

)k

2

2

= kh

m

� h

n

k

2

2

=

�

�

�

n

Z

m

�

2

d� (E(�))

�

�

�

! 0:

dLQ KAVDOGO WEKTORA f 2 D

�

:

(Af; f) = (U jAjf; f) = (jAjf; U

�

f) = lim

n!1

(h

n

f; U

�

f) = lim

n!1

(Uh

n

f; f)

= lim

n!1

(x

n

f; f):

tAKIM OBRAZOM, TREBOWANIQ (i) I (ii) OPREDELENIQ 1 IZ x2 WYPOLNENY I, SLEDO-

WATELXNO, B. F. A(�; �) 2 L

2

(� ).

3. lEMMA. pUSTX OPERATOR A W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H, IZMERIMYJ

OTNOSITELXNO ALGEBRY M (W SMYSLE [1], OPREDELENIE 2:1), TAKOW, ^TO D

�

�

D(A) I B. F. A(�; �) 2 L

2

(� ). tOGDA A = �(A(�; �)).

dOKAZATELXSTWO. zAMKNUTYJ OPERATOR (�(A(�; �)))

�

PRISOEDINEN K ALGEBREM

WSLEDSTWIE PREDLOVENIQ 3 IZ x3. iZ WKL@^ENIQ �(A(�; �)) � A SLEDUET WKL@-

^ENIE (�(A(�; �)))

�

� A

�

, POKAZYWA@]EE, ^TO OBLASTX OPREDELENIQ OPERATORA

(�(A(�; �)))

�

SODERVIT SILXNO PLOTNOE MNOVESTWO D(A

�

) (W SILU [1], TEOREMA 4,

OPERATOR A

�

IZMERIM). oTS@DA SLEDUET, ^TO OPERATOR (�(A(�; �)))

�

IZMERIM,

TAK ^TO W SILU [1] (SLEDSTWIE 5.1) (�(A(�; �)))

�

= A

�

. u^ITYWAQ ZAMKNUTOSTX

OPERATOROW �(A(�; �)) I A POLU^AEM, NAKONEC, RAWENSTWO A = �(A(�; �)).

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 1. rASSMOTRIM OTOBRAVENIE � : L

2

(� )! L

2

(� ), KOR-

REKTNO OPREDELENNOE W SILU LEMMY 2 RAWENSTWOM �(A) = A(�; �) (A 2 L

2

(� )).

qSNO, ^TO OTOBRAVENIE � LINEJNO (SUMMA W L

2

(� ) PONIMAETSQ W SILXNOM SMYS-

LE ([1], OPREDELENIE 2.2)). pOKAVEM, ^TO � { IZOMETRIQ. dEJSTWITELXNO, ESLI

A 2 L

2

(� ) I POSLEDOWATELXNOSTX OPERATOROW (x

n

)(� n

�

) OPREDELENA KAK PRI

DOKAZATELXSTWE LEMMY 2, TO

k�(A)k

2

= lim

n!1

kx

n

k

2

= kAk

2

:

u^ITYWAQ, ^TO � PEREWODIT PLOTNOE W L

2

(� ) MNOVESTWO OPERATOROW n

�

NA PLOT-

NOE W L

2

(� ) MNOVESTWO B. F. WIDA x(�; �) (x 2 n

�

), DELAEM WYWOD O TOM, ^TO �

QWLQETSQ IZOMETRI^ESKIM IZOMORFIZMOM GILXBERTOWYH PROSTRANSTW. rAWENST-

WO A = �(�(A)) (A 2 L

2

(� )), SPRAWEDLIWOE W SILU LEMMY 3, POKAZYWAET, ^TO

OTOBRAVENIE a ! �(a) (a 2 L

2

(� )) QWLQETSQ OBRATNYM K � I, SLEDOWATELXNO,

USTANAWLIWAET IZOMETRI^ESKIJ IZOMORFIZM L

2

(� ) NA L

2

(� ). dLQ KAVDOJ B. F.

a 2 L

2

(� ) PO TEOREME 4 IZ x4 SPRAWEDLIWO WKL@^ENIE �(a

�

) � �(a)

�

. oBA OPE-

RATORA �(a

�

) I �(a)

�

PRINADLEVAT L

2

(� ) I, W ^ASTNOSTI, IZMERIMY. rAWENSTWO

�(a

�

) = �(a)

�

TEPERX SLEDUET IZ [1] (SLEDSTWIE 5.1). tEOREMA DOKAZANA.

tEOREMA 1 POZWOLQET NAM PREDLOVITX NOWOE OPISANIE OPERATOROW KLASSA

L

2

(� ), NE SWQZANNOE S PONQTIEM IZMERIMOSTI.
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4. sLEDSTWIE. zAMKNUTYJ OPERATOR A W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H

INTEGRIRUEM S KWADRATOM OTNOSITELXNO SLEDA � TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOG-

DA LINEAL D

�

QWLQETSQ EGO SU]ESTWENNOJ OBLASTX@ OPREDELENIQ I B. F. A(�; �)

PRINADLEVIT L

2

(� ).

rASSMOTRIM TEPERX WOPROS O SWQZI MEVDU BANAHOWYM PROSTRANSTWOM L

1

(� )

BILINEJNYH FORM, INTEGRIRUEMYH OTNOSITELXNO SLEDA � (SM. [3]), I BANAHO-

WYM PROSTRANSTWOM L

1

(� ) INTEGRIRUEMYH OTNOSITELXNO � OPERATOROW (SM. [1]).

oTMETIM, PREVDE WSEGO, ^TO OTOBRAVENIE x ! x(�; �) (x 2 m

�

) IZOMETRI^ES-

KI PEREWODIT PLOTNOE W L

1

(� ) MNOVESTWO OPERATOROW m

�

NA PLOTNOE W L

1

(� )

MNOVESTWO B. F. (RAWENSTWO kxk

1

= kxk

�

(x 2 m

�

) NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ

SOOTNO[ENIQ (6) x2 I OPREDELENIQ NORMY k � k

1

BANAHOWA PROSTRANSTWA L

1

(� )).

oBOZNA^IM ^EREZ {:L

1

(� )! L

1

(� ) IZOMETRI^ESKIJ IZOMORFIZM BANAHOWYH PRO-

STRANSTW, PRODOLVA@]IJ \TO OTOBRAVENIE. sLEDU@]AQ TEOREMA DAET PROSTOJ

SPOSOB OPREDELENIQ B. F. {(a) PO OPERATORU A = C

�

� B 2 L

1

(� ), GDE OPERA-

TORY B;C 2 L

2

(� ) (ZDESX ^EREZ C

�

� B OBOZNA^ENO SILXNOE PROIZWEDENIE DWUH

IZMERIMYH OPERATOROW W SMYSLE [1]).

5. tEOREMA. pUSTX OPERATORY B;C 2 L

2

(� ). tOGDA {(C

�

� B)(f; g) =

(Bf;Cg) (f; g 2 D

�

):

dOKAZATELXSTWO. pUSTX 
:L

1

(� ) ! M

�

{ KANONI^ESKIJ IZOMORFIZM BANAHO-

WYH PROSTRANSTW, OPREDELENNYJ W [3]. oTMETIM, ^TO DLQ KAVDOGO OPERATORA

A 2 L

1

(� )


({(A))(x) = � (Ax) (x 2 M): (7)

dEJSTWITELXNO, SPRAWEDLIWOSTX RAWENSTWA (7) DLQ A 2 m

�

SRAZU SLEDUET IZ

OPREDELENIQ OTOBRAVENIQ 
, OB]IJ SLU^AJ POLU^AETSQ PUTEM PREDELXNOGO PE-

REHODA. oPREDELIM TEPERX DWE POSLEDOWATELXNOSTI OPERATOROW (x

n

) I (y

n

) IZ

n

�

, QWLQ@]IESQ OPREDELQ@]IMI DLQ B. F. b � B(�; �) I c � C(�; �) SOOTWETSTWEN-

NO, TAKIE, ^TO x

n

f ! Bf I y

n

f ! Cf PRI n!1 DLQ KAVDOGO f 2 D

�

. dALEE

NAM PONADOBQTSQ SLEDU@]IE SOOTNO[ENIQ:

� (C

�

�B) = (b; c); (8)

x �

\

C

�

(�; �) = �(x)

b

c

�

= �(x)Jbc: (9)

rAWENSTWO (8) ZDESX SLEDUET IZ TEOREMY 1, A DLQ DOKAZATELXSTWA (9) DOSTATO^NO

ZAMETITX, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX xy

�

n

(� n

�

) QWLQETSQ OPREDELQ@]EJ DLQ B. F.

x � C

�

(�; �). pUSTX TEPERX f 2 D

�

I OPERATOR x � �

�1

(J�

0

(�

f

)

�

�

0

(�

f

)J). sLEDU-

@]AQ WYKLADKA SPRAWEDLIWA W SILU PREDLOVENIQ 5 RABOTY [3] I RAWENSTW (7) {

(9):

{(C

�

�B)(f; f) = 
({(C

�

�B))(x) = � (C

�

�Bx) = � (x � C

�

�B)

= (�(x)Jbc; J

b

b) = (J�

0

(�

f

)

�

�

0

(�

f

)JJbc; J

b

b)

= (�

0

(�

f

)

b

b; �

0

(�

f

)bc) = lim

n!1

(�

0

(�

f

)cx

n

; �

0

(�

f

)cy

n

)

= lim

n!1

(�(y

�

n

x

n

)�

f

; �

f

) = lim

n!1

(y

�

n

x

n

f; f) = lim

n!1

(x

n

f; y

n

f)

= (Bf;Cf):

uTWERVDENIE TEOREMY TEPERX SLEDUET IZ POLQRIZACIONNOGO TOVDESTWA.
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6. sLEDSTWIE. pUSTX B. F. a 2 L

1

(� ). sU]ESTWUET, PRITOM EDINSTWENNYJ,

OPERATOR A 2 L

1

(� ) TAKOJ, ^TO

a(f; g) = (jAj

1=2

f; jAj

1=2

U

�

g) (f; g 2 D

�

);

GDE A = U jAj { POLQRNOE RAZLOVENIE A.

7. sLEDSTWIE. pUSTX A { ZAMKNUTYJ PLOTNO OPREDELENNYJ OPERATOR W

GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H, PRISOEDINENNYJ K M. sLEDU@]IE USLOWIQ

\KWIWALENTNY:

(i) A 2 L

2

(� );

(ii) D

�

� D(A) I B. F. (A(�); A(�)) NA D

�

PRINADLEVIT L

1

(� ).

x6. sLU^AJ KONE^NOJ ALGEBRY nEJMANA

w \TOM RAZDELE MY USTANOWIM, ^TO W SLU^AE KONE^NOJ ALGEBRY nEJMANAM I

KONE^NOGO WESA ' WSE BILINEJNYE FORMY IZ L

2

(') OPREDELQ@TSQ OPERATORAMI,

KLASS KOTORYH SOSTAWLQET GILXBERTOWO PROSTRANSTWO L

2

(M; '), WWEDENNOE dAEM

[10].

1. tEOREMA. pUSTXM { KONE^NAQ ALGEBRA nEJMANA I ' { TO^NYJ NORMALX-

NYJ POLOVITELXNYJ FUNKCIONAL NA M. tOGDA KAVDAQ B. F. IZ L

2

(') OPREDE-

LQETSQ OPERATOROM.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX B. F. a 2 L

2

('). tAK KAK MNOVESTWO WEKTOROW WIDA

�(x)

b

1 (x 2 M) PLOTNO W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H, TO W SILU BT -TEOREMY

([11], LEMMA 9.2.1) ba = BT

b

1, GDE B 2 �(M), A T { ZAMKNUTYJ PLOTNO OPREDELEN-

NYJ OPERATOR W H, PRISOEDINENNYJ K �(M). zAMETIM TEPERX, ^TO MNOVESTWO

ZAMKNUTYH PLOTNO OPREDELENNYH OPERATOROW, PRISOEDINENNYH K KONE^NOJ AL-

GEBRE nEJMANA, OBRAZUET ALGEBRU OTNOSITELXNO OPERACIJ SILXNOJ SUMMY I PRO-

IZWEDENIQ (SM. [1], WPRO^EM, W DOPOLNITELXNOM PREDPOLOVENII O �-KONE^NOSTI

ALGEBRY nEJMANA, KOTOROE W NA[EM SLU^AE WYPOLNQETSQ, \TOT FAKT, KAK OTME-

^ENO W [10], NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ [11] (STR. 221{229)). tAKIM OBRAZOM, W

H SU]ESTWUET ZAMKNUTYJ PLOTNO OPREDELENNYJ OPERATOR A, PRISOEDINENNYJ K

�(M), TAKOJ, ^TO ba = A

b

1. pUSTX A = U jAj { POLQRNOE RAZLOVENIE \TOGO OPERA-

TORA I jAj =

1

R

0

�dE(�) { SPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIE OPERATORA jAj � (A

�

A)

1=2

.

pOLAGAQ E

0

(�) = �

�1

(E(�)) (� 2 R), OPREDELIM TAKIM OBRAZOM NEKOTOROE RAZ-

LOVENIE EDINICY E

0

(�) I, SLEDOWATELXNO, POLOVITELXNYJ SAMOSOPRQVENNYJ

OPERATOR h �

1

R

0

�dE

0

(�) PRISOEDINEN K M. pOKAVEM, ^TO D

'

� D(h). dEJST-

WITELXNO, DLQ KAVDOGO f 2 D

'

, WSPOMINAQ OPREDELENIE WEKTORA �

f

2 �(M)

0

b

1,

IMEEM

1

Z

0

�

2

d(E

0

(�)f; f) =

1

Z

0

�

2

d(E(�)�

f

; �

f

) < +1:

pOSLEDNEE NERAWENSTWO ZDESX SLEDUET IZ WKL@^ENIQ �(M)

0

b

1 � D(A) � D(jAj).

oPREDELIM TEPERX OPERATOR A

0

W H KAK ZAMYKANIE PROIZWEDENIQ �

�1

(U)h. w
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SILU SDELANNOGO WY[E ZAME^ANIQ OPERATOR A

0

KORREKTNO OPREDELEN, PLOTNO ZA-

DAN I PRISOEDINEN K M. kROME TOGO, D

'

� D(h) � D(A

0

). dLQ KAVDOGO

n = 1; 2; : : : POLOVIM x

n

= U

n

R

0

�dE(�) I x

0

n

= �

�1

(U)

n

R

0

�dE

0

(�). nETRUDNO

WIDETX, ^TO �(x

n

) = x

0

n

(n = 1; 2; : : : ) I DLQ KAVDOGO � 2 D(A) (SOOTWETSTWEN-

NO, f 2 D(h)) x

n

� ! A� (SOOTWETSTWENNO, x

0

n

f ! A

0

f) PRI n ! 1: w TAKOM

SLU^AE DLQ L@BOGO f 2 D

'

a(f; f) = (�

0

(�

f

)ba; �

f

) = (�

0

(�

f

)A

b

1; �

f

) = (A�

0

(�

f

)

b

1; �

f

) = (A�

f

; �

f

)

= lim

n!1

(x

n

�

f

; �

f

) = lim

n!1

(x

0

n

f; f) = (A

0

f; f):

iZ POLQRIZACIONNOGO TOVDESTWA TEPERX SLEDUET, ^TO a = A

0

(�; �). tEOREMA DO-

KAZANA.

2. sLEDSTWIE. eSLI, W PREDPOLOVENIQH TEOREMY 1, ' =

1

P

i=1

((�)f

i

; f

i

) (f

i

2 H),

TO DLQ L@BYH a; b 2 L

2

(')

(a; b) =

1

X

i=1

(�(a)f

i

;�(b)f

i

);

PRI^EM RQD W PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA SHODITSQ ABSOL@TNO.

dOKAZATELXSTWO. iSPOLXZUQ KONSTRUKCI@, PRIWEDENNU@ PRI DOKAZATELXSTWE

TEOREMY 1, OPREDELIM DWE POSLEDOWATELXNOSTI (x

n

) I (y

n

) OPERATOROW IZ M

TAKIM OBRAZOM, ^TOBY

x

n

f ! �(a)f; y

n

f ! �(b)f (f 2 D

'

)

I

�(x

n

)� ! �

0

(�)ba; �(y

n

)� ! �

0

(�)

b

b (� 2 �(M)

0

b

1):

dLQ KAVDOGO m = 1; 2; : : : OPREDELIM WEKTOR �

m

2 �(M)

0

b

1 TAKOJ, ^TO

m

X

i=1

(xf

i

; f

i

) = (�(x)�

m

; �

m

) (x 2 M):

w TAKOM SLU^AE PRI L@BOM m = 1; 2; : : :

m

X

i=1

(�(a)f

i

;�(b)f

i

) = lim

n!1

m

X

i=1

(x

n

f

i

; f

i

) = lim

n!1

m

X

i=1

(y

�

n

x

n

f

i

; f

i

)

= lim

n!1

(�(y

�

n

x

n

)�

m

; �

m

) = lim

n!1

(�(x

n

)�

f

; �(y

n

)�

m

)

= (�

0

(�

m

)ba; �

0

(�

m

)

b

b) = (�

0

(�

m

)

�

�

0

(�

m

)ba;

b

b):

pEREHODQ TEPERX K PREDELU PRI m ! 1 I U^ITYWAQ, ^TO �

0

(�

m

)

�

�

0

(�

m

) ! 1

SLABO, IMEEM

1

X

i=1

(�(a)f

i

;�(b)f

i

) = lim

m!1

(�

0

(�

m

)

�

�

0

(�

m

)ba;

b

b) = (ba;

b

b) = (a; b):

sLEDSTWIE DOKAZANO.
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3. pREDLOVENIE. pUSTX ' =

1

P

i=1

((�)f

i

; f

i

) (f

i

2 H) { TO^NYJ NORMALXNYJ

POLOVITELXNYJ FUNKCIONAL NA KONE^NOJ ALGEBRE nEJMANA M. dLQ ZAMKNU-

TOGO PLOTNO OPREDELENNOGO OPERATORA A, PRISOEDINENNOGO K M, SLEDU@]IE

USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) f

i

2 D(A) (i = 1; 2; : : : ) I

1

P

i=1

jAf

i

j

2

< +1;

(ii) D

'

� D(A) I B. F. A(�; �) 2 L

2

('):

pRI WYPOLNENII \TIH USLOWIJ �(A(�; �)) = A.

dOKAZATELXSTWO. (i) =) (ii). pUSTX A = U jAj { POLQRNOE RAZLOVENIE OPERATO-

RA A I jAj =

1

R

0

�dE(�) { SPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIE OPERATORA jAj � (A

�

A)

1=2

:

oPREDELIM W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H OPERATOR A

0

KAK ZAMYKANIE PROIZ-

WEDENIQ �(U)

1

R

0

�d�(E(�)). w SILU ZAME^ANIQ, SDELANNOGO PRI DOKAZATELXST-

WE TEOREMY 1, \TOT OPERATOR KORREKTNO OPREDELEN, PLOTNO ZADAN I PRISOEDI-

NEN K �(M). pOKAVEM, ^TO

b

1 2 D(A

0

). dLQ \TOGO RASSMOTRIM OPERATORY

x

n

=

n

R

0

�dE(�) I x

0

n

=

n

R

0

�d�(E(�)) (n = 1; 2; : : : ). qSNO, ^TO �(x

n

) = x

0

n

I

jx

n

f j � jAf j DLQ L@BOGO f 2 D(A) (n = 1; 2; : : : ). dLQ KAVDOGO n = 1; 2; : : :

n

Z

0

�

2

d(�(E(�))

b

1;

b

1) = (x

0 2

n

b

1;

b

1) = (�(x

n

)

2

b

1;

b

1) = '(x

2

n

)

=

1

X

i=1

jx

n

f

i

j

2

�

1

X

i=1

jAf

i

j

2

< +1:

pEREHODQ TEPERX K PREDELU PRI n!1, IMEEM

1

Z

0

�

2

d(�(E(�))

b

1;

b

1) < +1;

TAK ^TO

b

1 2 D(A

0

). oTMETIM, ^TO �(M)

0

b

1 � D(A

0

), TAK KAK OPERATOR A

0

PRISOEDINEN K �(M). pROWERIM, ^TO D

'

� D(jAj) � D(A). dEJSTWITELXNO,

DLQ KAVDOGO f 2 D

'

1

Z

0

�

2

d(E(�)f; f) =

1

Z

0

�

2

d(�(E(�))�

f

; �

f

) < +1:

oBOZNA^IM ^EREZ a TAKU@ B. F. IZ L

2

('), ^TO ba = A

0

b

1. tOGDA DLQ L@BOGO f 2 D

'

(Af; f) = lim

n!1

(Ux

n

f; f) = lim

n!1

(�(U)x

0

n

�

f

; �

f

) = (A

0

�

f

; �

f

)

= (A

0

�

0

(�

f

)

b

1; �

f

) = (�

0

(�

f

)ba; �

f

) = a(f; f):
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iZ POLQRIZACIONNOGO TOVDESTWA TEPERX SLEDUET, ^TO a = A(�; �).

(ii) =) (i). |TA IMPLIKACIQ SLEDUET IZ TEOREMY 1.

pOKAVEM, NAKONEC, ^TO PRI WYPOLNENII (ii) �(A(�; �)) = A. |TO RAWENSTWO

SPRAWEDLIWO W SILU TOGO, ^TO DWA ZAMKNUTYH PLOTNO OPREDELENNYH OPERATO-

RA �(A(�; �)) I A, PRISOEDINENNYH K KONE^NOJ ALGEBRE nEJMANA M, SWQZANY

WKL@^ENIEM �(A(�; �)) � A (SM. [10], 5.1, STR. 264).

pRIWODIMOE NIVE SLEDSTWIE NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET IZ SLEDSTWIQ 2 I

PREDLOVENIQ 3 PUTEM PEREHODA K REDUCIROWANNOJ (NA NOSITELX NORMALXNOGO

FUNKCIONALA) ALGEBRE nEJMANA.

4. sLEDSTWIE [10]. pUSTX M { KONE^NAQ ALGEBRA nEJMANA, ' =

1

P

i=1

((�)f

i

; f

i

)

(f

i

2 H) { NORMALXNYJ POLOVITELXNYJ FUNKCIONAL NA M I E { NOSITELX

'. mNOVESTWO L

2

(M; ') ZAMKNUTYH PLOTNO OPREDELENNYH OPERATOROW A,

PRISOEDINENNYH KM I OBLADA@]IH SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:

(i) AE = A,

(ii) f

i

2 D(A) (i = 1; 2; : : : ) I

1

P

i=1

jAf

i

j

2

< +1,

QWLQETSQ GILXBERTOWYM PROSTRANSTWOM OTNOSITELXNO SKALQRNOGO PROIZWE-

DENIQ (A;B) �

1

P

i=1

(Af

i

; Bf

i

) (A;B 2 L

2

(M; ')) I OPERACII SILXNOJ SUMMY.

gILXBERTOWO PROSTRANSTWO L

2

(M; ') NE ZAWISIT OT WYBORA WEKTOROW f

i

W

PREDSTAWLENII FUNKCIONALA '.

w ZAKL@^ENIE AWTOR PRINOSIT GLUBOKU@ BLAGODARNOSTX a. n. {ERSTNEWU ZA

WNIMANIE, PROQWLENNOE IM K NASTOQ]EJ RABOTE.
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V. lokalxno kone~nye wesa na algebrah nejmana

kAZANX, kAZANSK. UN{T,

1978, 24 S., rUKOPISX DEP. W winiti

10 QNWARQ 1979 G., 101-79 dEP.

w PREDLAGAEMOJ RABOTE IZU^A@TSQ NORMALXNYE WESA NA ALGEBRAH nEJMANA,

LOKALXNO KONE^NYE W SLEDU@]EM SMYSLE: KAVDYJ POLOVITELXNYJ OPERATOR

IZ ALGEBRY, ZNA^ENIE WESA NA KOTOROM OTLI^NO OT NULQ, MAVORIRUET POLOVI-

TELXNYJ OPERATOR S NENULEWYM KONE^NYM WESOM. w PERWOM RAZDELE POLU^ENO

OPISANIE NORMALXNYH LOKALXNO KONE^NYH WESOW NA ALGEBRE WSEH OGRANI^ENNYH

OPERATOROW I POKAZANO, ^TO DLQ NORMALXNOGO WESA TREBOWANIE LOKALXNOJ KONE^-

NOSTI STROGO SILXNEE OBY^NOGO TREBOWANIQ POLUKONE^NOSTI. wO WTOROM RAZDELE

USLOWIE LOKALXNOJ KONE^NOSTI TO^NOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA SWQZY-

WAETSQ SO SWOJSTWAMI OPREDELQEMOGO IM OTOBRAVENIQ 
, WWEDENNOGO W RABOTE [3].

zDESX TAKVE POLU^ENO NOWOE OPISANIE \TOGO OTOBRAVENIQ. w TRETXEM RAZDELE

USTANOWLENA LOKALXNAQ KONE^NOSTX [IROKOGO KLASSA WESOW NA POLUKONE^NYH AL-

GEBRAH nEJMANA.

I. nAPOMNIM SNA^ALA OSNOWNYE OPREDELENIQ, KASA@]IESQ WESOW NA ALGEBRAH

nEJMANA (SM. [4], [7]).

wESOM NA ALGEBRE nEJMANA M NAZYWAETSQ OTOBRAVENIE ':M

+

! [0;+1]

TAKOE, ^TO

a) '(x+ y) = '(x) + '(y) (x; y 2 M

+

),

b) '(�x) = �'(x) (x 2 M

+

; � � 0), PRI^EM 0 � (+1) = 0.

eSLI ' | WES NAM, TO MNOVESTWO

n

'

= fx 2 M j '(x

�

x) < +1g

| LEWYJ IDEALM, A m

'

= n

�

'

n

'

| SAMOSOPRQVENNAQ PODALGEBRAM, LINEJNO

POROVDAEMAQ SWOEJ POLOVITELXNOJ ^ASTX@

m

+

'

= fx 2 M

+

j '(x) < +1g:

oGRANI^ENIE WESA 'jm

+

'

PRODOLVAETSQ DO EDINSTWENNOJ POLOVITELXNOJ LINEJ-

NOJ FORMY NA m

'

, TAKVE OBOZNA^AEMOJ ^EREZ '. wES ' NAZYWAETSQ TO^NYM,

ESLI IZ RAWENSTWA '(x) = 0 (x 2 M

+

) SLEDUET, ^TO x = 0. wES ' NORMALEN, ESLI

'(supx

i

) = sup'(x

i

) DLQ L@BOJ OGRANI^ENNOJ WOZRASTA@]EJ SETI (x

i

) � M

+

.

u. hAAGERUP [7] POKAZAL, ^TO KAVDYJ NORMALXNYJ WES ESTX WERHNQQ GRANX POLO-

VITELXNYH NORMALXNYH FUNKCIONALOW. wES ' NAZYWAETSQ POLUKONE^NYM, ESLI

PODALGEBRA m

'

PLOTNA WM W ULXTRASLABOJ TOPOLOGII.

dADIM TEPERX OSNOWNOE W DANNOJ RABOTE
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oPREDELENIE 1.1. nAZOWEM WES ' NA ALGEBRE nEJMANAM LOKALXNO KONE^NYM,

ESLI DLQ L@BOGO x 2 M

+

S '(x) > 0 SU]ESTWUET y 2 M

+

TAKOJ, ^TO y � x I

0 < '(y) < +1.

w DALXNEJ[EM MY OGRANI^IMSQ IZU^ENIEM NORMALXNYH LOKALXNO KONE^NYH

WESOW.

sLEDU@]EE PREDLOVENIE DAET RQD USLOWIJ, \KWIWALENTNYH DLQ NORMALXNOGO

WESA TREBOWANI@ LOKALXNOJ KONE^NOSTI.

pREDLOVENIE 1.2. pUSTX '| NORMALXNYJ WES NA ALGEBRE nEJMANAM. sLE-

DU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) WES ' LOKALXNO KONE^EN,

(ii) DLQ L@BOGO x 2 M

+

SU]ESTWUET SEMEJSTWO (x

i

) � m

+

'

TAKOE, ^TO

x =

P

x

i

,

(iii) DLQ L@BOGO x 2 M

+

SU]ESTWUET WOZRASTA@]AQ SETX (x

i

) � m

+

'

TAKAQ,

^TO x = supx

i

,

(iv) DLQ L@BOGO x 2 M

+

: '(x) = supf'(y) j y � x; y 2 m

+

'

g.

dOKAZATELXSTWO. zAMETIM, ^TO IMPLIKACII (ii) =) (iii) =) (iv) =) (i) ZDESX

O^EWIDNY. dLQ PROWERKI (i) =) (ii) MY FIKSIRUEM (0 6=)x 2 M

+

I OBOZNA^IM

^EREZ F SEMEJSTWO WSEH TAKIH NABOROW NENULEWYH OPERATOROW IZ m

+

'

, L@BAQ KO-

NE^NAQ SUMMA \LEMENTOW KAVDOGO IZ KOTORYH MAVORIRUETSQ OPERATOROM x. iZ

LEMMY cORNA TOGDA SLEDUET SU]ESTWOWANIE MAKSIMALXNOGO (W SMYSLE UPORQDO-

^ENNOSTI PO WKL@^ENI@) NABORA (x

i

) 2 F . iZ OPREDELENIQ F SLEDUET, ^TO RQD

P

x

i

SILXNO SHODITSQ K NEKOTOROMU z 2 M

+

, PRI^EM z � x. oDNAKO, STROGOE

NERAWENSTWO ZDESX NEWOZMOVNO, TAK KAK W SILU LOKALXNOJ KONE^NOSTI WESA '

\TO PROTIWORE^ILO BY MAKSIMALXNOSTI NABORA (x

i

). tAKIM OBRAZOM, x =

P

x

i

I PREDLOVENIE DOKAZANO.

sLEDSTWIE 1.3. kAVDYJ NORMALXNYJ LOKALXNO KONE^NYJ WES POLUKONE^EN.

zAME^ANIE 1.4. oTMETIM W SWQZI S P

�

(iii) PREDLOVENIQ 1.2 ODNO POLEZNOE DO-

STATO^NOE USLOWIE LOKALXNOJ KONE^NOSTI: NORMALXNYJ WES ' LOKALXNO KONE^EN,

ESLI m

'

SODERVIT NEKOTORYJ DWUSTORONNIJ IDEAL, ULXTRASLABO PLOTNYJ WM

(SM. [6, GL. 1, x3, SLEDSTWIE 5]). oTS@DA, W ^ASTNOSTI, SLEDUET LOKALXNAQ KO-

NE^NOSTX KAVDOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO SLEDA. oDNAKO, DLQ NORMALXNYH

WESOW TREBOWANIE LOKALXNOJ KONE^NOSTI OKAZYWAETSQ STROGO SILXNEE TREBOWA-

NIQ POLUKONE^NOSTI (SM. NIVE SLEDSTWIE 1.7).

sLEDU@]AQ TEOREMA DAET OPISANIE NORMALXNYH LOKALXNO KONE^NYH WESOW NA

ALGEBRE B(H) WSEH OGRANI^ENNYH LINEJNYH OPERATOROW W GILXBERTOWOM PRO-

STRANSTWE H.

tEOREMA 1.5. pUSTX ' | NORMALXNYJ WES NA B(H). sLEDU@]IE USLOWIQ \K-

WIWALENTNY:

(i) WES ' LOKALXNO KONE^EN,

(ii) m

'

SODERVIT WSE QDERNYE OPERATORY W H,

(iii) SU]ESTWUET OPERATOR h 2 B(H)

+

TAKOJ, ^TO

'(x) = Tr (hx) (x 2 B(H)

+

);

GDE Tr (�) | KANONI^ESKIJ SLED NA B(H).
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dOKAZATELXSTWO. iMPLIKACIQ (iii) =) (ii) ZDESX O^EWIDNA, (ii) =) (i) SLEDUET

IZ ZAME^ANIQ 1.4. dLQ DOKAZATELXSTWA (i) =) (iii) NAM PONADOBITSQ SLEDU@]AQ

lEMMA 1.6. pUSTX h � 0 | NEKOTORYJ SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR W H I,

ZADANNYJ NA B(H), WES ' = Tr(h �) (PRAWAQ ^ASTX ZDESX PONIMAETSQ W SMYSLE

[9]). eSLI f 2 H I OPERATOR p

f

= ((�); f)f , TO

'(p

f

) =

�

jh

1=2

f j

2

; ESLI f 2 D(h

1=2

),

+1 W PROTIWNOM SLU^AE.

dOKAZATELXSTWO LEMMY 1.6. pUSTX (e

i

) | NEKOTORYJ ORTONORMIROWANNYJ

BAZIS W H. pOLAGAQ h

"

= h(1 + "h)

�1

(" > 0), IMEEM:

Tr (h

1=2

"

p

f

h

1=2

"

) =

X

i

(p

f

h

1=2

"

e

i

; h

1=2

"

e

i

) =

X

i

j(f; h

1=2

"

e

i

)j

2

=

X

i

j(h

1=2

"

f; e

i

)j

2

= (h

"

f; f):

pEREHODQ K sup PO " > 0 W KRAJNIH ^ASTQH \TOJ WYKLADKI, POLU^AEM W SILU [9,

LEMMA 7.9] TREBUEMOE SOOTNO[ENIE.

zAKON^IM TEPERX DOKAZATELXSTWO TEOREMY 1.4. eSLI WES ' NORMALEN I LO-

KALXNO KONE^EN, TO ON POLUKONE^EN W SILU SLEDSTWIQ 1.3. tOGDA SOGLASNO TEO-

REME rADONA{nIKODIMA DLQ WESOW [9, TEOREMA 5.12] IMEET MESTO PREDSTAWLENIE

' = Tr (h �), GDE h � 0 | NEKOTORYJ SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR W H. dLQ

L@BOGO WEKTORA f 2 H OPERATOR p

f

= ((�); f)f 2 m

'

, TAK KAK KAVDYJ POLOVI-

TELXNYJ OPERATOR, MAVORIRUEMYJ p

f

, KRATEN p

f

. iZ LEMMY 1.6 TOGDA SLEDUET

RAWENSTWO D(h

1=2

) = H, OZNA^A@]EE OGRANI^ENNOSTX OPERATORA h. tEOREMA

DOKAZANA.

sLEDSTWIE 1.7. pUSTX H | BESKONE^NOMERNOE GILXBERTOWO PROSTRANSTWO I

h � 0 | SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR W H, NE QWLQ@]IJSQ OGRANI^ENNYM. tOG-

DA NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES ' = Tr (h �) NA B(H) NE QWLQETSQ LOKALXNO

KONE^NYM.

oPREDELENIE 1.8. sKAVEM, ^TO WES  PRODOLVAET WES ' (OBA WESA OPREDELENY

NA ODNOJ ALGEBRE nEJMANA), ESLI OGRANI^ENIQ ' I  NA m

+

'

SOWPADA@T.

zAME^ANIE 1.9. uTWERVDENIE SLEDSTWIQ 1.6 DOPUSKAET NEKOTOROE USILENIE, A

IMENNO: NI ODIN NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES ' NA B(H) NE DOPUSKAET SOBST-

WENNOGO LOKALXNO KONE^NOGO PRODOLVENIQ. dEJSTWITELXNO, W PROTIWNOM SLU^AE

WES ' W SILU LEMMY 1.6 IMEL BY OGRANI^ENNU@ PROIZWODNU@ OTNOSITELXNO SLE-

DA Tr , T. E. QWLQLSQ BY LOKALXNO KONE^NYM. oDNAKO, W SILU PREDLOVENIQ 1.2

(iii) NI ODIN NORMALXNYJ LOKALXNO KONE^NYJ WES NE DOPUSKAET SOBSTWENNOGO

NORMALXNOGO PRODOLVENIQ.

zAKON^IM \TOT RAZDEL E]E ODNIM PROSTYM DOSTATO^NYM USLOWIEM LOKALXNOJ

KONE^NOSTI.
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pREDLOVENIE 1.10. pUSTX ' | TO^NYJ NORMALXNYJ LOKALXNO KONE^NYJ WES

NA ALGEBRE nEJMANA M I NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES  UDOWLETWORQET

k.m.{.-USLOWI@ OTNOSITELXNO GRUPPY MODULQRNYH AWTOMORFIZMOW, SWQZAN-

NOJ S ' (SM. [4], [9]). tOGDA WES  LOKALXNO KONE^EN.

dOKAZATELXSTWO. sOGLASNO [9, TEOREMA 5.4] SU]ESTWUET TAKOJ SAMOSOPRQVEN-

NYJ OPERATOR h � 0, PRISOEDINENNYJ K CENTRU ALGEBRY M, ^TO  = '(h �).

pUSTX h =

R

+1

0

�de(�) | SPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIE h I PROEKTOR p

n

=

R

n

0

de(�) (n = 1; 2; : : : ). pO USLOWI@ DLQ L@BOGO (0 6=)x 2 M

+

SU]ESTWUET

y 2 M

+

TAKOJ, ^TO y � x I 0 < '(y) < +1. w TAKOM SLU^AE

0 � p

n

yp

n

= y

1=2

p

n

y

1=2

� y � x (n = 1; 2; : : : );

I W SILU RAWENSTWA

'(y) = lim'(p

n

hp

n

y) = lim (p

n

yp

n

);

DLQ DOSTATO^NO BOLX[IH n IMEET MESTO NERAWENSTWO 0 <  (p

n

yp

n

) < +1. pRED-

LOVENIE DOKAZANO.

II. pUSTX ' | TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE nEJMANA

M. w RABOTE [3] BYLO WWEDENO NEKOTOROE WLOVENIE 
:m

'

! M

�

, IGRA@]EE

SU]ESTWENNU@ ROLX W TEORII NEKOMMUTATIWNOGO INTEGRIROWANIQ OTNOSITELXNO

WESA. w \TOM RAZDELE MY POKAVEM, ^TO DOPOLNITELXNOE TREBOWANIE LOKALXNOJ

KONE^NOSTI WESA ' \KWIWALENTNO WOZMOVNOSTI NEKOTOROGO ESTESTWENNOGO PRO-

DOLVENIQ OTOBRAVENIQ 
jm

+

'

, I ISSLEDUEM \TO PRODOLVENIE.

dADIM PREVDE WSEGO OPISANIE OTOBRAVENIQ 
, FORMALXNO NE SWQZANNOE S PO-

NQTIEM OBOB]ENNOJ GILXBERTOWOJ ALGEBRY (SR. [3]). sLEDU@]IJ REZULXTAT, OB-

LADAQ OPREDELENNYM SAMOSTOQTELXNYM ZNA^ENIEM, BUDET TAK VE SU]ESTWENNO

ISPOLXZOWAN W POSLEDNEM RAZDELE RABOTY.

tEOREMA 2.1. pUSTX ' | TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE

nEJMANA M. sU]ESTWUET, I PRITOM EDINSTWENNOE, OTOBRAVENIE 
:m

'

!

M

�

, UDOWLETWORQ@]EE SLEDU@]IM USLOWIQM:

(i) 
(x)(1) = '(x) (x 2 m

'

),

(ii) 
(m

+

'

) = f! 2 M

+

�

j 9� > 0 : ! � �'g,

(iii) OTOBRAVENIE fx; yg 7! 
(x)(y

�

) | NEWYROVDENNAQ POLOVITELXNAQ BI-

LINEJNAQ FORMA NA m

'

.

dOKAZATELXSTWO. nAPOMNIM SNA^ALA KONSTRUKCI@ OBOB]ENNOJ GILXBERTOWOJ

ALGEBRY, OPREDELQEMOJ WESOM ' (SM. [4]). pUSTX H| GILXBERTOWO PROSTRANSTWO,

QWLQ@]EESQ POPOLNENIEM n

'

PO SKALQRNOMU PROIZWEDENI@

fx; yg 7! '(y

�

x) (x; y 2 n

'

);

I b): n

'

! H| TOVDESTWENNOE WLOVENIE. oTOBRAVENIE � ALGEBRYM W ALGEBRU

WSEH OGRANI^ENNYH LINEJNYH OPERATOROW W H, ZADANNOE RAWENSTWOM

�(x)by = cxy (x 2 M; y 2 n

'

);
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OPREDELQET TO^NOE NORMALXNOE �-PREDSTAWLENIE M, INDUCIROWANNOE WESOM '.

iNWOL@CIQ

]

): bx 7!

c

x

�

ZADAET W A =

\

n

'

\ n

�

'

STRUKTURU SOWER[ENNOJ OBOB]EN-

NOJ GILXBERTOWOJ ALGEBRY, LEWAQ ALGEBRA nEJMANA KOTOROJ OTOVDESTWLQETSQ S

�(M). pUSTX S | ZAMYKANIE W H OTOBRAVENIQ

]

) I S = J�

1=2

| POLQRNOE

RAZLOVENIE S (ZDESX J | ANTILINEJNAQ IZOMETRIQ W H, A � | MODULQRNYJ

OPERATOR TEORII tOMITA{tAKESAKI [2]).

mY PROWERIM TEPERX, ^TO WLOVENIE 
: n

'

!M

�

, WWEDENNOE W [3] KAK EDINST-

WENNOE LINEJNOE PRODOLVENIE OTOBRAVENIQ, ZADANNOGO NA OPERATORAH WIDA v

�

u

(u; v 2 n

'

) FORMULOJ


(v

�

u)(w) = (J�(w)

�

Jbu; bv) (w 2 M); (1)

UDOWLETWORQET USLOWIQM (i) { (iii). tREBOWANIE (i) ZDESX O^EWIDNO WYPOLNENO,

(iii) BUDET SRAZU SLEDOWATX IZ RAWENSTWA


(x)(y

�

) = (�

1=2

bx; by) (x; y 2 n

'

): (2)

dLQ PROWERKI (2) DOSTATO^NO WZQTX x = v

�

u (u; v 2 n

'

) I TOGDA:


(x)(y

�

) = (J�(y)Jbu; bv) = (bu; J�(y

�

)Jbv) = (bu; �(v)�

1=2

by)

= (�(v

�

)bu;�

1=2

by) = (�

1=2

bx; by):

dLQ PROWERKI (ii) WOZXMEM x; y 2 m

+

'

. tOGDA W SILU RAWENSTWA (2) I (i)


(x)(y) = 
(y)(x) � k
(y)k�kxk = kxk�
(y)(1) = kxk�'(y):

s DRUGOJ STORONY, ESLI DLQ NEKOTOROGO � > 0 POLOVITELXNYJ NORMALXNYJ

FUNKCIONAL ! � �', TO SU]ESTWUET POLOVITELXNYJ OPERATOR x

0

2 J�(m

'

)J

TAKOJ, ^TO

!(v

�

u) = (x

0

bu; bv) (u; v 2 n

'

)

(SM. [4, PREDLOVENIE 2.1]). pOLAGAQ x = �

�1

(Jx

0

J) (2 m

+

'

), POLU^AEM, S U^ETOM

(1), RAWENSTWO

!(y) = 
(x)(y) (y 2 m

'

):

w SILU ULXTRASLABOJ PLOTNOSTI m

'

OTS@DA SLEDUET, ^TO ! = 
(x).

oTMETIM, ^TO IZ PRIWEDENNYH WY[E RASSUVDENIJ TAKVE WYTEKAET SLEDU@-

]EE POLEZNOE SOOTNO[ENIE:

'(x) = sup

y�1; y2m

+

'


(y)(x) (x 2 M

+

): (3)

pREDPOLOVIM TEPERX, ^TO NEKOTOROE OTOBRAVENIE 


0

:m

'

!M

�

TAKVE UDOWLE-

TWORQET USLOWIQM (i) { (iii), I POKAVEM, ^TO TOGDA ONO SOWPADAET S OTOBRAVENIEM


, OPREDELQEMYM RAWENSTWOM (1). oTMETIM, PREVDE WSEGO, ^TO TAKOE OTOBRAVE-

NIE 


0

ESTX POLOVITELXNAQ LINEJNAQ BIEKCIQ m

'

NA 
(m

'

), PRI^EM




0

(x)(y) = 


0

(y)(x) (x; y 2 m

'

) (4)
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(\TO SRAZU SLEDUET IZ USLOWIJ (i) { (iii)). oTS@DA, W SWO@ O^EREDX, WYTEKAET,

^TO OTOBRAVENIE � = 


�1

� 


0

QWLQETSQ POLOVITELXNOJ LINEJNOJ BIEKCIEJ m

'

NA m

'

I W SILU USLOWIQ (i)

'(�(x)) = '(x) (x 2 m

'

):

pOKAVEM DALEE, ^TO OGRANI^ENIE � NA m

\

'

(\RMITOWU ^ASTX m

'

) QWLQETSQ IZO-

METRIEJ W NORME k � k

'

(SM. [3]). dEJSTWITELXNO, DLQ KAVDOGO x 2 m

\

'

kxk

'

= inff'(x

1

+ x

2

) j x = x

1

� x

2

; x

1

; x

2

2 m

+

'

g

= inff'(�(x

1

+ x

2

)) j �(x) = �(x

1

) � �(x

2

); x

1

; x

2

2 m

+

'

g

= inff'(y

1

+ y

2

) j �(x) = y

1

� y

2

; y

1

; y

2

2 m

+

'

g

= k�(x)k

'

:

w SILU IZOMETRI^NOSTI �jm

\

'

, LINEJNAQ BIEKCIQ �: 
(m

\

'

)! 
(m

\

'

), OPREDELEN-

NAQ SOOTNO[ENIEM

�(
(x)) = 


0

(x) (� 
(�(x))) (x 2 m

\

'

)

| TAKVE IZOMETRIQ. tAK KAK 
(m

\

'

) PLOTNO WM

\

�

(\RMITOWOJ ^ASTIM

�

) (SM.

[3]), TO OTOBRAVENIE � MOVET BYTX PRODOLVENO DO LINEJNOJ IZOMETRII WE-

]ESTWENNOGO BANAHOWA PROSTRANSTWA M

\

�

NAM

\

�

, TAKVE OBOZNA^AEMOJ ^EREZ �.

tRANSPONIROWANNOE OTOBRAVENIE �

t

:M

\

! M

\

, ODNOZNA^NO OPREDELQEMOE RA-

WENSTWOM


(y)(�

t

(x)) = 


0

(y)(x) (x; y 2 m

\

'

); (5)

TOGDA QWLQETSQ LINEJNOJ IZOMETRIEJ M

\

NA M

\

, PRI^EM �

t

(1) = 1. w TAKOM

SLU^AE, SOGLASNO [8, TEOREMA 2], LINEJNOE PRODOLVENIE �

t

NAM (TAKVE OBOZNA-

^ENNOE ^EREZ �

t

) QWLQETSQ JORDANOWYM �-IZOMORFIZMOMM NAM, T. E.

�

t

(xy + yx) = �

t

(x)�

t

(y) + �

t

(y)�

t

(x) (x; y 2 M):

zAMETIM, ^TO OGRANI^ENIE �

t

jm

'

SOWPADAET S �. dEJSTWITELXNO, SOGLASNO RA-

WENSTW (4) I (5), DLQ L@BYH x; y 2 m

'

:


(y)(�

t

(x)) = 


0

(y)(x) = 


0

(x)(y) = 
(�(x))(y) = 
(y)(�(x)):

tAKIM OBRAZOM, �:m

'

! m

'

| JORDANOW �-IZOMORFIZM m

'

NA m

'

I, SLEDOWA-

TELXNO, DLQ KAVDOGO x 2 m

'

'(x

�

x+ xx

�

) = '(�(x

�

x+ xx

�

)) = '(�(x)

�

�(x) + �(x)�(x)

�

):

iZ POSLEDNEJ WYKLADKI WYTEKAET WOZMOVNOSTX PRODOLVENIQ LINEJNOJ BIEKCII

�:m

'

! m

'

DO UNITARNOGO OPERATORA U W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE D

]

=

D(S) SO SKALQRNYM PROIZWEDENIEM

(�; �)

]

= (�; �) + (S�; S�) (�; � 2 D

]

)

(NAPOMNIM, ^TO

c

m

'

PLOTNO W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE D

]

[2], [4]). nAM OSTA-

LOSX POKAZATX, ^TO OPERATOR U = 1. dLQ DOKAZATELXSTWA \TOGO RAWENSTWA MY

WOSPOLXZUEMSQ TEHNIKOJ a. kONNA (SR. [5, LEMMA 1.9]).
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lEMMA 2.2. pUSTX p | OGRANI^ENIE OPERATORA �

1=2

(1+�)

�1

NA D

]

. tOGDA p

I pU | OGRANI^ENNYE POLOVITELXNYE OPERATORY W GILXBERTOWOM PROSTRAN-

STWE D

]

I, SLEDOWATELXNO, U = 1.

dOKAZATELXSTWO. pOSKOLXKU 0 � �(1 + �

2

)

�1

�

1

2

(� � 0), TO OPERATOR p OGRA-

NI^EN I

(p�; �)

]

= (p�; �) + (�

1=2

p�;�

1=2

p�) � 0 (� 2 D

]

):

dALEE, ESLI �

1

; �

2

2 D

]

, TO (p�

1

; �

2

)

]

= (�

1=2

�

1

; �

2

) I, SLEDOWATELXNO, DLQ KAVDO-

GO x 2 m

'

(pUbx; bx) = (�

1=2

Ubx; bx) = (Ubx;�

1=2

bx)

= (

d

�(x); J

c

x

�

) = 
(�(x))(x

�

) = 


0

(x)(x

�

) � 0;

PRI^EM RAWENSTWO DOSTIGAETSQ TOLXKO PRI x = 0. oTS@DA SLEDUET, ^TO W GILX-

BERTOWOM PROSTRANSTWE D

]

OPERATOR pU � 0 I OTOBRAVAET D

]

NA D

]

. iZ EDIN-

STWENNOSTI (PRAWOGO) POLQRNOGO RAZLOVENIQ W D

]

TEPERX SLEDUET, ^TO U = 1.

sLEDU@]AQ TEOREMA DAET KRITERIJ LOKALXNOJ KONE^NOSTI W TERMINAH OTO-

BRAVENIQ 
.

tEOREMA 2.3. pUSTX ' | TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE

nEJMANA M. sLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) WES ' LOKALXNO KONE^EN,

(ii) DLQ KAVDOGO x 2 M

+

SU]ESTWUET TAKOJ NORMALXNYJ WES  NAM, ^TO

 (y) = 
(y)(x) (y 2 m

+

'

): (6)

pRI \TOM DLQ LOKALXNO KONE^NOGO WESA ' NORMALXNYJ WES  OPREDELQETSQ PO

x 2 M

+

USLOWIEM (6) ODNOZNA^NO.

dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM SNA^ALA, ^TO WES ' LOKALXNO KONE^EN I x 2

M

+

. tOGDA, SOGLASNO PREDLOVENI@ 1.2 (iii), SU]ESTWUET WOZRASTA@]AQ SETX

(x

i

) � m

+

'

TAKAQ, ^TO x = supx

i

. pOLOVIM DLQ KAVDOGO y 2 M

+

 (y) = sup 
(x

i

)(y):

lEGKO WIDETX, ^TO  | NORMALXNYJ WES NAM (KAK WERHNQQ GRANX WOZRASTA@]EJ

SETI POLOVITELXNYH NORMALXNYH FUNKCIONALOW). eSLI VE y 2 m

+

'

, TO W SILU

(4)

 (y) = sup
(x

i

)(y) = sup
(y)(x

i

) = 
(y)(x):

dLQ PROWERKI EDINSTWENNOSTI  PREDPOLOVIM, ^TO NORMALXNYJ WES � NA M

TAKVE UDOWLETWORQET USLOWI@ (6). pUSTX z 2 M

+

I WOZRASTA@]AQ SETX (z

i

) �

m

+

'

TAKOWA, ^TO z = sup z

i

(SM. PREDLOVENIE 1.2 (iii)). tOGDA

�(z) = sup �(z

i

) = sup 
(z

i

)(x) = sup (z

i

) =  (z):

tAKIM OBRAZOM, IMPLIKACIQ (i) =) (ii) I EDINSTWENNOSTX NORMALXNOGO WESA  

S USLOWIEM (6) DOKAZANY.
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dLQ DOKAZATELXSTWA OBRATNOGO UTWERVDENIQ (ii) =) (i) PREDPOLOVIM, ^TO

(0 6=)x 2 M

+

I NORMALXNYJ WES  UDOWLETWORQET USLOWI@ (6). tOGDA DLQ

L@BOGO y 2 m

+

'

 (y) � k
(y)k�kxk = 
(y)(1)�kxk = kxk�'(y):

tAKIM OBRAZOM,  � kxk' NA m

+

'

, A SLEDOWATELXNO, I NAM

+

. oTMETIM, DALEE,

^TO  6� 0, T. K. W SILU (3)

0 < '(x) = sup

y�1; y2m

+

'

 (y):

tOGDA, WSLEDSTWIE NORMALXNOSTI WESA  , NAJDETSQ TAKOJ POLOVITELXNYJ NOR-

MALXNYJ FUNKCIONAL ! NA M, ^TO ! �  � kxk', PRI^EM !(1) > 0. sO-

GLASNO TEOREME 2.1 (ii) TOGDA SU]ESTWUET y 2 m

+

'

TAKOJ, ^TO ! = 
(y), PRI^EM

'(y) = 
(y)(1) = !(1) > 0. oSTAETSQ POKAZATX, ^TO y � x. dLQ \TOGO, WOS-

POLXZOWAW[ISX OBOZNA^ENIQMI, WWEDENNYMI PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 2.1,

ZAMETIM, ^TO DLQ L@BOGO z 2 n

'

:

(J�(y)Jbz; bz) = 
(z

�

z)(y) = 
(y)(z

�

z) �  (z

�

z) = 
(z

�

z)(x) = (J�(x)Jbz; bz):

iZ POSLEDNEJ WYKLADKI SLEDUET, ^TO �(y) � �(x), A ZNA^IT I y � x. tEOREMA

DOKAZANA.

s POMO]X@ TEOREMY 2.3 MY USTANOWIM E]E ODIN L@BOPYTNYJ KRITERIJ LO-

KALXNOJ KONE^NOSTI.

pREDLOVENIE 2.4. tO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES ' NAM LOKALXNO

KONE^EN TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA KAVDYJ WES � � ' TAKOJ, ^TO m

+

�

= m

+

'

,

PRODOLVAETSQ DO NORMALXNOGO WESA.

dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM SNA^ALA, ^TO WES ' LOKALXNO KONE^EN I WES

� � ', m

+

�

= m

+

'

. wOSPOLXZOWAW[ISX OBOZNA^ENIQMI, WWEDENNYMI PRI DOKAZA-

TELXSTWE TEOREMY 2.1, OPREDELIM NA

c

n

'

BILINEJNU@ FORMU h�; �i:

hbx; byi = �(y

�

x) (x; y 2 n

'

):

iSPOLXZUQ NERAWENSTWO � � ', NETRUDNO OBY^NYM OBRAZOM POKAZATX SU]ESTWO-

WANIE EDINSTWENNOGO OPERATORA x

0

2 �(M)

0

TAKOGO, ^TO

hbx; byi = (x

0

bx; by) (x; y 2 n

'

);

PRI^EM 0 � x

0

� 1. pOLAGAQ x = �

�1

(Jx

0

J) (2 M

+

), IMEEM, W SILU (1):

�(y) = h

d

y

1=2

;

d

y

1=2

i = (J�(x)J

d

y

1=2

;

d

y

1=2

) = 
(y)(x) (y 2 m

+

'

):

pUSTX, DALEE,  | NORMALXNYJ WES NAM, UDOWLETWORQ@]IJ USLOWI@ (6) OTNO-

SITELXNO DANNOGO x 2 M

+

. pREDYDU]AQ WYKLADKA TOGDA POKAZYWAET, ^TO WES

 PRODOLVAET �.
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dLQ DOKAZATELXSTWA OBRATNOGO UTWERVDENIQ MY PO FIKSIROWANNOMU x 2 M

+

OPREDELIM WES � NAM RAWENSTWOM

�(y) =

�


(y)(x); ESLI y 2 m

+

'

;

+1 W PROTIWNOM SLU^AE

(y 2 M

+

):

(zAMETIM, ^TO ADDITIWNOSTX � ZDESX SLEDUET IZ NASLEDSTWENNOSTI KONUSA m

+

'

W

M

+

I ADDITIWNOSTI 
.) pUSTX TEPERX  | NORMALXNOE PRODOLVENIE WESA �.

qSNO, ^TO TOGDA  UDOWLETWORQET USLOWI@ (6), TAK ^TO W SILU TEOREMY 2.3 WES

' LOKALXNO KONE^EN. pREDLOVENIE DOKAZANO.

dALEE DO KONCA \TOGO RAZDELA MY BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO ' | TO^NYJ

NORMALXNYJ LOKALXNO KONE^NYJ WES NA ALGEBRE nEJMANAM, I OPI[EM W \TOJ

SITUACII NEKOTOROE ESTESTWENNOE PRODOLVENIE OTOBRAVENIQ 
jm

+

'

. dLQ SLU^AQ

SLEDA (' = � ) RE^X IDET OB OTOBRAVENII x 7! � (x

1=2

(�)x

1=2

), SOPOSTAWLQ@]EM

KAVDOMU x 2 M

+

NORMALXNYJ WES NA M, MAVORIRUEMYJ kxk� . w OB]EM VE

SLU^AE MY PRIMEM SLEDU@]EE OPREDELENIE.

oPREDELENIE 2.5. dLQ KAVDOGO x 2 M

+

BUDEM ^EREZ 
(x) OBOZNA^ATX NOR-

MALXNYJ WES NAM, ODNOZNA^NO OPREDELQEMYJ USLOWIEM (6) TEOREMY 2.3.

lEGKO WIDETX, ^TO PRI x 2 m

'

WES 
(x) KONE^EN I W SILU SOGLA[ENIQ, PRI-

NQTOGO NAMI NA STR. 3, \TO OBOZNA^ENIE SOGLASUETSQ S OBOZNA^ENIEM OTOBRAVE-

NIQ 
:m

'

! M

�

, WWEDENNOGO TEOREMOJ 2.1. qSNO TAKVE, ^TO KAVDYJ WES 
(x)

(x 2 M

+

) LOKALXNO KONE^EN I 
(1) = '.

oSTANOWIMSQ TEPERX NA SWOJSTWAH WESOW 
(x) (x 2 M

+

).

pREDLOVENIE 2.6. pUSTX x 2 M

+

. tOGDA

(i) 
(x) � kxk',

(ii) 
(x)(y) = 
(y)(x) (y 2 M

+

),

(iii) 
(x) = sup

y�x; y2m

+

'


(y),

(iv) 
(x) = sup
(x

i

) DLQ L@BOJ WOZRASTA@]EJ SETI (x

i

) �M

+

TAKOJ, ^TO

x = supx

i

.

dOKAZATELXSTWO. nERAWENSTWO (i) FAKTI^ESKI UVE BYLO USTANOWLENO PRI DO-

KAZATELXSTWE TEOREMY 2.3. dLQ PROWERKI (ii) MY WYBEREM WOZRASTA@]U@ SETX

(x

i

) � m

+

'

TAKU@, ^TO x = supx

i

(SM. PREDLOVENIE 1.2 (iii)). iZ DOKAZATELXST-

WA TEOREMY 2.3 TOGDA SLEDUET, ^TO 
(x) = sup
(x

i

). w TAKOM SLU^AE, W SILU

NORMALXNOSTI WESA 
(y) (y 2 M

+

)


(y)(x) = sup
(y)(x

i

) = sup
(x

i

)(y) = 
(x)(y):

dOKAZATELXSTWO (iii) I (iv) TEPERX UVE O^EWIDNO.

sLEDSTWIE 2.7 (ANALOG TEOREMY rADONA{nIKODIMA). pUSTX  | NORMALXNYJ

WES NAM, PRI^EM  � '. tOGDA SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ OPERATOR x 2 M

+

TAKOJ, ^TO  = 
(x), PRI \TOM kxk � 1.

dOKAZATELXSTWO. rASSUVDAQ, KAK PRI DOKAZATELXSTWE PREDLOVENIQ 2.4, NE-

TRUDNO USTANOWITX SU]ESTWOWANIE EDINSTWENNOGO OPERATORA x 2 M

+

TAKOGO,

^TO

 (y) = 
(y)(x) (y 2 m

+

'

);
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PRI^EM kxk � 1. rAWENSTWO  = 
(x) TEPERX NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ OPRE-

DELENIQ WESA 
(x).

sLEDSTWIE 2.8. pUSTX P (M) | KONUS WSEH NORMALXNYH WESOW NA M. oTO-

BRAVENIE 
:M

+

! P (M) QWLQETSQ POLOVITELXNO ODNORODNOJ, ADDITIWNOJ,

MONOTONNOJ I NORMALXNOJ BIEKCIEJM

+

NA NASLEDSTWENNYJ PODKONUS P (M),

SOSTOQ]IJ IZ NORMALXNYH WESOW, DOMINIRUEMYH WESOM '.

oBOZNA^IM ^EREZ � = f�

t

g (t 2 R) ODNOPARAMETRI^ESKU@ GRUPPU MODULQRNYH

AWTOMORFIZMOW ALGEBRY M, ASSOCIIROWANNU@ S WESOM ' (SM. [4]). sLEDU@]EE

PREDLOVENIE DAET QWNU@ FORMULU DLQ �-INWARIANTNYH WESOW WIDA 
(x).

pREDLOVENIE 2.9. pUSTX x 2 M

+

. tOGDA WES 
(x) �-INWARIANTEN W TOM

I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA �

t

(x) = x (t 2 R), PRI^EM DLQ TAKOGO x WES


(x) = '(x

1=2

(�)x

1=2

).

dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM SNA^ALA, ^TO OPERATOR x 2 M

+

�-INWARIAN-

TEN. w SLEDU@]EJ WYKLADKE, SPRAWEDLIWOJ DLQ KAVDOGO y 2 m

+

'

, MY WOSPOLX-

ZUEMSQ PERESTANOWO^NOSTX@ OPERATOROW �

1=2

I �(x):


(x)(y) = 
(y)(x) = (J�(x)J

d

y

1=2

;

d

y

1=2

) = j�(x

1=2

)J

d

y

1=2

j

2

= j�(x

1=2

)�

1=2
d

y

1=2

j

2

= j�

1=2

\

x

1=2

y

1=2

j

2

= jS

\

x

1=2

y

1=2

j

2

= '(x

1=2

y

1=2

(x

1=2

y

1=2

)

�

) = '(x

1=2

yx

1=2

):

nO TOGDA, SOGLASNO PREDLOVENIQ 1.2 (iii), NORMALXNYJ WES 
(x), SOWPADAQ S NOR-

MALXNYM WESOM '(x

1=2

(�)x

1=2

) NAm

+

'

, SOWPADAET S NIM I WS@DU NAM

+

. oSTAETSQ

ZAMETITX, ^TO WES '(x

1=2

(�)x

1=2

) �-INWARIANTEN [9].

pUSTX, NAOBOROT, DLQ NEKOTOROGO x 2 M

+

WES 
(x) QWLQETSQ �-INWARIANT-

NYM. w TAKOM SLU^AE, W SILU PREDLOVENIQ 2.6 (i) I TEOREMY rADONA{nIKODIMA

DLQ WESOW [9, TEOREMA 5.12], WES 
(x) = '(y

1=2

(�)y

1=2

) DLQ NEKOTOROGO �-INWA-

RIANTNOGO OPERATORA y 2 M

+

. tOGDA, PO UVE DOKAZANNOMU, 
(x) = 
(y), TAK

^TO x = y. pREDLOVENIE DOKAZANO.

III.w \TOM RAZDELE MY USTANOWIM LOKALXNU@ KONE^NOSTX [IROKOGO KLASSA WESOW

NA POLUKONE^NYH ALGEBRAH nEJMANA I POLU^IM DLQ NIH QWNYJ WID OTOBRAVENIQ


.

dALEE DO KONCA BUDEM PREDPOLAGATX, ^TOM| POLUKONE^NAQ ALGEBRA nEJMA-

NA, � | TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ SLED NAM I '| TO^NYJ NORMALX-

NYJ POLUKONE^NYJ WES NA M. sOGLASNO [9, TEOREMA 5.12] IMEET MESTO PRED-

STAWLENIE ' = � (h �), GDE h | ODNOZNA^NO OPREDELQEMYJ PO ' NESINGULQRNYJ

POLOVITELXNYJ SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR, PRISOEDINENNYJ KM. mY PRED-

POLOVIM TAKVE, ^TO OPERATOR h IZMERIM OTNOSITELXNO M W SMYSLE [1, OPRE-

DELENIE 2.1]. pOSLEDNEE PREDPOLOVENIE WYPOLNQETSQ, NAPRIMER, ESLI m

'

� m

�

DLQ NEKOTOROGO TO^NOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO SLEDA � NAM (SM. [9, STR.

83]).

oTMETIM, ^TO PRI DOKAZATELXSTWE SLEDU@]EJ TEOREMY 3.1 MY BUDEM POLXZO-

WATXSQ ESTESTWENNOJ SOGLASOWANNOSTX@ NEKOMMUTATIWNYH TEOREM rADONA{nI-

KODIMA W FORME i. sIGALA [1, TEOREMA 14] I g. pEDERSENA I m. tAKESAKI [9,

TEOREMA 5.12].
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tEOREMA 3.1. pRI SDELANNYH WY[E PREDPOLOVENIQH WES ' = � (h �) LOKALXNO

KONE^EN, PRI^EM SWQZANNOE S NIM OTOBRAVENIE 
 OPREDELQETSQ RAWENSTWOM


(x) = � ((h

1=2

� x � h

1=2

) � ) (x 2 M

+

);

*)

GDE PRAWAQ ^ASTX PONIMAETSQ W SMYSLE [9].

dOKAZATELXSTWO. oBOZNA^IM ^EREZ L

1

(� ) PROSTRANSTWO OPERATOROW, INTEGRI-

RUEMYH OTNOSITELXNO � (SM. [1]), I BUDEM TOJ VE BUKWOJ � OBOZNA^ATX KANONI-

^ESKOE PRODOLVENIE SLEDA � NA L

1

(� ). nAM PONADOBITSQ SLEDU@]AQ

lEMMA 3.2. dLQ KAVDOGO x 2 m

'

OPERATOR h

1=2

� x � h

1=2

2 L

1

(� ) I 
(x)(y) =

� (h

1=2

� x � h

1=2

y) (y 2 M).

dOKAZATELXSTWO LEMMY 3.2. dLQ PROWERKI INTEGRIRUEMOSTI OPERATORA

h

1=2

� x � h

1=2

(x 2 m

'

) MOVNO, O^EWIDNO, OGRANI^ITXSQ SLU^AEM x � 0. tOGDA

� (h

1=2

� x � h

1=2

) = � (hx) = '(x) < +1;

TAK ^TO h

1=2

� x � h

1=2

2 L

1

(� ) (SM. [1], [9]).

oPREDELIM TEPERX LINEJNOE OTOBRAVENIE �:m

'

!M

�

SLEDU@]IM OBRAZOM:

�(x)(y) = � (h

1=2

� x � h

1=2

y) (x 2 m

'

; y 2 M);

I POKAVEM, ^TO ONO UDOWLETWORQET USLOWIQM (i) { (iii) TEOREMY 2.1. dLQ PROWERKI

(i) WOZXMEM x 2 M

+

, TOGDA

�(x)(1) = � (h

1=2

� x � h

1=2

) = � (hx) = '(x):

pROWERIM (ii). eSLI x 2 m

+

'

, TO DLQ L@BOGO y 2 m

+

'

:

�(x)(y) = � (h

1=2

�x �h

1=2

y) = � (x � h

1=2

� y � h

1=2

) � kxk� (h

1=2

� y � h

1=2

) = kxk'(y):

tAKIM OBRAZOM, �(x) � kxk' NA m

+

'

, A ZNA^IT I NA M

+

. pUSTX, NAOBOROT,

DLQ NEKOTOROGO � > 0 POLOVITELXNYJ NORMALXNYJ FUNKCIONAL ! � �'. w

SILU [1, TEOREMA 14] IMEET MESTO PREDSTAWLENIE ! = � (k�), GDE k | NEKOTORYJ

POLOVITELXNYJ SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR IZ L

1

(� ). zAMETIM TEPERX, ^TO NE-

RAWENSTWO � (k �) � �� (h �) OZNA^AET, ^TOD(h

1=2

) � D(k

1=2

) I jk

1=2

f j

2

� �jh

1=2

f j

2

(f 2 D(h

1=2

)) [9]. oPREDELIM, DALEE, NA PLOTNOM LINEALE WEKTOROW

fh

1=2

f + g j f; g 2 D(h

1=2

); h

1=2

g = 0g

LINEJNYJ OPERATOR u SLEDU@]IM OBRAZOM:

u(h

1=2

f + g) = k

1=2

f:

nETRUDNO PROWERITX, ^TO OPERATOR u OPREDELEN KORREKTNO, OGRANI^EN I EGO

ZAMYKANIE, KOTOROE MY OBOZNA^IM ^EREZ v, PRINADLEVITM (SR. [6, GL. I, x 1,

*) zNA^KOM "�" MY ZDESX I W DALXNEJ[EM OBOZNA^AEM SILXNOE PROIZWEDENIE OPERATOROW.
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LEMMA 2]). iZ OPREDELENIQ OPERATORA v SLEDUET WKL@^ENIE v � h

1=2

� k

1=2

. nO,

BUDU^I IZMERIMYMI, OPERATORY v � h

1=2

I k

1=2

TOGDA DOLVNY SOWPADATX [1,

SLEDSTWIE 5.1]. w TAKOM SLU^AE

k = (k

1=2

)

�

k

1=2

= (v � h

1=2

)

�

(v � h

1=2

) = h

1=2

� (v

�

v) � h

1=2

:

pOLAGAQ, NAKONEC, x = v

�

v (2 M

+

) IMEEM:

!(y) = � (ky) = � (h

1=2

� x � h

1=2

y) = �(x)(y) (y 2 M):

dLQ PROWERKI (iii) WOZXMEM x 2 m

'

. tOGDA

�(x)(x

�

) = � (h

1=2

� x � h

1=2

x

�

) = � (h

1=4

� x � h

1=4

(h

1=4

� x � h

1=4

)

�

) � 0

pRI \TOM, ESLI �(x)(x

�

) = 0, TO h

1=4

� x � h

1=4

= 0. w SILU NESINGULQRNOSTI

OPERATORA h POSLEDNEE RAWENSTWO WOZMOVNO TOLXKO PRI x = 0.

tAKIM OBRAZOM, POKAZANO, ^TO OTOBRAVENIE �:m

'

!M

�

UDOWLETWORQET USLO-

WIQM (i) { (iii) TEOREMY 2.1 I, SLEDOWATELXNO, UTWERVDENIE LEMMY DOKAZANO.

oTMETIM, W KA^ESTWE SLEDSTWIQ LEMMY 3.2, POLEZNU@ FORMULU, POZWOLQ@]U@

W DANNOJ SITUACII QWNO OPREDELITX NORMU k � k

'

, WWEDENNU@ W [3] SLEDU@]IM

OBRAZOM:

kxk

'

= k
(x)k (x 2 m

'

):

sLEDSTWIE 3.3. pUSTX x 2 m

'

, TOGDA

kxk

'

= � (jh

1=2

� x � h

1=2

j):

dLQ OKON^ANIQ DOKAZATELXSTWA TEOREMY 3.1 FIKSIRUEM PROIZWOLXNYJ x 2

M

+

. tOGDA POLOVITELXNYJ OPERATOR h

1=2

� x � h

1=2

IZMERIM I, SLEDOWATELXNO,

SAMOSOPRQVEN [1, TEOREMA 5]. w TAKOM SLU^AE MY MOVEM OPREDELITX NA M,

SLEDUQ [9], NORMALXNYJ WES  = � ((h

1=2

� x � h

1=2

) � ). w SILU TEOREMY 2.3, DLQ

DOKAZATELXSTWA LOKALXNOJ KONE^NOSTI ' I PROWERKI RAWENSTWA 
(x) =  TEPERX

DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO WES  UDOWLETWORQET RAWENSTWU (6). nO, WWIDU LEMMY

3.2, IMEEM DLQ KAVDOGO y 2 m

+

'

:


(y)(x) = � (h

1=2

� y � h

1=2

x) = � (y � h

1=2

� x � h

1=2

) = � (h

1=2

� x � h

1=2

y) =  (y):

tEOREMA DOKAZANA.

sLEDSTWIE 3.4. kAVDYJ TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA KONE^NOJ

ALGEBRE nEJMANA QWLQETSQ LOKALXNO KONE^NYM.

zAME^ANIE 3.5. oTMETIM, ^TO NA FAKTORE TIPA I KAVDYJ NORMALXNYJ LO-

KALXNO KONE^NYJ WES IMEET IZMERIMU@ PROIZWODNU@ OTNOSITELXNO KANONI^ES-

KOGO SLEDA (\TO SLEDUET IZ PREDLOVENIQ 1.2).

w ZAKL@^ENIE AWTOR WYRAVAET GLUBOKU@ PRIZNATELXNOSTX a. n. {ERSTNEWU

ZA WNIMANIE K NASTOQ]EJ RABOTE.
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VI. integrirowanie w algebrah

nejmana i regulqrnye wesa

kONSTRUKT. TEORIQ FUNKCIJ I FUNKC. ANALIZ,

kAZANX, iZD{WO kAZANSK. UN{TA,

WYP. 3, 1981, 73{87.

w RABOTE RASSMATRIWAETSQ ZADA^A OPISANIQ S POMO]X@ ZAMKNUTYH OPERATO-

ROW INTEGRIRUEMYH I INTEGRIRUEMYH S KWADRATOM BILINEJNYH FORM, ESTEST-

WENNO WOZNIKA@]AQ W SHEME NEKOMMUTATIWNOGO INTEGRIROWANIQ OTNOSITELXNO

NORMALXNOGO WESA NA ALGEBRE nEJMANA (SM. [6], [3], [5]). w SWQZI S \TOJ ZADA^EJ

WWODITSQ I IZU^AETSQ NOWYJ KLASS WESOW NA ALGEBRE nEJMANA, NAZWANNYH ZDESX

REGULQRNYMI.

x1. pREDWARITELXNYE SWEDENIQ I OBOZNA^ENIQ

1

�

. wS@DU NIVEM { ALGEBRA nEJMANA, DEJSTWU@]AQ W GILXBERTOWOM PRO-

STRANSTWE H;M

�

{ PROSTRANSTWO, PREDDWOJSTWENNOE KM;M

+

(SOOTWETSTWEN-

NO, M

+

�

) { KONUS POLOVITELXNYH \LEMENTOW IZ M (SOOTWETSTWENNO, M

�

) (SM.

[8]). w TERMINOLOGII, KASA@]EJSQ WESOW NA ALGEBRAH nEJMANA, BUDEM SLEDOWATX

[7] I [10]; W ^ASTNOSTI, ESLI ' { WES NAM, TO

m

+

'

= fx 2 M

+

j '(x) <1g; n

'

= fx 2 M j '(x

�

x) <1g;

m

'

= n

�

'

n

'

: lINEALOM WESA ' NAZYWAETSQ LINEJNOE MNOGOOBRAZIE

D

'

= ff 2 H j 9� > 0 : (xf; f) � �'(x); 8x 2 M

+

g;

OTMETIM, ^TO DLQ TO^NOGO NORMALXNOGO WESA ' LINEAL D

'

PLOTEN W H (SM. [6]).

2

�

. pUSTX ' { TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA M. oPI[EM KON-

STRUKCI@ PROSTRANSTW L

1

(') I L

2

('), SLEDUQ [6], [5] I [3]. pUSTX (�

'

;H

'

) {

KANONI^ESKOE PREDSTAWLENIEM, INDUCIROWANNOE ', I b) : n

'

! H

'

{ TOVDEST-

WENNOE WLOVENIE, TO ESTX

(bx; by) = '(y

�

x) (x; y 2 n

'

) I �

'

(x)by = cxy (x 2 M; y 2 n

'

):

~EREZ J; D

]

; : : : BUDEM OBOZNA^ATX IZWESTNYE OB_EKTY, SWQZANNYE S OBOB]ENNOJ

GILXBERTOWOJ ALGEBROJ A =

\

n

'

\ n

�

'

W H

'

(SM. [2], [7]). lINEJNOE WLOVENIE


 : m

'

!M

�

, ODNOZNA^NO OPREDELQEMOE USLOWIEM


(v

�

u)(x) = (J�

'

(x)Jbu; bv) (x 2 M; u; v 2 n

'

);
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ZADAET NAm

'

INTEGRALXNU@ NORMU k�k

'

= k
(�)k. bILINEJNAQ FORMA (B. F.) a NA

D

'

NAZYWAETSQ INTEGRIRUEMOJ, ESLI SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � m

'

(NAZYWAEMAQ OPREDELQ@]EJ DLQ a) TAKAQ, ^TO

lim

m;n

kx

n

� x

m

k

'

= 0 I a(f; g) = lim

n

(x

n

f; g) (f; g 2 D

'

):

~EREZ L

1

(') OBOZNA^AETSQ KOMPLEKSNOE BANAHOWO PROSTRANSTWO WSEH INTEGRIRU-

EMYH B. F. NA D

'

. iZOMETRI^ESKIJ IZOMORFIZM BANAHOWYH PROSTRANSTW L

1

(')

I M

�

, PRODOLVA@]IJ WLOVENIE 
 : m

'

! M

�

, BUDEM OBOZNA^ATX TOJ VE BUK-

WOJ 
. oTMETIM, ^TO DLQ KAVDOGO WEKTORA f 2 D

'

SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ

OPERATOR x

f

2 m

+

'

TAKOJ, ^TO 
(x

f

) = ((�)f; f) (SM. [4, TEOREMA 2.1]), PRI \TOM


(a)(x

f

) = a(f; f) DLQ WSEH a 2 L

1

(').

b. F. a NA D

'

NAZYWAETSQ INTEGRIRUEMOJ S KWADRATOM, ESLI SU]ESTWUET

POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � n

'

(NAZYWAEMAQ OPREDELQ@]EJ DLQ a) TAKAQ, ^TO

lim

m;n

'((x

n

� x

m

)

�

(x

n

� x

m

)) = 0 I a(f; g) = lim

n

(x

n

f; g) (f; g 2 D

'

):

~EREZ L

2

(') OBOZNA^IM GILXBERTOWO PROSTRANSTWO WSEH INTEGRIRUEMYH S KWAD-

RATOM B. F. NA D

'

; SKALQRNOE PROIZWEDENIE (�; �) W L

2

(') ZADAETSQ RAWENSTWOM

(a; b) = lim

n

'(y

�

n

x

n

), GDE (x

n

) I (y

n

) { OPREDELQ@]IE POSLEDOWATELXNOSTI DLQ

B. F. a I b SOOTWETSTWENNO. wLOVENIE b) : n

'

! H

'

PRODOLVAETSQ DO IZOMET-

RI^ESKOGO IZOMORFIZMA GILXBERTOWYH PROSTRANSTW L

2

(') I H

'

, OBOZNA^AEMOGO

TEM VE ZNA^KOM b).

3

�

. nAM PONADOBITSQ SLEDU@]EE PONQTIE PORQDKA I SHODIMOSTI W KLASSE

POLOVITELXNYH SAMOSOPRQVENNYH OPERATOROW (SM. [13, STR. 62]). pUSTX h; k � 0

{ SAMOSOPRQVENNYE OPERATORY, DEJSTWU@]IE W H. bUDEM PISATX h � k, ESLI

DLQ NEKOTOROGO (I, SLEDOWATELXNO, L@BOGO) " > 0 OPERATOR h

"

� k

"

, GDE h

"

=

h(1+"h)

�1

. sETX (h

i

) POLOVITELXNYH SAMOSOPRQVENNYH OPERATOROW WOZRASTAET

K SAMOSOPRQVENNOMU OPERATORU h � 0 (PI[UT h

i

% h), ESLI (h

i

)

"

% h

"

DLQ

KAVDOGO " > 0. oTMETIM, W ^ASTNOSTI, ^TO h

"

% h PRI "& 0.

x2. pOLOVITELXNYE INTEGRIRUEMYE

BILINEJNYE FORMY I OPERATORY

wS@DU W \TOM I SLEDU@]EM PARAGRAFE ' { TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^-

NYJ WES NAM; ^EREZ L

+

1

(') BUDEM OBOZNA^ATX MNOVESTWO WSEH POLOVITELXNYH

B. F. IZ L

1

('). w [3, x3] BYL WYDELEN NEKOTORYJ KLASS B. F. IZ L

+

1

('), SWODQ]IH-

SQ K OPERATORAM. zDESX MY OPI[EM WSE B. F. IZ L

+

1

('), ZADAWAEMYE OPERATORAMI,

I IZU^IM WOZNIKA@]IJ PRI \TOM KLASS INTEGRIRUEMYH OPERATOROW.

pUSTX h � 0 { SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR W H, PRISOEDINENNYJ K M. pO-

LOVIM PO OPREDELENI@ '(h) = sup

">0

'(h

"

) (OTMETIM, ^TO h

"

2 M

+

DLQ KAVDOGO

" > 0). lEGKO WIDETX, ^TO TAKIM OBRAZOM KORREKTNO OPREDELENO PRODOLVENIE

WESA ' SM

+

NA KLASS WSEH POLOVITELXNYH SAMOSOPRQVENNYH OPERATOROW, PRI-

SOEDINENNYH KM. sPRAWEDLIWOSTX SLEDU@]EJ LEMMY O^EWIDNA.

1. lEMMA. pUSTX h

i

; h; k { POLOVITELXNYE SAMOSOPRQVENNYE OPERATORY,

PRISOEDINENNYE KM. tOGDA

(i) ESLI h � k, TO '(h) � '(k);
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(ii) ESLI h

i

% h, TO '(h) = sup

i

'(h

i

).

2. oPREDELENIE. nAZOWEM DEJSTWU@]IJ W H SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR h �

0 INTEGRIRUEMYM OTNOSITELXNO ', ESLI h PRISOEDINEN KM I '(h) <1.

w DALXNEJ[EM, SLEDUQ [3], DLQ SAMOSOPRQVENNOGO OPERATORA h � 0 TAKOGO, ^TO

D

'

� D(h

1=2

), BUDEM ^EREZ e � h OBOZNA^ATX B. F. NA D

'

, ZADANNU@ RAWENSTWOM:

e � h(f; g) = (h

1=2

f; h

1=2

g):

w SLEDU@]EM PREDLOVENII 3, HARAKTERIZU@]EM INTEGRIRUEMYE OPERATORY,

MY WOSPOLXZUEMSQ NEKOTORYM PREDSTAWLENIEM WESA ' W WIDE ' =

P

i

((�)f

i

; f

i

),

GDE (f

i

) � D

'

(SM. [10]).

3. pREDLOVENIE. dLQ SAMOSOPRQVENNOGO OPERATORA h � 0, PRISOEDINENNOGO

K M, SLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) '(h) <1;

(ii) (f

i

) � D(h

1=2

) I

P

i

jh

1=2

f

i

j

2

<1;

(iii) D

'

� D(h

1=2

) I B. F. e � h 2 L

+

1

('):

dOKAZATELXSTWO. (i) =) (iii): POSKOLXKU DLQ KAVDOGO f 2 D

'

NAJDETSQ � > 0

TAKOE, ^TO

sup

"

(h

"

f; f) � � sup

"

'(h

"

) = �'(h) <1;

TO D

'

� D(h

1=2

) SOGLASNO [13, LEMMA 7.9]. rAWENSTWO !(x) = lim

"#0


(h

"

)(x) (x 2

M) KORREKTNO OPREDELQET FUNKCIONAL ! 2 M

+

�

, TAK KAK

!(1) = sup

"


(h

"

)(1) = sup

"

'(h

"

) = '(h) <1:

eSLI B. F. a 2 L

+

1

(') TAKOWA, ^TO 
(a) = !, TO DLQ KAVDOGO f 2 D

'

:

a(f; f) = !(x

f

) = sup

"


(h

"

)(x

f

) = sup

"

(h

"

f; f) = (h

1=2

f; h

1=2

f) = e � h(f; f);

TAK ^TO B. F. e � h = a 2 L

+

1

('):

(iii) =) (ii): SLEDU@]AQ WYKLADKA SPRAWEDLIWA W SILU [3, LEMMA 2]:

X

i

jh

1=2

f

i

j

2

=

X

i

e � h(f

i

; f

i

) = 
(e � h)(1) <1:

(ii) =) (i): ESLI " > 0, TO

'(h

"

) =

X

i

(h

"

f

i

; f

i

) �

X

i

jh

1=2

f

i

j

2

<1;

TAK ^TO '(h) = sup

"

'(h

"

) <1.
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4. zAME^ANIE. oTOBRAVENIE h! e�h MNOVESTWA INTEGRIRUEMYH OTNOSITELX-

NO ' SAMOSOPRQVENNYH OPERATOROW h � 0 W L

+

1

(') W OB]EM SLU^AE NE QWLQETSQ

NI IN_EKTIWNYM (SM. [3, x3, ZAME^ANIE]), NI S@R_EKTIWNYM (SM. NIVE x4).

5. sLEDSTWIE. eSLI SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR h � 0 INTEGRIRUEM OTNO-

SITELXNO ', TO '(h) = 
(e � h)(1).

w KA^ESTWE PRILOVENIQ PREDLOVENIQ 3 RASSMOTRIM WOPROS OB ADDITIWNOSTI

WWEDENNOGO W \TOM PARAGRAFE PRODOLVENIQ WESA '.

pUSTX h; k � 0 { SAMOSOPRQVENNYE OPERATORY W H. nAPOMNIM OPREDELENIE

OBOB]ENNOJ SUMMY OPERATOROW h I k W SMYSLE [1, GL. 6, x2.5]. zADADIM NA

LINEALE D = D(h

1=2

)

T

D(k

1=2

) POLOVITELXNU@ B. F. a, POLAGAQ

a(f; g) = (h

1=2

f; h

1=2

g) + (k

1=2

f; k

1=2

g):

eSLI LINEAL D PLOTEN W H, TO W SILU ZAMYKAEMOSTI a SU]ESTWUET EDINST-

WENNYJ SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR h

a

TAKOJ, ^TO D { SU]ESTWENNAQ OBLASTX

OPREDELENIQ OPERATORA h

1=2

a

I B. F. a(f; g) = (h

1=2

a

f; h

1=2

a

g) (f; g 2 D). sKA-

VEM, ^TO W \TOM SLU^AE SUMMA OPERATOROW h I k SU]ESTWUET, I BUDEM PISATX

hu k = h

a

. lEGKO WIDETX, ^TO ESLI h I k PRISOEDINENY KM, TO OPERATOR hu k

TAKVE PRISOEDINEN KM.

6. sLEDSTWIE. pUSTX SU]ESTWUET SUMMA hu k SAMOSOPRQVENNYH OPERATO-

ROW h; k � 0, PRISOEDINENNYH KM. tOGDA '(hu k) = '(h) + '(k):

dOKAZATELXSTWO. iZ OPREDELENIQ hu k I ZAME^ANIQ NA STR. 62 W [13] SLEDU@T

NERAWENSTWA hu k � h I h u k � k, POKAZYWA@]IE W SILU PUNKTA (i) LEMMY 1,

^TO '(h u k) = 1, KOLX SKORO '(h) + '(k) =1. eSLI VE '(h) + '(k) < 1, TO

B. F. e � (h u k) = e � h + e � k 2 L

+

1

('), TAK ^TO OPERATOR h u k INTEGRIRUEM.

tOGDA PO SLEDSTWI@ 4:

'(hu k) = 
(e � (hu k))(1) = 
(e � h)(1) + 
(e � k)(1) = '(h) + '(k):

sLEDSTWIE DOKAZANO.

mY ZAJMEMSQ TEPERX OPISANIEM WSEH B. F. a 2 L

+

1

('), DOPUSKA@]IH PREDSTAW-

LENIE WIDA a = e � h DLQ INTEGRIRUEMYH OPERATOROW h � 0. dLQ FORMULIROWKI

TEOREMY 9, DA@]EJ RQD USLOWIJ NA a, \KWIWALENTNYH WOZMOVNOSTI TAKOGO PRED-

STAWLENIQ, NAM PONADOBITSQ SLEDU@]EE PONQTIE PO^TI DOMINIRUEMOSTI.

7. oPREDELENIE. sKAVEM, ^TO WES ' PO^TI DOMINIRUET FUNKCIONAL ! 2

M

+

�

, ESLI DLQ KAVDOJ POSLEDOWATELXNOSTI (x

n

) �M IZ

lim

m;n

!((x

n

� x

m

)

�

(x

n

� x

m

)) = 0 I lim

n

'(x

�

n

x

n

) = 0

WSQKIJ RAZ SLEDUET, ^TO

lim

n

!(x

�

n

x

n

) = 0:
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8. zAME^ANIE. pONQTIE PO^TI DOMINIRUEMOSTI BYLO WWEDENO (W SLU^AE KONE^-

NOGO WESA ' NA KONE^NOJ ALGEBREM) I IZU^ALOSX h.dAEM [9], TAK ^TO SLEDU@]IJ

REZULXTAT MOVNO RASSMATRIWATX KAK NEKOTOROE OBOB]ENIE ISSLEDOWANIJ \TOGO

AWTORA, KASA@]IHSQ INTEGRIRUEMYH WEKTOROW. w OB]EJ SITUACII \TO PONQTIE

ISSLEDOWALOSX dV. nAUDTSOM [12], OSNOWNOJ REZULXTAT KOTOROGO \KWIWALENTEN

IMPLIKACII (i) () (vi) NA[EJ TEOREMY 9 W SLU^AE, KOGDAM DEJSTWUET W PRO-

STRANSTWE PREDSTAWLENIQ, ASSOCIIROWANNOGO S '.

9. tEOREMA. pUSTX B. F. a 2 L

+

1

(') I ! = 
(a)(2 M

+

�

): sLEDU@]IE USLOWIQ

\KWIWALENTNY:

(i) B. F. a ZAMYKAEMA (W SMYSLE [1, GL. 6, x1.4]);

(ii) SU]ESTWUET INTEGRIRUEMYJ OTNOSITELXNO ' SAMOSOPRQVENNYJ OPE-

RATOR h � 0 TAKOJ, ^TO a = e � h;

(iii) SU]ESTWUET WOZRASTA@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � m

+

'

, QWLQ@]A-

QSQ OPREDELQ@]EJ DLQ a;

(iv) SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (f

i

) � D

'

TAKAQ, ^TO

! =

1

X

i=1

((�)f

i

; f

i

);

(v) SU]ESTWUET WOZRASTA@]AQ SETX (x

i

) � m

+

'

TAKAQ, ^TO ! = sup

i


(x

i

);

(vi) WES ' PO^TI DOMINIRUET FUNKCIONAL !.

dOKAZATELXSTWO. (i) =) (ii): SOGLASNO [1, GL. 6, TEOREMA 2.23] SU]ESTWUET EDIN-

STWENNYJ SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR h � 0 TAKOJ, ^TO D

'

{ SU]ESTWENNAQ OB-

LASTX OPREDELENIQ OPERATORA h

1=2

I B. F. a = e � h. lEGKO PROWERITX, ^TO h

PRISOEDINEN KM; '(h) <1 SOGLASNO PREDLOVENIQ 3.

(ii) =) (iii): PUSTX h =

1

R

0

�de(�) { SPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIE h I x

n

=

n

R

0

�de(�) (n = 1; 2; : : : ). tAK KAK x

n

% h (SM. [13, LEMMA 7.9]), TO PO LEMME 1

'(h) = sup

n

'(x

n

); W ^ASTNOSTI, WSE x

n

2 m

+

'

. eSLI n > m ! 1, TO kx

n

�

x

m

k

'

= '(x

n

) � '(x

m

) ! 0. oSTALOSX ZAMETITX, ^TO a(f; f) = (h

1=2

f; h

1=2

f) =

lim

n

(x

n

f; f) DLQ KAVDOGO f 2 D

'

.

(iii) =) (iv): RASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX (y

n

) � m

+

'

, GDE y

1

= x

1

, y

n

=

x

n

� x

n�1

(n = 2; 3; : : : ). tOGDA ! = lim

n


(x

n

) =

1

P

n=1


(y

n

). zAMETIM, ^TO IZ

NERAWENSTWA 
(y

n

) � ky

n

k

'

(SM. [4, TEOREMA 2.1]) S U^ETOM [8, GL. 1, x4, TEOREMA

1] WYTEKAET WOZMOVNOSTX PREDSTAWLENIQ KAVDOGO FUNKCIONALA 
(y

n

) W WIDE


(y

n

) =

1

P

k=1

((�)f

n

k

; f

n

k

), (f

n

k

) � D

'

.

(iv) =) (v): W SILU [4, TEOREMA 2.1] DLQ KAVDOGO n = 1; 2; : : : NAJDETSQ OPE-

RATOR x

n

2 m

+

'

TAKOJ, ^TO 
(x

n

) =

n

P

k=1

((�)f

k

; f

k

). pOSLEDOWATELXNOSTX (x

n

)

O^EWIDNO WOZRASTAET I ! = sup

n


(x

n

).
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(v) =) (ii): ZAMETIM, ^TO DLQ KAVDOGO f 2 D

'

:

sup

i

(x

i

f; f) = sup

i


(x

i

)(x

f

) = 
(a)(x

f

) = a(f; f) <1:

pOSKOLXKU D

'

PLOTNO W H, TO W SILU [13, LEMMA 7.9] SU]ESTWUET SAMOSOPRQVEN-

NYJ OPERATOR h � 0 TAKOJ, ^TO x

i

% h. qSNO, ^TO D

'

� D(h

1=2

); h PRISOEDINEN

KM I B. F. a = e � h. iNTEGRIRUEMOSTX h SLEDUET IZ PREDLOVENIQ 3.

(ii) =) (i): \TA IMPLIKACIQ O^EWIDNA.

(i) () (vi): RASSMOTRIM PREDSTAWLENIE (�

'

; H

'

), INDUCIROWANNOE ', I PE-

REJDEM K ALGEBRE nEJMANA �

'

(M); �-IZOMORFNOJM. pRI \TOM WES ' PEREJDET

W TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES '

�

NA �

'

(M) S LINEALOM D

'

�

= J

c

n

'

(SM. [3]). oBOZNA^IM ^EREZ a

�

B. F. IZ L

+

1

('

�

), SOOTWETSTWU@]U@ PRI \TOM B. F.

a. tOGDA

a

�

(Jbx; Jbx) = !(x

�

x) (x 2 n

'

):

w SILU USTANOWLENNOJ \KWIWALENTNOSTI USLOWIJ (i) I (v) B. F. a I a

�

ZAMYKAEMY

ILI NE ZAMYKAEMY TOLXKO ODNOWREMENNO. tAKIM OBRAZOM, OSTAETSQ PROWERITX,

^TO USLOWIE (vi) RAWNOSILXNO ZAMYKAEMOSTI a

�

. eSLI a

�

ZAMYKAEMA I POSLEDO-

WATELXNOSTX (x

n

) �M TAKOWA, ^TO

lim

m;n

!((x

n

� x

m

)

�

(x

n

� x

m

)) = 0; lim

n

'(x

�

n

x

n

) = 0;

TO, NA^INAQ S NEKOTOROGO NOMERA N WSE x

n

2 n

'

I PRI m;n > N :

a

�

(Jcx

n

� Jcx

m

; Jcx

n

� Jcx

m

) = !((x

n

� x

m

)

�

(x

n

� x

m

))! 0 (m;n!1);

jJcx

n

j

2

= '(x

�

n

x

n

)! 0 (n!1):

iZ ZAMYKAEMOSTI a

�

TOGDA SLEDUET, ^TO PRI n > N :

!(x

�

n

x

n

) = a

�

(Jcx

n

; Jcx

n

)! 0 (n!1);

TAK ^TO WES ' PO^TI DOMINIRUET !. iZ PRIWEDENNYH WYKLADOK LEGKO USMATRI-

WAETSQ SPRAWEDLIWOSTX I OBRATNOGO UTWERVDENIQ. tEOREMA DOKAZANA.

w KA^ESTWE O^EWIDNOGO SLEDSTWIQ DOKAZANNOJ TEOREMY, PREDLOVENIQ 3 I RE-

ZULXTATOW b. sAJMONA [15] O RAZLOVENII KWADRATI^NYH FORM PRIWEDEM SLEDU@-

]IJ NEKOMMUTATIWNYJ ANALOG IZWESTNOJ TEOREMY lEBEGA O RAZLOVENII MERY.

10. sLEDSTWIE. pUSTX ! 2 M

+

�

. sREDI WSEH FUNKCIONALOW !

1

2 M

+

�

TAKIH,

^TO ' PO^TI DOMINIRUET !

1

I !

1

� ! SU]ESTWUET NAIBOLX[IJ FUNKCIONAL

!

r

. fUNKCIONAL !

s

= !�!

r

SINGULQREN S ' W SLEDU@]EM SMYSLE: ESLI � 2 M

+

�

,

� � ' I � � !

s

, TO � = 0.

x3. iNTEGRIRUEMYE S KWADRATOM BILINEJNYE FORMY I OPERATORY

zDESX USTANAWLIWAETSQ SWQZX REZULXTATOW x2 S ZADA^EJ PREDSTAWLENIQ S PO-

MO]X@ ZAMKNUTYH OPERATOROW B. F. IZ L

2

('), POSTAWLENNOJ W RABOTE [5]. s \TOJ

CELX@ MY POLU^IM, PREVDE WSEGO, NOWOE OPISANIE PROSTRANSTW L

2

(') I L

1

(').
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1. tEOREMA. (i) dLQ KAVDOJ B. F. a 2 L

2

(') SU]ESTWUET, PRITOM EDINST-

WENNYJ, OPERATOR a

0

W H S OBLASTX@ OPREDELENIQ D(a

0

) = D

'

TAKOJ, ^TO

a(f; g) = (a

0

f; g) (f; g 2 D

'

).

(ii) oBOZNA^IM DLQ a; b 2 L

2

(') ^EREZ a � b B. F. NA D

'

, OPREDELENNU@ RAWEN-

STWOM a � b(f; g) = (a

0

f; a

0

g). tOGDA

L

1

(') = fa � b j a; b 2 L

2

(')g; L

+

1

(') = fa � a j a 2 L

2

(')g;

PRI^EM 
(a � b) = (�

'

(�)J

b

b; Jba).

dOKAZATELXSTWO. (i). eSLI (x

n

) � n

'

{ OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX DLQ

B. F. a 2 L

2

('), TO DLQ KAVDOGO f 2 D

'

POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

f) FUNDAMEN-

TALXNA W H. dEJSTWITELXNO, SU]ESTWUET TAKOE � > 0, ^TO

jx

n

f � x

m

f j

2

= ((x

n

� x

m

)

�

(x

n

� x

m

)f; f)

� �'((x

n

� x

m

)

�

(x

n

� x

m

))! 0 (m;n!1):

rAWENSTWO a

0

f = lim

n

x

n

f (f 2 D

'

) OPREDELQET ISKOMYJ OPERATOR a

0

, EDINSTWEN-

NOSTX \TOGO OPERATORA SLEDUET IZ PLOTNOSTI D

'

W H.

(ii). pUSTX a; b 2 L

2

(') I B. F. c 2 L

1

(') TAKOWA, ^TO 
(c) = (�

'

(�)J

b

b; Jba):

eSLI (x

n

) I (y

n

) { POSLEDOWATELXNOSTI IZ n

'

, OPREDELQ@]IE DLQ a I b SOOTWET-

STWENNO, TO DLQ KAVDOGO f 2 D

'

:

c(f; f) = 
(c)(x

f

) = (�

'

(x

f

)J

b

b; Jba) = lim

n

(�

'

(x

f

)Jcy

n

; Jcx

n

)

= lim

n


(y

�

n

x

n

)(x

f

) = lim

n

(x

n

f; y

n

f) = (a

0

f; b

0

f) = a � b(f; f);

TAK ^TO W SILU POLQRIZACIONNOGO TOVDESTWA c = a � b. pUSTX, NAOBOROT, B. F.

c 2 L

1

('). nAJDUTSQ WEKTORY �; � 2 H

'

TAKIE, ^TO 
(c) = (�

'

(�)�; �), PRI^EM

ESLI c 2 L

+

1

('), TO MOVNO S^ITATX � = � (SM. [3, TEOREMA 3] I [7, SLEDSTWIE 2.16]).

pUSTX B. F. a; b 2 L

2

(') TAKOWY, ^TO ba = J� I

b

b = J�, TOGDA IZ PRIWEDENNOJ

WY[E WYKLADKI SLEDUET RAWENSTWO c = a � b. tEOREMA DOKAZANA.

2. sLEDSTWIE. pUSTX a; b 2 L

2

('). dLQ KAVDOGO PREDSTAWLENIQ WESA ' W WI-

DE ' =

P

i

((�)f

i

; f

i

) ((f

i

) � D

'

) IMEET MESTO RAWENSTWO (a; b) =

P

i

(a

0

f

i

; b

0

f

i

);

PRI^EM RQD SPRAWA SODERVIT NE BOLEE ^EM S^ETNOE ^ISLO NENULEWYH SLAGAE-

MYH I SHODITSQ ABSOL@TNO.

dOKAZATELXSTWO. pOSKOLXKU (a; b) = 
(a � b)(1), TO DOSTATO^NO PROWERITX RA-

WENSTWO

P

i

x

f

i

= 1. dLQ \TOGO ZAMETIM, ^TO PRI KAVDOM x 2 n

'

:

X

i

(�

'

(x

f

i

)Jbx; Jbx) =

X

i


(x

�

x)(x

f

i

) =

X

i

(x

�

xf

i

; f

i

) = '(x

�

x) = (Jbx; Jbx);

I OSTAETSQ U^ESTX, ^TO J

c

n

'

PLOTNO W H

'

.
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3. oPREDELENIE. oBOZNA^IM ^EREZ L

0

2

(') MNOVESTWO WSEH B. F. a IZ L

2

('),

DLQ KOTORYH OPERATORY a

0

ZAMYKAEMY, I BUDEM ^EREZ a

0

OBOZNA^ATX ZAMYKANIE

OPERATORA a

0

.

4. zAME^ANIE. (A) kLASS L

0

2

(') SOSTOIT W TO^NOSTI IZ B. F. a 2 L

2

('), OPRE-

DELQEMYH OPERATORAMI W SMYSLE [5, x4].

(B) iZ REZULXTATOW [5, x4] I TEOREMY 1 SLEDUET, ^TO DLQ B. F. a 2 L

2

(')

SLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) a 2 L

0

2

(');

(ii) SU]ESTWUET ZAMKNUTYJ OPERATOR k, PRISOEDINENNYJ K M, TAKOJ, ^TO

a

0

� k;

(iii) INTEGRIRUEMAQ B. F. a � a ZAMYKAEMA.

oTMETIM TAKVE, ^TO DLQ B. F. a 2 L

0

2

(') OPERATOR a

0

PRISOEDINEN KM (SM.

[5, PREDLOVENIE 3 x4]) I QWLQETSQ NAIMENX[IM (NO, WOOB]E GOWORQ, NE EDINSTWEN-

NYM { SM. [5, ZAME^ANIE 8 x4]) SREDI OPERATOROW k IZ PUNKTA (ii). w SLEDU@]EM

PREDLOVENII 5 OPISYWA@TSQ WSE TAKIE OPERATORY k.

5. pREDLOVENIE. pUSTX k { ZAMKNUTYJ PLOTNO OPREDELENNYJ OPERATOR,

PRISOEDINENNYJ KM, I WEKTORY (f

i

) � D

'

TAKOWY, ^TO WES ' =

P

i

((�)f

i

; f

i

).

sLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) D

'

� D(k) I ZADANNAQ NA D

'

B. F. (k(�); (�)) 2 L

2

(');

(ii) '(k

�

k) <1;

(iii) (f

i

) � D(k) I

P

i

jkf

i

j

2

<1;

(iv) D

'

� D(k) I ZADANNAQ NA D

'

B. F. (k(�); k(�)) 2 L

1

('):

dOKAZATELXSTWO. iMPLIKACIQ (i) =) (iv) SLEDUET IZ TEOREMY 1. tO, ^TO

(iv) =) (iii) =) (ii), SLEDUET IZ PREDLOVENIQ 3 x2, PRIMENENNOGO K OPERATO-

RU h = k

�

k. pROWERIM, ^TO (ii) =) (i). pUSTX k = ujkj { POLQRNOE RAZLOVENIE k

I jkj =

1

R

0

�de(�) { SPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIE OPERATORA jkj = (k

�

k)

1=2

. rAS-

SMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX x

n

= u(

n

R

0

�de(�)) I PROWERIM, ^TO ONA QWLQETSQ

OPREDELQ@]EJ DLQ B. F. a = (k(�); (�)) NA D

'

. dEJSTWITELXNO, IZ NERAWENSTWA

x

�

n

x

n

=

n

R

0

�

2

de(�) � k

�

k SLEDUET, ^TO '(x

�

n

x

n

) � '(k

�

k) < 1, TAK KAK WSE

x

n

2 n

'

. pOLAGAQ y

n

= x

�

n

x

n

, IMEEM W SILU [13, LEMMA 7.9] y

n

% k

�

k, TAK ^TO

'(k

�

k) = sup

n

'(y

n

) PO LEMME 1 x2 I, SLEDOWATELXNO, PRI n > m!1:

'((x

n

� x

m

)

�

(x

n

� x

m

)) = '(y

n

) � '(y

m

)! 0:

oSTAETSQ ZAMETITX, ^TO kf = lim

n

x

n

f DLQ KAVDOGO f 2 D

'

. pREDLOVENIE DOKA-

ZANO.

6. zAME^ANIE. sLEDUQ [5], POLOVIM L

]

2

(') = fa 2 L

2

(') j a

�

2 L

2

(')g; GDE

^EREZ a

�

OBOZNA^AETSQ B. F. NA D

'

, SOPRQVENNAQ K B. F. a. tOGDA IZ PUNKTA

(i) TEOREMY 5 SLEDUET, ^TO L

]

2

(') � L

0

2

(') (SM. TAKVE [5, TEOREMA 4 x4]), PRI-

^EM D

]

= fba j a 2 L

]

2

(')g (SM. [5, TEOREMA 2 x3]). iZ POSLEDNEGO UTWERVDENIQ,
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W ^ASTNOSTI, SLEDUET, ^TO L

]

2

(') QWLQETSQ GILXBERTOWYM PROSTRANSTWOM OT-

NOSITELXNO SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ ha; bi =

1

2

[(a; b) + (b

�

; a

�

)]: mY PRIWEDEM

SEJ^AS DRUGOE OPISANIE \TOGO GILXBERTOWA PROSTRANSTWA, KORREKTNOSTX KOTORO-

GO SLEDUET IZ PREDLOVENIQ 5. dLQ \TOGO ZAFIKSIRUEM NEKOTOROE PREDSTAWLENIE

' =

P

i2I

((�)f

i

; f

i

) ((f

i

) � D

'

) WESA ' NAM I RASSMOTRIM MNOVESTWO WSEH PLOTNO

ZADANNYH OPERATOROW k, PRISOEDINENNYH KM, TAKIH, ^TO

(i) (f

i

) � D(k)

T

D(k

�

);

(ii)

P

i2I

[jkf

i

j

2

+ jk

�

f

i

j

2

] <1:

dWA TAKIH OPERATORA k

1

I k

2

NAZOWEM \KWIWALENTNYMI, ESLI k

1

f

i

= k

2

f

i

DLQ

WSEH i 2 I. tOGDA W KAVDOM KLASSE POPARNO \KWIWALENTNYH OPERATOROW NAJDETSQ

ZAMKNUTYJ OPERATOR I MNOVESTWO WSEH KLASSOW \KWIWALENTNOSTI PREWRA]AETSQ

W GILXBERTOWO PROSTRANSTWO OTNOSITELXNO SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ

hk

1

; k

2

i =

1

2

X

i2I

[(k

1

f

i

; k

2

f

i

) + (k

�

2

f

i

; k

�

1

f

i

)]:

oTMETIM, ^TO DLQ SLU^AQ KONE^NOGO WESA ' OPISANNOE WY[E GILXBERTOWO PRO-

STRANSTWO WPERWYE BYLO POSTROENO W RABOTE a. s. hOLEWO [11] I NA[LO PRIME-

NENIE W ZADA^AH NEKOMMUTATIWNOJ STATISTIKI.

mY ZAKON^IM \TOT PARAGRAF OPISANIEM MNOVESTWA

\

L

0

2

('). s \TOJ CELX@ DLQ

KAVDOGO WEKTORA � 2 H

'

OBOZNA^IM ^EREZ p(�) LINEJNYJ OPERATOR W H

'

S OB-

LASTX@ OPREDELENIQ A

0

0

= J

c

n

'

, ZADANNYJ RAWENSTWOM p(�)� = �

0

(�)� (� 2 A

0

0

),

GDE �

0

(�) { OPERATOR PRAWOGO UMNOVENIQ NA WEKTOR � 2 A

0

0

(SM. [2], [7]). pUSTX

H

0

'

{ MNOVESTWO WSEH WEKTOROW � 2 H

'

, DLQ KOTORYH OPERATOR p(�) IMEET ZAMY-

KANIE, OBOZNA^AEMOE ^EREZ �(�). sLEDU@]EE PROSTOE UTWERVDENIE POKAZYWAET,

^TO W DANNOJ SITUACII MNOVESTWO H

0

'

I OPERATORY �(�) (� 2 H

0

'

) SOWPADA@T S

SOOTWETSTWU@]IMI OB_EKTAMI, WWEDENNYMI W [14, 2.1].

7. lEMMA. pUSTX DLQ � 2 H

'

OGRANI^ENIE OPERATORA p(�) NA A

0

= JA ZAMY-

KAEMO. tOGDA � 2 H

0

'

I A

0

{ SU]ESTWENNAQ OBLASTX OPREDELENIQ OPERATORA

�(�).

dOKAZATELXSTWO \TOGO UTWERVDENIQ O^EWIDNO W SILU SU]ESTWOWANIQ W n

'

WOZ-

RASTA@]EJ SETI x

i

% 1 (SM., NAPRIMER, [7]).

8. pREDLOVENIE. pUSTX B. F. a 2 L

2

('). tOGDA a 2 L

0

2

(') W TOM I TOLXKO

TOM SLU^AE, KOGDA WEKTOR ba 2 H

0

'

.

dOKAZATELXSTWO. kAK I W DOKAZATELXSTWE TEOREMY 9 x2 PEREJDEM K ALGEBRE

nEJMANA �

'

(M) S TO^NYM NORMALXNYM POLUKONE^NYM WESOM '

�

, PRI \TOM B. F.

a � a IZ L

+

1

(') PEREJDET W B. F. (a � a)

�

2 L

+

1

('

�

) TAKU@, ^TO 
(a � a)(x

�

x) =

(a � a)

�

(Jbx; Jbx) (x 2 n

'

). zAMETIM, ^TO ZAMYKAEMOSTX B. F. a (SOOTWETSTWENNO,

OPERATORA p(ba)) RAWNOSILXNO ZAMYKAEMOSTI BILINEJNOJ FORMY a � a (SOOTWET-

STWENNO, B. F. (a � a)

�

), A \TO W SILU TEOREMY 9 x2 RAWNOSILXNO PO^TI DOMINI-

RUEMOSTI FUNKCIONALA 
(a�a) NAM (SOOTWETSTWENNO, FUNKCIONALA ((�)Jba; Jba)

NA �

'

(M)) WESOM ' (SOOTWETSTWENNO, WESOM '

�

). oDNAKO LEGKO WIDETX, ^TO DWA

POSLEDNIH USLOWIQ \KWIWALENTNY. pREDLOVENIE DOKAZANO.
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x4. rEGULQRNYE WESA

w \TOM PARAGRAFE MY ZAJMEMSQ IZU^ENIEM TO^NYH NORMALXNYH POLUKONE^-

NYH WESOW ', DLQ KOTORYH ZAMYKAEMY WSE B. F. IZ L

+

1

(') ILI, ^TO TO VE SA-

MOE, L

2

(') = L

0

2

('). s \TOJ CELX@ MY WYDELIM NOWYJ KLASS WESOW NA ALGEBRE

nEJMANA M, NESINGULQRNYH (W SMYSLE SLEDSTWIQ 10 x2) S KAVDYM NULEWYM

FUNKCIONALOM IZM

+

�

.

1. oPREDELENIE. nAZOWEM ' NA M REGULQRNYM, ESLI DLQ KAVDOGO ! 2 M

+

�

(! 6= 0), NAJDETSQ TAKOJ FUNKCIONAL !

0

2 M

+

�

(!

0

6= 0), ^TO !

0

� ! I !

0

� '.

2. tEOREMA. kAVDYJ REGULQRNYJ NORMALXNYJ WES ' TO^EN, A KAVDYJ TO^-

NYJ NORMALXNYJ SLED � REGULQREN.

dOKAZATELXSTWO. eSLI e { NOSITELX ' I e 6= 1, TO NAJDETSQ NENULEWOJ FUNKCI-

ONAL ! 2 M

+

�

S NOSITELEM, NE PREWOSHODQ]IM 1� e. nO TOGDA DLQ !

0

2 M

+

�

IZ

!

0

� ! I !

0

� ' NEOBHODIMO SLEDUET, ^TO !

0

= 0. dLQ PROWERKI WTOROGO UTWERV-

DENIQ PREDPOLOVIM SNA^ALA, ^TO SLED � POLUKONE^EN. eSLI ! 2 M

+

�

(! 6= 0), TO

! = � (h�) DLQ NEKOTOROGO SAMOSOPRQVENNOGO OPERATORA h � 0, PRISOEDINENNOGO

KM (SM. [13, TEOREMA 5.12]). pUSTX h =

1

R

0

�de(�) { SPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIE

h I ^ISLO n > 0 TAKOWO, ^TO OPERATOR h

n

=

n

R

0

�de(�) 6= 0. pOLAGAQ !

0

= � (h

n

�),

ESLI kh

n

k � 1, I !

0

=

1

kh

n

k

� (h

n

�), ESLI kh

n

k > 1, IMEEM W OBOIH SLU^AQH !

0

� !,

!

0

� � I !

0

6= 0, TAK ^TO REGULQRNOSTX � USTANOWLENA. pEREHODQ K OB]EMU

SLU^A@, OBOZNA^IM ^EREZ p NAIBOLX[IJ PROEKTOR W SILXNOM ZAMYKANII m

�

I

RASSMOTRIM TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ SLED �

p

, QWQLQ@]IJSQ REDUK-

CIEJ � NA ALGEBRU nEJMANA pMp (SM. [8, GL. 1, x6.1, SLEDSTWIE 2]). tAK KAK p

LEVIT W CENTREM, TO DLQ KAVDOGO ! 2 M

+

�

! = !(p � p) + !((1� p) � (1� p)),

TAK ^TO REGULQRNOSTX � ESTX SLEDSTWIE REGULQRNOSTI �

p

. tEOREMA DOKAZANA.

3. pREDLOVENIE. wES ' NA M REGULQREN TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA DLQ

KAVDOGO ! 2 M

+

�

NAJDETSQ POSLEDOWATELXNOSTX (f

i

) � D

'

TAKAQ, ^TO ! =

1

P

i=1

((�)f

i

; f

i

):

dOKAZATELXSTWO. dOSTATO^NOSTX USLOWIQ O^EWIDNA. dLQ PROWERKI NEOBHODI-

MOSTI PREDPOLOVIM, ^TO ! 2 M

+

�

(! � 0), I RASSMOTRIM SOWOKUPNOSTX WSEH

NABOROW NENULEWYH WEKTOROW IZ D

'

, OBLADA@]IH SLEDU@]IM SWOJSTWOM: DLQ

L@BOGO KONE^NOGO SEMEJSTWA WEKTOROW f

1

; f

2

; : : : ; f

n

IZ DANNOGO NABORA FUNKCIO-

NAL

n

P

k=1

((�)f

k

; f

k

) � !. pO LEMME cORNA SU]ESTWUET MAKSIMALXNYJ SREDI TAKIH

NABOROW, OBOZNA^IM EGO ^EREZ (f

i

)

i2I

. oTMETIM, ^TO I NE BOLEE ^EM S^ETNO, TAK

KAK

P

i2I

jf

i

j

2

� !(1) < 1. pOLOVIM � =

P

i2I

((�)f

i

; f

i

) (2 M

+

�

) I PROWERIM, ^TO

! = �. dEJSTWITELXNO, ESLI � = ! � � 6= 0, TO W SILU REGULQRNOSTI ' NAJ-

DETSQ FUNKCIONAL �

0

2 M

+

�

(�

0

6= 0) TAKOJ, ^TO �

0

� � I �

0

� '. nO TOGDA W

SILU [8, GL. 1, x4.2, TEOREMA 1] NAJDETSQ NENULEWOJ WEKTOR f 2 D

'

S USLOWIEM

((�)f; f) � �

0

, ^TO PROTIWORE^IT MAKSIMALXNOSTI NABORA (f

i

)

i2I

.
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4. sLEDSTWIE. pUSTX B(H) { ALGEBRA WSEH OGRANI^ENNYH LINEJNYH OPERATO-

ROW W H. wES ' NA B(H) REGULQREN TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA D

'

= H.

dOKAZATELXSTWO NEOBHODIMOSTI \TOGO USLOWIQ SLEDUET IZ [8, GL. 1, x4.1, LEMMA

1], DOSTATO^NOSTX O^EWIDNA.

5. sLEDSTWIE. dLQ TO^NOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA ' SLEDU@]IE

USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) WES ' REGULQREN,

(ii) KAVDAQ B. F. a 2 L

+

1

(') ZAMYKAEMA,

(iii) L

0

2

(') = L

2

('):

pOSLEDNEE UTWERVDENIE USILIWAETSQ W SLEDU@]EJ TEOREME 6 I SLEDSTWII 7

IZ NEE, POKAZYWA@]IH, ^TO DLQ REGULQRNOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA '

OPISANIE B. F. IZ L

+

1

(') I L

2

(') S POMO]X@ ZAMKNUTYH OPERATOROW KORREKTNO

(SR. ZAME^ANIE 4 x2 I [5, ZAME^ANIE 8 x4]).

6. tEOREMA. pUSTX ' { REGULQRNYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA M

I B. F. a 2 L

+

1

('). sU]ESTWUET, PRITOM EDINSTWENNYJ, SAMOSOPRQVENNYJ

OPERATOR h � 0, PRISOEDINENNYJ KM, TAKOJ, ^TO D

'

� D(h

1=2

) I a = e � h.

pRI \TOM D

'

{ SU]ESTWENNAQ OBLASTX OPREDELENIQ OPERATORA h

1=2

.

dOKAZATELXSTWO. w PROWERKE NUVDAETSQ LI[X UTWERVDENIE O EDINSTWENNOSTI

h. pREDPOLOVIM, ^TO SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR k � 0, PRISOEDINENNYJ KM,

TAKVE UDOWLETWORQET USLOWIQM D

'

� D(k

1=2

), a = e � k. pUSTX f 2 D(h

1=2

) I

WEKTORY (f

i

) � D

'

TAKOWY, ^TO FUNKCIONAL ((�)f; f) =

1

P

i=1

((�)f

i

; f

i

) NAM (SM.

PREDLOVENIE 3). tOGDA DLQ WSEH n = 1; 2; : : : I " > 0:

n

X

i=1

(k

"

f

i

; f

i

) �

n

X

i=1

jk

1=2

f

i

j

2

=

n

X

i=1

jh

1=2

f

i

j

2

= sup

"

n

X

i=1

(h

"

f

i

; f

i

)

� sup

"

(h

"

f; f) = jh

1=2

f j

2

:

pEREHODQ ZDESX K PREDELU PRI n!1, IMEEM:

1

X

i=1

(k

"

f

i

; f

i

) = (k

"

f; f) � jh

1=2

f j

2

;

OTKUDA sup

"

(k

"

f; f) � jh

1=2

f j

2

. sOGLASNO [13, LEMMA 7.9], OTS@DA SLEDUET, ^TO

f 2 D(k

1=2

) I jk

1=2

f j = jh

1=2

f j. pOMENQW MESTAMI W \TOM RASSUVDENII OPE-

RATORY h I k, POLU^AEM, ^TO D(h

1=2

) = D(k

1=2

) I jk

1=2

f j = jh

1=2

f j DLQ WSEH

f 2 D(h

1=2

). rAWENSTWO h = k TEPERX SLEDUET IZ EDINSTWENNOSTI POLQRNOGO

RAZLOVENIQ OPERATORA.

7. sLEDSTWIE. pUSTX W USLOWIQH TEOREMY 6 B. F. a 2 L

2

('). sU]ESTWUET,

PRITOM EDINSTWENNYJ, ZAMKNUTYJ OPERATOR k, PRISOEDINENNYJ KM, TAKOJ,

^TO a

0

� k (I, SLEDOWATELXNO, k = a

0

).

dOKAZATELXSTWO. kAK I W TEOREME 6 DOSTATO^NO USTANOWITX LI[X EDINSTWEN-

NOSTX k, T. E. PROWERITX, ^TO k = a

0

. nO, PRIMENQQ TEOREMU 6 K B. F. a = e�(k

�

k)
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(SM. PREDLOVENIE 5 x3), POLU^AEM, ^TO D

'

{ SU]ESTWENNAQ OBLASTX OPREDELENIQ

OPERATORA jkj = (k

�

k)

1=2

, A ZNA^IT I OPERATORA k.

8. zAME^ANIE. pUSTX M { ALGEBRA nEJMANA S CIKLI^ESKIM I OTDELQ@]IM

WEKTOROM f

0

2 H. m. tAKESAKI [2, TEOREMA 15.1] POKAZAL, ^TO DLQ KAVDOGO

! 2 M

+

�

SU]ESTWUET SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR h

!

� 0, PRISOEDINENNYJ K

M, TAKOJ, ^TO f

0

2 D(h

!

) I ! = ((�)h

!

f

0

; h

!

f

0

), I POSTAWIL WOPROS O EDINST-

WENNOSTI TAKOGO OPERATORA h

!

. f. pERDRIZE [14, PREDLOVENIE 6.6] POKAZAL, ^TO

W OB]EM SLU^AE OPERATOR h

!

ZDESX NE EDINSTWENEN I USTANOWIL EDINSTWENNOSTX

h

!

W SLU^AE KONE^NOJ ALGEBRYM. pOWTORQQ RASSUVDENIQ, PROWODIW[IESQ PRI

DOKAZATELXSTWE NA[EJ TEOREMY 6, NETRUDNO ZAMETITX, ^TO REGULQRNOSTX KONE^-

NOGO WESA '

0

= ((�)f

0

; f

0

) NA M OBESPE^IWAET EDINSTWENNOSTX WSEH OPERATOROW

h

!

, PRI^EM D

'

0

=M

0

f

0

QWLQETSQ IH SU]ESTWENNOJ OBLASTX@ OPREDELENIQ. pRI

PODGOTOWKE \TOJ STATXI K PE^ATI AWTORU STALO IZWESTNO O REZULXTATE k. sKAU

[16, TEOREMA 3.1], USTANOWIW[EGO, ^TO EDINSTWENNOSTX WSEH h

!

WLE^ET KONE^NOSTX

ALGEBRYM. s U^ETOM [5, TEOREMA 1 x6] OTS@DA SLEDUET, ^TO WES '

0

REGULQREN

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ALGEBRA nEJMANAM KONE^NA.

mY ZAKON^IM OPISANIEM REGULQRNYH NORMALXNYH POLUKONE^NYH WESOW NA

ALGEBRE B(H) WSEH OGRANI^ENNYH LINEJNYH OPERATOROW W H.

9. pREDLOVENIE. nORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES ' NA B(H) REGULQREN TOG-

DA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ' = Tr (h�), GDE Tr { KANONI^ESKIJ SLED NA B(H), A

h � 0 { SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR W H, OBLADA@]IJ OGRANI^ENNYM OBRAT-

NYM.

dOKAZATELXSTWO. kAVDYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES ' NA B(H) IMEET

WID ' = Tr(h�) DLQ NEKOTOROGO SAMOSOPRQVENNOGO OPERATORA h � 0 (SM. [13, TE-

OREMA 5.12]). sOGLASNO [6, PREDLOVENIE 9] LINEAL D

'

SOWPADAET W DANNOM SLU^AE

S R(h

1=2

) { OBLASTX@ ZNA^ENIJ OPERATORA h

1=2

. eSLI WES ' REGULQREN, TO ' TO-

^EN W SILU TEOREMY 2, TAK ^TO OPERATOR h NESINGULQREN. tAK KAK D

'

= H (SM.

SLEDSTWIE 4), TO OPERATOR h

�1=2

OPREDELEN WS@DU I PO TEOREME O ZAMKNUTOM GRA-

FIKE OGRANI^EN, OTKUDA I h

�1

2 B(H). nAOBOROT, ESLI SU]ESTWUET h

�1

2 B(H),

TO NEOBHODIMO D

'

= R(h

1=2

) = H, TAK ^TO PO SLEDSTWI@ 4 WES ' REGULQREN.

10. sLEDSTWIE. eSLI GILXBERTOWO PROSTRANSTWO H BESKONE^NOMERNO, TO

NI ODIN NORMALXNYJ WES NA B(H) NE QWLQETSQ REGULQRNYM.

w ZAKL@^ENII AWTOR WYRAVAET ISKRENN@@ PRIZNATELXNOSTX a. n.{ERSTNE-

WU ZA WNIMANIE K NASTOQ]EJ RABOTE.
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VII. prostranstwa L

p

, associirowannye s

wesom na polukone~noj algebre nejmana

kONSTRUKT. TEORIQ FUNKCIJ I FUNKC. ANALIZ,

kAZANX, iZD{WO kAZANSK. UN{TA,

WYP. 3, 1981, 88{93.

w RABOTE STROITSQ [KALA PROSTRANSTW L

p

(1 � p � 1), ASSOCIIROWANNAQ

S TO^NYM NORMALXNYM LOKALXNO IZMERIMYM WESOM NA POLUKONE^NOJ ALGEBRE

nEJMANA. dLQ SLU^AQ SLEDA SOOTWETSTWU@]AQ KONSTRUKCIQ BYLA PREDLOVENA W

RABOTAH [1] (p = 1; 2), [6], [8], [10]. sLU^AJ NORMALXNOGO SOSTOQNIQ RASSMATRI-

WALSQ AWTOROM W RABOTE [5].

wS@DU NIVE MY BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO M { POLUKONE^NAQ ALGEBRA nEJ-

MANA, DEJSTWU@]AQ W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H, I � { TO^NYJ NORMALX-

NYJ POLUKONE^NYJ SLED NA M. ~EREZ L

p

(� ) (1 � p � 1) OBOZNA^IM BANA-

HOWO PROSTRANSTWO IZMERIMYH OPERATOROW, INTEGRIRUEMYH S p-TOJ STEPENX@

OTNOSITELXNO � (SM. [6], [8], [10]); NAPOMNIM, ^TO NORMA k � k

�

p

W L

p

(� ) ZADAETSQ

RAWENSTWOM

kxk

�

p

= � (jxj

p

)

1=p

(x 2 L

p

(� )):

~EREZ L(M) BUDEM OBOZNA^ATX KLASS WSEH LOKALXNO IZMERIMYH OTNOSITELXNO

M OPERATOROW W H (SM. [10]). oTMETIM, ^TO L(M) QWLQETSQ �-ALGEBROJ OTNO-

SITELXNO SILXNYH (T. E. ZAMYKANIQ OBY^NYH) ALGEBRAI^ESKIH OPERACIJ. uSLO-

WIMSQ W DALXNEJ[EM ZNA^KOM \�" OBOZNA^ATX SILXNOE PROIZWEDENIE OPERATOROW,

A SUMMU LOKALXNO IZMERIMYH OPERATOROW WSEGDA PONIMATX W SILXNOM SMYSLE.

w OBOZNA^ENIQH I TERMINOLOGII, KASA@]IHSQ NORMALXNYH WESOW NA ALGEBRAH

nEJMANA, BUDEM SLEDOWATX RABOTAM [9] I [2].

1. oPREDELENIE. pUSTX ' { NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NAM I SAMOSO-

PRQVENNYJ OPERATOR h � 0, PRISOEDINENNYJ K M, QWLQETSQ \PROIZWODNOJ" '

PO � (T. E. ' = � (h�) W SMYSLE [9, TEOREMA 5.12]). nAZOWEM TAKOJ WES LOKALXNO

IZMERIMYM, ESLI h 2 L(M).

2. zAME^ANIE. oPREDELENIE LOKALXNO IZMERIMOGO WESA ' KORREKTNO, T. E. NE

ZAWISIT OT WYBORA SLEDA � NA M. dEJSTWITELXNO, PUSTX ' = �

1

(h

1

�), GDE �

1

{ E]E ODIN TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ SLED NA M. tOGDA h

1

= h � k,

GDE k � 0 { SAMOSOPRQVENNYJ NESINGULQRNYJ OPERATOR W H, PRISOEDINENNYJ K

CENTRU M, TAKOJ, ^TO � = �

1

(k�) (SM. [9, PREDLOVENIE 4.3]). lEGKO WIDETX, ^TO

k 2 L(M) (SM. [10, OPREDELENIE 2.2]), TAK ^TO, ESLI h 2 L(M), TO OPERATOR h

1

LOKALXNO IZMERIM KAK SILXNOE PROIZWEDENIE LOKALXNO IZMERIMYH OPERATOROW.

w DALXNEJ[EM MY BUDEM PREDPOLAGATX FIKSIROWANNYM TO^NYJ NORMALXNYJ

POLUKONE^NYJ I LOKALXNO IZMERIMYJ WES ' = � (h�) NAM.
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3. oPREDELENIE. dLQ KAVDOGO 1 � p <1 I 0 � � � 1 OBOZNA^IM ^EREZ m

1=p

�

LINEAL OPERATOROW IZM:

m

1=p

�

= fx 2 M j h

�=p

� x � h

(1��)=p

2 L

p

(� )g

= fx 2 M j � (jh

�=p

� x � h

(1��)=p

j

p

) <1g

I POLOVIM

kxk

p;�

= � (jh

�=p

� x � h

(1��)=p

j

p

)

1=p

(x 2 m

1=p

�

):

4. tEOREMA. lINEAL m

1=p

�

NE ZAWISIT OT WYBORA SLEDA � I FUNKCIQ x !

kxk

p;�

QWLQETSQ NORMOJ NA m

1=p

�

, TAKVE NE ZAWISQ]EJ OT � .

dOKAZATELXSTWO. pUSTX �

1

{ E]E ODIN TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ SLED

NAM, ' = �

1

(h

1

�), � = �

1

(k�) I h

1

= h � k (SM. ZAME^ANIE 2). tOGDA DLQ KAVDOGO

x 2 M W SILU PERESTANOWO^NOSTI OPERATORA k S h, h

1

I x IMEEM:

jh

�=p

1

� x � h

(1��)=p

1

j

p

= k � jh

�=p

� x � h

(1��)=p

j

p

:

pOLOVIM k

"

= k(1 + "k)

�1

DLQ KAVDOGO " > 0. w SILU PERESTANOWO^NOSTI

OPERATOROW k I jh

�=p

� x � h

(1��)=p

j

p

SETX k

"

� jh

�=p

� x � h

(1��)=p

j

p

WOZRASTAET K

OPERATORU k � jh

�=p

� x � h

(1��)=p

j

p

PRI " & 0 W SMYSLE [9, STR. 62]. tOGDA IZ [9,

PREDLOVENIE 4.2] SLEDUET, ^TO

� (jh

�=p

� x � h

(1��)=p

j

p

) = sup

"

�

1

(k

"

� jh

�=p

� x � h

(1��)=p

j

p

)

= �

1

(jh

�=p

1

� x � h

(1��)=p

1

j

p

);

OTKUDA I SLEDUET NEZAWISIMOSTX LINEALA m

1=p

�

I FUNKCII x! kxk

p; �

OT WYBORA

SLEDA � . tO, ^TO k � k

p; �

| PREDNORMA NA m

1=p

�

, SLEDUET IZ LINEJNOSTI OTOBRA-

VENIQ x ! h

�=p

� x � h

(1��)=p

(x 2 m

1=p

�

) S U^ETOM TOGO, ^TO k � k

�

p

= � (j � j

p

)

1=p

{ NORMA NA L

p

(� ). w SILU TO^NOSTI WESA ' OPERATOR h NESINGULQREN, TAK ^TO

RAWENSTWO kxk

p; �

= 0 (x 2 m

1=p

�

), RAWNOSILXNOE USLOWI@ h

�=p

� x � h

(1��)=p

= 0,

IMEET MESTO TOLXKO DLQ x = 0. tEOREMA DOKAZANA.

oBOZNA^IM ^EREZ m

'

LINEJNU@ OBOLO^KU KONUSA m

+

'

= fx 2 M

+

j '(x) <

1g I PUSTX k � k

'

{ \INTEGRALXNAQ" NORMA NA m

'

(SM. [2, x2]). sLEDU@]EE

UTWERVDENIE WKL@^AET NORMU k � k

'

W [KALU k � k

p;�

.

5. sLEDSTWIE. eSLI x 2 m

'

, TO x 2 m

1

1=2

I kxk

1; 1=2

= kxk

'

:

dOKAZATELXSTWO. w [3, LEMMA 3.2 I SLEDSTWIE 3.3] BYLO USTANOWLENO, ^TO DLQ

x 2 m

'

OPERATOR h

1=2

� x � h

1=2

2 L

1

(� ) I

kxk

'

= � (jh

1=2

� x � h

1=2

j);

ESLI OPERATOR h W PREDSTAWLENII WESA ' = � (h�) QWLQETSQ IZMERIMYM. oDNA-

KO LEGKO WIDETX, ^TO DOKAZATELXSTWO LEMMY 3.2 [3] DOSLOWNO PERENOSITSQ I NA

SLU^AJ LOKALXNO IZMERIMOGO OPERATORA h.
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6. sLEDSTWIE. pUSTX OPERATOR x 2 m

1=p

�

INWARIANTEN OTNOSITELXNO GRUP-

PY � = f�

t

g (t 2 R) MODULQRNYH AWTOMORFIZMOWM, ASSOCIIROWANNOJ S ' (SM.

[9]). tOGDA

kxk

p;�

= '(jxj

p

)

1=p

(1 � p <1; 0 � � � 1):

dOKAZATELXSTWO. pOSKOLXKU GRUPPA � W DANNOM SLU^AE IMEET WID �

t

(�) =

h

it

(�)h

�it

(t 2 R) (SM. [9, TEOREMA 4.6]), TO RAWENSTWO �

t

(x) = x, WERNOE PO

USLOWI@ DLQ WSEH t 2 R, OZNA^AET, ^TO OPERATORY x I h PERESTANOWO^NY. w

TAKOM SLU^AE OPERATOR

jh

�=p

� x � h

(1��)=p

j

p

= h � jxj

p

= sup

">0

h

"

jxj

p

;

GDE h

"

= h(1 + "h)

�1

(SM. [9, STR. 62]). tOGDA W SILU [9, PREDLOVENIE 4.2]

kxk

p;�

= sup

">0

� (h

"

jxj

p

)

1=p

= '(jxj

p

)

1=p

:

7. zAME^ANIE. oTMETIM, ^TO DLQ KONE^NOGO WESA ' LINEAL m

1=p

�

=M DLQ WSEH

1 � p <1; 0 � � � 1, I NORMA k � k

p;1=2

SOWPADAET S NORMOJ k � k

p

, WWEDENNOJ W

RABOTE [5].

8. oPREDELENIE. dLQ KAVDOGO 1 � p < 1 I 0 � � � 1 BUDEM ^EREZ L

p; �

(')

OBOZNA^ATX BANAHOWO PROSTRANSTWO, QWQLQ@]EESQ POPOLNENIEM m

1=p

�

PO NORME

k � k

p;�

.

9. tEOREMA. pUSTX 1 � p � 1. dLQ KAVDOGO 0 � � � 1 BANAHOWO PROSTRAN-

STWO L

p;�

(') IZOMETRI^ESKI IZOMORFNO BANAHOWU PROSTRANSTWU L

p

(� ).

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM LINEJNU@ IZOMETRI@

m

1=p

�

3 x! h

�=p

� x � h

(1��)=p

2 L

p

(� )

I PROWERIM, ^TO h

�=p

m

1=p

�

h

(1��)=p

(OBRAZ m

1=p

�

PRI \TOM OTOBRAVENII) PLOTEN W

L

p

(� ). pUSTX h =

1

R

0

�de(�) { SPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIE OPERATORA h I e

n

=

n

R

1=n

de(�) (n = 1; 2; : : : ). wWEDEM MNOVESTWO m =

1

S

m;n=1

e

m

m

�

e

n

; GDE m

�

= fx 2

M j � (jxj) < 1g. lEGKO WIDETX, ^TO m { �-PODALGEBRA, ULXTRASLABO PLOTNAQ W

M, PRI^EM m � m

�

(NAPOMNIM, ^TO m

�

{ �-IDEAL, ULXTRASLABO PLOTNYJ WM

[6]). qSNO, ^TO m

�

� L

p

(� ), TAK ^TO m � L

p

(� ) DLQ KAVDOGO 1 � p <1. tAKIM

OBRAZOM, DLQ ZAWER[ENIQ DOKAZATELXSTWA DOSTATO^NO USTANOWITX, ^TO

A) m PLOTNO W L

p

(� ) (1 � p �1);

B) DLQ KAVDOGO 1 � p < 1; 0 � � � 1 IMEET MESTO WKL@^ENIE m �

h

�=p

m

1=p

�

h

(1��)=p

.
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dLQ PROWERKI (A) WOSPOLXZUEMSQ IZWESTNYM OTOVDESTWLENIEM L

p

(� )

�

= L

q

(� )

(1=p + 1=q = 1), OSU]ESTWLQEMYM S POMO]X@ FORMULY fx; yg ! � (x � y) (x 2

L

p

(� ), y 2 L

q

(� )) (SM. [8], [10]). dOPUSTIM, ^TO OPERATOR z 2 L

q

(� ) TAKOW, ^TO

DLQ WSEH x 2 m

�

, m;n = 1; 2; : : : :

� ((e

m

xe

n

) � z) = � (x � e

n

� ze

m

) = 0:

pOSKOLXKU e

n

� ze

m

2 L

q

(� ) I m

�

PLOTNO W L

p

(� ) (SM. [6]), TO DLQ WSEH m;n =

1; 2; : : : OPERATOR e

n

� ze

m

= 0. u^ITYWAQ, ^TO e

n

% 1 PRI n ! 1, POLU^AEM

ze

m

= 0, TAK ^TO 0 = (ze

m

)

�

= e

m

� z DLQ WSEH m = 1; 2; : : : . oTS@DA z

�

= 0 I,

SLEDOWATELXNO, z = 0. tAKIM OBRAZOM, (A) DOKAZANO.

pROWERIM (B). w SILU WKL@^ENIQ m � m

�

� L

p

(� ) DOSTATO^NO, O^EWIDNO,

UBEDITXSQ W TOM, ^TO DLQ PROIZWOLXNOGO x 2 m

�

I L@BOJ PARY ^ISEL m;n =

1; 2; : : : NAJDETSQ OPERATOR y 2 M TAKOJ, ^TO

e

m

xe

n

= h

�=p

� y � h

(1��)=p

: (�)

u^ITYWAQ, ^TO OPERATORY h

��=p

e

m

= (he

m

)

��=p

I h

(1��)=p

e

n

= (heh)

(��1)=p

OGRANI^ENY (I, SLEDOWATELXNO, PRINADLEVATM), POLOVIM

y = h

��=p

� (e

m

xe

n

) � h

(��1)=p

(2 M):

tOGDA (�) O^EWIDNO WYPOLNENO I (B) USTANOWLENO. tEOREMA DOKAZANA.

10. sLEDSTWIE. pUSTX 1 < p < 1; 1=p + 1=q = 1 I 0 � � � 1. tOGDA SOPRQ-

VENNOE K L

p;�

(') BANAHOWO PROSTRANSTWO L

p;�

(')

�

IZOMETRI^ESKI IZOMORFNO

L

q; �

(').

11. zAME^ANIE. iZ DOKAZATELXSTWA TEOREMY 9 SLEDUET, ^TO LINEAL m PLOTEN

W KAVDOM IZ PROSTRANSTW L

p;�

('), PRI^EM FORMA fx; yg ! � (h

�

� x � h

1��

y),

ZADANNAQ NA m �m, OPREDELQET NEKOTORU@ KANONI^ESKU@ DWOJSTWENNOSTX PRO-

STRANSTW L

p;�

(') I L

q; 1��

(') (1=p + 1=q = 1): tAKIM OBRAZOM, \TA FORMA

ISPOLNQET ZDESX ROLX FORMY

fx; yg ! '(xy) = '(yx) (x; y 2 m

'

)

W SLU^AE, KOGDA ' { SLED.

mY RASSMOTRIM TEPERX WOPROS O SODERVATELXNOM OPISANII PROSTRANSTW

L

p;�

('). oTMETIM, ^TO DLQ KONE^NOGO WESA ' W RABOTE [5] BYLO POLU^ENO OPISA-

NIE PROSTRANSTW L

p;1=2

(') S POMO]X@ BILINEJNYH FORM, ZADANNYH NA PLOTNOM

W h LINEALE WESA D

'

.

wWEDEM DLQ KAVDOGO 1 � p < 1 I 0 � � � 1 LINEAL LOKALXNO IZMERIMYH

OPERATOROW

L

p; �

(') = fx 2 L(M) j h

�=p

� x � h

(1��)=p

2 L

p

(� )g

I POLOVIM kxk

p;�

= � (jh

�=p

� x � h

(1��)=p

j

p

)

1=p

DLQ KAVDOGO x 2 L

p;�

('). qSNO,

^TO PRI \TOM m

1=p

�

� L

p; �

(') I OGRANI^ENIE FUNKCII x ! kxk

p;�

NA m

1=p

�

SOWPADAET S NORMOJ, WWEDENNOJ OPREDELENIEM 3.
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12. tEOREMA. pUSTX ' = � (h�) { TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA

M TAKOJ, ^TO OPERATORY h I h

�1

PRINADLEVAT L(M). tOGDA DLQ WSEH 1 �

p <1 I 0 � � � 1:

(i) LINEAL L

p; �

(') NE ZAWISIT OT WYBORA SLEDA � I FUNKCIQ x! kxk

p; �

{

NORMA NA L

p;�

('), TAKVE NE ZAWISQ]AQ OT � ;

(ii) PROSTRANSTWO L

p; �

(') POLNO OTNOSITELXNO NORMY k � k

p;�

I LINEAL

m

1=p

�

PLOTEN W L

p;�

(').

13. zAME^ANIE. iZ ZAME^ANIQ 2 SLEDUET, ^TO KLASS WESOW ', WWEDENNYJ USLO-

WIEM TEOREMY 12, NE ZAWISIT OT WYBORA SLEDA � NA M. eSLI, W ^ASTNOSTI,

ALGEBRA nEJMANA M KONE^NA, TO W \TOT KLASS POPADA@T WSE TO^NYE NORMALX-

NYE POLUKONE^NYE WESA NAM.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 12. tO OBSTOQTELXSTWO, ^TO L(M) QWLQETSQ �-ALGEB-

ROJ OTNOSITELXNO SILXNYH ALGEBRAI^ESKIH OPERACIJ, POZWOLQET DLQ PROWERKI

(i) SOSLATXSQ NA WYKLADKI, PROWODIW[IESQ PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 4. dLQ

PROWERKI (ii) ZAMETIM, ^TO OTOBRAVENIE x ! h

��=p

� x � h

(��1)=p

QWLQETSQ LI-

NEJNOJ IZOMETRIEJ L

p

(� ) NA L

p; �

('), PRI^EM LINEAL m

1=p

�

ESTX OBRAZ PLOTNOGO

W L

p

(� ) LINEALA h

�=p

m

1=p

�

h

(1��)=p

(SM. DOKAZATELXSTWO TEOREMY 9). tAKIM OB-

RAZOM, m

1=p

�

PLOTNO W BANAHOWOM PROSTRANSTWE L

p;�

(') I TEOREMA DOKAZANA.

w PRIWODIMOM NIVE SLEDSTWII 14 PREDLAGAETSQ DRUGOJ, BOLEE ESTESTWENNYJ

(S TO^KI ZRENIQ SHEMY INTEGRIROWANIQ OTNOSITELXNO SLEDA), SPOSOB WWEDENIQ

PROSTRANSTW L

1; 1=2

(') I L

2;0

('). sPRAWEDLIWOSTX \TOGO SLEDSTWIQ O^EWIDNYM

OBRAZOM WYTEKAET IZ TEOREMY 12, SLEDSTWIQ 5 I REZULXTATOW RABOTY [4].

14. sLEDSTWIE. oBOZNA^IM ^EREZ L

+

(M) MNOVESTWO POLOVITELXNYH SA-

MOSOPRQVENNYH OPERATOROW IZ L(M) I POLOVIM DLQ KAVDOGO x 2 L

+

(M) :

'(x) = sup

">0

'(x

"

), GDE x

"

= x(1 + "x)

�1

. tOGDA W USLOWIQH TEOREMY 12:

(i) L

1; 1=2

(') ESTX LINEJNAQ OBOLO^KA KONUSA

L

+

1

= fx 2 L

+

(M) j '(x) <1g

I kxk

1; 1=2

= '(x) DLQ KAVDOGO x 2 L

+

1

;

(ii) L

2; 0

(') = fx 2 L(M) j'(x

�

x) <1g I NORMA k � k

2; 0

W L

2; 0

(') INDUCIRU-

ETSQ SKALQRNYM PROIZWEDENIEM

fx; yg = � ((h

1=2

x) � (h

1=2

y)

�

):

15. zAME^ANIE. iZ REZULXTATOW [4, x6] I SLEDSTWIQ 13 WYTEKAET, ^TO DLQ KO-

NE^NOJ ALGEBRYnEJMANAM I KONE^NOGO WESA ' PROSTRANSTWO L

2; 0

(') SOWPADAET

S PROSTRANSTWOM L

2

(M; '), WPERWYE WWEDENNOM W RABOTE [7].
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VIII. k teorii normalxnyh

wesow na algebrah nejmana

iZW. WUZOW. mATEMATIKA,

1982, 8, 61{70

pUSTX M { ALGEBRA nEJMANA, DEJSTWU@]AQ W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H;

M

+

(SOOTWETSTWENNO, M

+

�

) { KONUS POLOVITELXNYH \LEMENTOWM (SOOTWETSTWEN-

NO, PREDDWOJSTWENNOGO KM PROSTRANSTWA M

�

) (SM. [1]). pUSTX ' { NORMALXNYJ

WES NA M (SM. [2], [3]), T. E. OTOBRAVENIE M

+

W [0;+1] TAKOE, ^TO:

(A) '(x + y) = '(x) + '(y), '(�x) = �'(x) (x; y 2M

+

; � � 0; 0 � 1 � 0);

(B) '(x) = sup'(x

i

) (x

i

% x; x

i

; x 2M

+

).

wES ' NAZYWAETSQ SLEDOM, ESLI '(x

�

x) = '(xx

�

) (x 2 M). wES ' NAZYWAETSQ

TO^NYM, ESLI '(x) = 0 ) x = 0 (x 2 M

+

), I POLUKONE^NYM, ESLI LINEJNAQ

OBOLO^KA m

'

KONUSA m

+

'

= fx 2 M

+

j '(x) < 1g PLOTNA W M W ULXTRASLABOJ

TOPOLOGII. sREDI PROEKTOROW p 2M S USLOWIEM '(p) = 0 SU]ESTWUET NAIBOLX-

[IJ p

0

, PROEKTOR 1� p

0

NAZYWAETSQ NOSITELEM NORMALXNOGO WESA '.

oPREDELENIE 1. nAZOWEM WES ' LOKALXNO KONE^NYM, ESLI

8x 2M

+

('(x) =1) 9y 2M

+

: y � x; 0 < '(y) <1:

oPREDELENIE 2. nAZOWEM WES ' REGULQRNYM, ESLI

8! 2M

+

�

(! 6= 0) 9!

0

2M

+

0

(!

0

6= 0):!

0

� !; !

0

� ':

uSLOWIE LOKALXNOJ KONE^NOSTI BYLO WWEDENO AWTOROM W RABOTE [4] W SWQZI

S ISSLEDOWANIQMI PO NEKOMMUTATIWNOJ TEOREME rADONA{nIKODIMA. pONQTIE

REGULQRNOSTI, WWEDENNOE W [5], POZWOLILO WYDELITX KLASS WESOW, DLQ KOTORYH W

SHEME INTEGRIROWANIQ [6] PROSTRANSTWA L

1

I L

2

MOGUT BYTX KORREKTNO OPISANY

S POMO[X@ ZAMKNUTYH OPERATOROW. w DANNOJ RABOTE MY PRODOLVIM IZU^ENIE

STRUKTURY NORMALXNYH WESOW \TIH DWUH TIPOW, WYDELENNYH W SWQZI S ZADA^AMI,

WOZNIK[IMI W TEORII NEKOMMUTATIWNOGO INTEGRIROWANIQ.

~ASTX I SODERVIT NEKOTORYE WSPOMOGATELXNYE REZULXTATY, W II POLU^ENO

OPISANIE LOKALXNO KONE^NYH I REGULQRNYH WESOW NA POLUKONE^NYH ALGEBRAH, W

III RASSMATRIWAETSQ WOPROS O SU]ESTWOWANII TAKIH WESOW NA OB]IH ALGEBRAH

nEJMANA, ^ASTX IV SODERVIT PRILOVENIE PONQTIJ LOKALXNOJ KONE^NOSTI I RE-

GULQRNOSTI K OBOB]ENI@ ODNOGO REZULXTATA u. hAAGERUPA [7] O RAS[IRENNOJ

POLOVITELXNOJ ^ASTI ALGEBRY nEJMANA.
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I. lEMMA 1. pUSTX ' { NORMALXNYJ WES NA M .

(i) eSLI ' LOKALXNO KONE^EN, TO KAVDYJ x 2 M

+

IMEET WID x =

P

i

x

i

((x

i

) � m

+

'

); W ^ASTNOSTI, ' POLUKONE^EN.

(ii) eSLI ' REGULQREN, TO KAVDYJ FUNKCIONAL ! 2M

+

�

IMEET WID

! =

1

X

n=1

!

n

(!

n

2M

+

�

; !

n

� '; n = 1; 2; : : : );

W ^ASTNOSTI, ' TO^EN.

dOKAZATELXSTWO SODERVITSQ W [4] I [5] I SOSTOIT W STANDARTNOM PRIMENENII

LEMMY cORNA.

lEMMA 2. pUSTX � { NORMALXNYJ SLED NA M .

(i) eSLI � POLUKONE^EN, TO � LOKALXNO KONE^EN.

(ii) eSLI � TO^EN, TO � REGULQREN.

dOKAZATELXSTWO. uTWERVDENIE (i) O^EWIDNO W SILU [1] (^. I, x 3, SLEDSTWIE 5).

uTWERVDENIE (ii) DOKAZANO W [5] (x 4, TEOREMA 2).

pUSTX e { PROEKTOR IZ M I '

e

{ REDUKCIQ NORMALXNOGO WESA ' NA ALGEBRU

eMe (T. E. '

e

(x) = '(exe) (x 2 eM

+

e)).

lEMMA 3. (i) eSLI WES ' LOKALXNO KONE^EN, TO I WES '

e

LOKALXNO KONE^EN.

(ii) eSLI WES ' REGULQREN, TO I WES '

e

REGULQREN.

dOKAZATELXSTWO. (i) pUSTX x 2 eM

+

e I '

e

(x) = 1. nAJDETSQ y 2 M

+

S

USLOWIEM y � exe, 0 < '(y) < 1. w TAKOM SLU^AE ey = ye = y, I POLAGAQ

y

0

= yjeH 2 eM

+

e, IMEEM 0 < '

e

(y

0

) = '(y) <1.

(ii) pUSTX ! 2 (eMe)

+

�

, ! 6= 0. oPREDELIM NA M NENULEWU@ FORMU � =

!(e � e) 2M

+

�

. nAJDETSQ �

0

2M

+

�

(�

0

6= 0) S USLOWIEM �

0

� �, �

0

� '. pUSTX e

0

{

NOSITELX �

0

. tOGDA e

0

� e, TAK ^TO �

0

(e

0

) = �

0

(e) 6= 0 I

�

0

(exe) = �

0

(e

0

xe

0

) = �

0

(x) � �(x) = �(exe) (x 2 eM

+

e):

oBOZNA^IM ^EREZ !

0

REDUKCI@ �

0

NA eMe, TOGDA !

0

2 (eMe)

+

�

, !

0

6= 0, !

0

� ! I

!

0

� '

e

.

lEMMA 4. pUSTX e { NOSITELX NORMALXNOGO WESA '. eSLI WES '

e

NA eMe

LOKALXNO KONE^EN, TO I WES ' LOKALXNO KONE^EN.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX x 2 M

+

I '(x) =1. nAJDETSQ y 2 eM

+

e TAKOJ, ^TO

y � exjeH I 0 < '

e

(y) < 1. nIVE POSTROIM OPERATOR z 2 M

+

S USLOWIEM

z � x I ezjeH = y; TOGDA '(z) = '

e

(y), OTKUDA I BUDET SLEDOWATX LOKALXNAQ

KONE^NOSTX '. zAJMEMSQ POSTROENIEM z. pUSTX H 3 f !

e

f 2 H=H

0

{ FAKTO-

RIZACIQ H PO PODPROSTRANSTWU H

0

= kerx = ff 2 H j (xf; f) = 0g I PUSTX H

{ POPOLNENIE H=H

0

PO SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ (

e

f ;eg)

x

= (xf; g) (f; g 2 H).

rAWENSTWO (

e

f ;eg)

y

= (yf; g) (f; g 2 eH) KORREKTNO ZADAET POLOVITELXNU@ BILI-

NEJNU@ FORMU NA PODPROSTRANSTWE H

1

= [

f

eH ]

x

(ZAMYKANII LINEALA

f

eH W H),

PRI^EM (�; �)

y

� (�; �)

x

(� 2 H

1

). oBOZNA^IM ^EREZ ey OGRANI^ENNYJ OPERATOR W
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H TAKOJ, ^TO (ey�; �)

x

= (�; �)

y

(�; � 2 H

1

); ey� = 0 (� 2 H	 H

1

). tOGDA 0 � ey � 1

I, SLEDOWATELXNO, RAWENSTWO hf; gi = (ey

e

f ;eg)

x

OPREDELQET W H POLOVITELXNU@

BILINEJNU@ FORMU h�; �i TAKU@, ^TO

hf; fi = (ey

e

f ;

e

f )

x

� (

e

f ;

e

f)

x

= (xf; f) (f 2 H):

oBOZNA^IM ^EREZ z OGRANI^ENNYJ OPERATOR WH, OPREDELQ@]IJ \TU FORMU, T. E.

(zf; g) = hf; gi (f; g 2 H). tOGDA 0 � z � x I

(zf; g) = hf; gi = (ey

e

f ; eg)

x

= (

e

f ;eg)

y

= (yf; g) (f; g 2 eH);

OTKUDA ezjeH = y. oSTALOSX PROWERITX, ^TO z 2 M . pUSTX u { UNITARNYJ

OPERATOR IZ KOMMUTANTA M . rAWENSTWA

(

f

uf;fug)

x

= (

e

f ;eg)

x

(f; g 2 H) I (

f

uf;fug)

y

= (

e

f ;eg)

y

(f; g 2 eH)

POKAZYWA@T, ^TO SOOTNO[ENIE eu

e

f =

f

uf (f 2 H) ODNOZNA^NO OPREDELQET UNI-

TARNYJ OPERATOR eu W H, PRI^EM (eu�; eu�)

y

= (�; �)

y

(�; � 2 H

1

). u^ITYWAQ, ^TO

ue = eu, IMEEM uH

1

= H

1

, eu(H	H

1

) = H	H

1

, TAK ^TO euey = eyeu. w TAKOM SLU^AE

(u

�

zuf; g) = huf; ugi = (eyeu

e

f ; eueg)

x

= (ey

e

f; eg)

x

= hf; gi = (zf; g) (f; g 2 H);

OTKUDA u

�

zu = z. w SILU PROIZWOLXNOSTI u z 2M .

lEMMA 5. pUSTX N { PODALGEBRA nEJMANA ALGEBRY M , ' { NORMALXNYJ WES

NA M I WES  = 'jN

+

. tOGDA:

(i) ESLI ' REGULQREN, TO REGULQREN I WES  ;

(ii) ESLI ' TO^EN I LOKALXNO KONE^EN,  POLUKONE^EN I �

'

t

(N) � N (t 2 R),

GDE �

'

t

{ MODULQRNAQ GRUPPA WESA ' (SM. [8]), TO WES  LOKALXNO KONE^EN.

dOKAZATELXSTWO. (i) pUSTX ! 2 N

+

�

(! 6= 0) I �(2 M

+

�

) { NEKOTOROE PRODOLVE-

NIE ! (ESLI ! =

P

1

i=1

((�)f

i

; f

i

) NA N (f

i

2 H), TO POLAGAEM �(x) =

P

1

i=1

(xf

i

; f

i

)

(x 2 M)). nAJDETSQ �

0

2 M

+

�

(�

0

6= 0) S USLOWIEM �

0

� � I �

0

� '. pOLAGAQ

!

0

= �

0

jN , IMEEM !

0

2 N

+

�

; !

0

6= 0; !

0

� ! I !

0

� '.

(ii) sOGLASNO [9] SU]ESTWUET TO^NOE NORMALXNOE USLOWNOE OVIDANIE ":M

NA

!

N TAKOE, ^TO '("(x)) = '(x) (x 2 m

+

'

). pUSTX x 2 N

+

I  (x) = 1. nAJDETSQ

z 2 M

+

TAKOJ, ^TO z � x; 0 < '(z) <1. pOLOVIM y = "(z), TOGDA y 2 N

+

I W

SILU MONOTONNOSTI " y � "(x) = x, PRI^EM  (y) = '(y) = '("(z)) = '(z).

II. nAM PONADOBITSQ SLEDU@]EE IZWESTNOE

oPREDELENIE 3 (SM. [10], [11]). pUSTX h { PLOTNO ZADANNYJ ZAMKNUTYJ OPE-

RATOR, PRISOEDINENNYJ K M . gOWORQT, ^TO h LOKALXNO IZMERIM (OTNOSITELXNO

M), ESLI WYPOLNENY SLEDU@]IE \KWIWALENTNYE USLOWIQ:

(A) SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (e

n

) PROEKTOROW IZ CENTRAM TAKAQ, ^TO

e

n

% 1 I WSE OPERATORY he

n

IZMERIMY PO sIGALU (SM. [12], OPREDELENIE

21);

(B) DLQ KAVDOGO x 2M OPERATOR xh ZAMYKAEM.

oTMETIM, ^TO KLASS WSEH LOKALXNO IZMERIMYH OTNOSITELXNO ALGEBRYM OPE-

RATOROW OBRAZUET �-ALGEBRU OTNOSITELXNO SILXNYH ALGEBRAI^ESKIH OPERACIJ

(SM., NAPR., [10]).



90 n. w. trunow

lEMMA 6. pUSTX h � 0 { SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR, PRISOEDINENNYJ K

M . tOGDA h LOKALXNO IZMERIM W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA LOKALXNO

IZMERIM OPERATOR h

1=2

.

dOKAZATELXSTWO. eSLI h LOKALXNO IZMERIM, TO DLQ KAVDOGO H 2 M OPRE-

DELEN OPERATOR (xh)

��

, TAK ^TO OPERATOR (xh)

�

= hx

�

PLOTNO OPREDELEN, A

TEM BOLEE PLOTNO OPREDELEN OPERATOR h

1=2

x

�

. oTS@DA xh

1=2

ZAMYKAEM, T. K.

xh

1=2

� (h

1=2

x

�

)

�

. nAOBOROT, ESLI h

1=2

LOKALXNO IZMERIM, TO h = h

1=2

� h

1=2

LOKALXNO IZMERIM KAK SILXNOE PROIZWEDENIE LOKALXNO IZMERIMYH OPERATOROW.

tEOREMA 1. pUSTX M { POLUKONE^NAQ ALGEBRA nEJMANA, � { TO^NYJ NORMALX-

NYJ POLUKONE^NYJ SLED NA M I ' = � (h �) { NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA

M (ZDESX h � 0 { PROIZWODNAQ ' PO � W SMYSLE [8] (TEOREMA 5.12)).

(i) wES ' LOKALXNO KONE^EN TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA OPERATOR h LO-

KALXNO IZMERIM.

(ii) wES ' REGULQREN TOLXKO TOGDA, KOGDA OPERATOR h NESINGULQREN I h

�1

LOKALXNO IZMERIM.

dOKAZATELXSTWO SU]ESTWENNO OPIRAETSQ NA LEMMU 7.9 IZ [8] I SLEDU@]U@

LEMMU 7, QWLQ@]U@SQ EE O^EWIDNYM SLEDSTWIEM (SM. TAKVE [13], TEOREMA 1).

lEMMA 7. pUSTX (q

i

) { WOZRASTA@]AQ SETX ZAMYKAEMYH KWADRATI^NYH FORM,

ZADANNYH NA OB]EM LINEALE D WEKTOROW GILXBERTOWA PROSTRANSTWA, I PUSTX

q(f) � sup

i

q

i

(f) < +1 (f 2 D). tOGDA q { ZAMYKAEMAQ KWADRATI^NAQ FORMA

NA D.

(i) nEOBHODIMOSTX. pUSTX WES ' LOKALXNO KONE^EN I x 2 M

+

. wYBEREM

WOZRASTA@]U@ SETX (x

i

) � m

+

'

TAKU@, ^TO x = sup

i

x

i

(SM. LEMMU 1), I OPREDE-

LIM NA PLOTNOM W H LINEALE D = D(h

1=2

) WOZRASTA@]U@ SETX KWADRATI^NYH

FORM q

i

(f) = (x

i

h

1=2

f; h

1=2

f) I KWADRATI^NU@ FORMU q(f) = (xh

1=2

f; h

1=2

f).

tOGDA q(f) = sup

i

q

i

(f) (f 2 D), TAK ^TO DLQ PROWERKI ZAMYKAEMOSTI (A SLE-

DOWATELXNO, I LOKALXNOJ IZMERIMOSTI h

1=2

) OSTALOSX UBEDITXSQ W SILU LEMMY

7 W ZAMYKAEMOSTI OPERATORA yh

1=2

, ESLI y 2 M I '(y

�

y) < 1. pOSKOLXKU

(yh

1=2

)

�

= h

1=2

y

�

, TO DLQ \TOGO DOSTATO^NO PROWERITX, ^TO D(h

1=2

y

�

) PLOTNO W

H. pUSTX � =

P

j2J

((�); f

j

; f

j

) (f

j

2 H) (SM. [1], ^. 1, x 6, P. 1) I

L = linfx

0

f

j

j x

0

2M

0

; j 2 Jg;

GDE M

0

{ KOMMUTANT M . tOGDA L PLOTNO W H W SILU TO^NOSTI � . pROWERIM,

^TO L � D(h

1=2

y

�

). pUSTX f 2 L I h

"

= h(1 + "h)

�1

(" > 0). nAJDETSQ ^ISLO

c > 0 TAKOE, ^TO

sup

"

(h

"

y

�

f; y

�

f) = sup

"

(yh

"

y

�

f; f) � c sup

"

� (yh

"

y

�

)

= c sup

"

� (h

"

y

�

y) = c'(y

�

y) <1;

OTKUDA f 2 D(h

1=2

y

�

) W SILU LEMMY 7.9 IZ [8].
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(i) dOSTATO^NOSTX. pUSTX NAOBOROT OPERATOR h LOKALXNO IZMERIM. dLQ

PROWERKI LOKALXNOJ KONE^NOSTI ' BUDEM, BEZ OGRANI^ENIQ OB]NOSTI, S^ITATX

WES ' TO^NYM. (dEJSTWITELXNO, ESLI e { NOSITELX ', TO PO LEMME 4 DOSTATO^NO

PROWERITX LOKALXNU@ KONE^NOSTX WESA '

e

, I OSTAETSQ ZAMETITX, ^TO OPERATOR

h

e

� hjEH O^EWIDNO LOKALXNO IZMERIM OTNOSITELXNO ALGEBRY eMe.) pUSTX

x 2 M

+

. w SILU ZAMYKAEMOSTI OPERATORA H

1=2

h

1=2

I POLUKONE^NOSTI SLEDA �

NAJDETSQ y 2 m

+

�

S USLOWIEM

(yf; f) � jx

1=2

h

1=2

j

2

(f 2 D(h

1=2

));

ILI, ^TO TO VE SAMOE, jy

1=2

h

�1=2

gj � jx

1=2

gj (g 2 D(h

�1=2

)). oBOZNA^IM ^EREZ z

ZAMYKANIE OPERATORA y

1=2

h

1=2

. tOGDA z 6= 0, z 2 M I z

�

z � x. pROWERIM, ^TO

z

�

z 2 m

+

'

. dLQ \TOGO ZAMETIM, ^TO SETX zh

"

z

�

% U PRI "& 0. dEJSTWITELXNO,

U

1=2

= h

1=2

z

�

I PO LEMME 7.9 IZ [12] DLQ WSEH f 2 D(h

1=2

z

�

) = H:

sup

"

(h

"

z

�

f; z

�

f) = (h

1=2

z

�

f; h

1=2

z

�

f) = (yf; f):

w TAKOM SLU^AE

'(z

�

z) = sup

"

� (h

"

z

�

z) = sup

"

� (zh

"

z

�

) = � (y) <1:

w SILU PROIZWOLXNOSTI z 2M

+

LOKALXNAQ KONE^NOSTX ' USTANOWLENA.

(ii) nEOBHODIMOSTX. pUSTX WES ' REGULQREN I H 2 m . pO LEMME 1 WES ' TO^EN,

TAK ^TO h NESINGULQREN. dLQ PROWERKI LOKALXNOJ IZMERIMOSTI h

�1

DOSTATO^NO

USTANOWITX ZAMYKAEMOSTX KWADRATI^NOJ FORMY

q(f) = (xh

�1=2

f; h

�1=2

f) (f 2 D(h

�1=2

)):

u^ITYWAQ SU]ESTWOWANIE WOZRASTA@]EJ K H

�

H SETI \LEMENTOW m

+

�

, MOVNO W SI-

LU LEMMY 7 OGRANI^ITXSQ SLU^AEM, KOGDA � (x

�

x) <1. pOLOVIM ! = � (x

�

x �) 2

M

+

�

, I PUSTX POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � m

+

�

TAKOWA, ^TO ! =

1

P

n=1

� (x

n

�) I

� (x

n

�) � ' (n = 1; 2; : : : ) (SM. LEMMU 1). zAMETIM, ^TO TOGDA x

�

x =

1

P

n=1

x

n

I x

n

� h (n = 1; 2; : : : ) W SMYSLE [8] (S. 62). rAWENSTWO

q(f) =

1

X

n=1

(x

n

h

�1=2

f; h

�1=2

f)

I NERAWENSTWA

(x

n

h

�1=2

f; h

�1=2

f) � (f; f) (f 2 D(h

�1=2

); n = 1; 2; : : : )

USTANAWLIWA@T W SILU LEMMY 7 ZAMYKAEMOSTX FORMY q.

(ii) dOSTATO^NOSTX. pUSTX h

�1

LOKALXNO IZMERIM I ! 2 M

+

�

(! 6= 0).

pODBEREM !

0

2 M

+

�

(!

0

6= 0) TAK, ^TOBY !

0

� ! I !

0

� '. w SILU REGULQRNOSTI
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� (SM. LEMMU 2) MOVNO OGRANI^ITXSQ SLU^AEM ! = � (x �) � � (x 2 m

+

�

). w SILU

ZAMYKAEMOSTI H

1=2

h

�1=2

NAJDETSQ y 2M

+

(0 < kyk � 1) S USLOWIEM

(yf; f) � jx

1=2

h

�1=2

f j

2

(f 2 D(h

�1=2

)):

oBOZNA^IM ^EREZ z ZAMYKANIE OPERATORA y

1=2

h

1=2

, TOGDA z 6= 0; z 2M I z

�

z � x.

kROME TOGO,

(z

�

zg; g) � jy

1=2

h

1=2

gj

2

� jh

1=2

gj

2

(g 2 D(h

1=2

));

TAK ^TO z

�

z � h. oSTALOSX POLOVITX !

0

= � (z

�

z �). tEOREMA DOKAZANA.

oBOZNA^IM ^EREZ B(H) ALGEBRU WSEH OGRANI^ENNYH OPERATOROW W H, I PUSTX

Tr(�) { KANONI^ESKIJ SLED NA B(H).

sLEDSTWIE. pUSTX ' = Tr (h �) { NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA w(H).

(i) wES ' LOKALXNO KONE^EN TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA h 2 B(H).

(ii) wES ' REGULQREN TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SU]ESTWUET h

�1

2 B(H).

(iii) eSLI WES ' REGULQREN I '(1) <1, TO PROSTRANSTWO H KONE^NOMERNO.

zAME^ANIE. (1) uTWERVDENIE SLEDSTWIQ BYLO POLU^ENO DRUGIM METODOM W [4]

I [5].

(2) iZ TEOREMY 1 SLEDUET, ^TO KLASS NORMALXNYH LOKALXNO KONE^NYH WESOW

NA POLUKONE^NOJ ALGEBRE SOWPADAET S KLASSOM LOKALXNO IZMERIMYH WESOW (SM.

[14], OPREDELENIE 1), DLQ KOTORYH AWTOROM W [14] PREDLOVENA KONSTRUKCIQ PRO-

STRANSTW L

p

(1 � R � 1), PRI^EM TREBOWANIE REGULQRNOSTI WYDELQET SREDI

\TIH WESOW TE, DLQ KOTORYH PROSTRANSTWA L

p

MOVNO REALIZOWATX W WIDE PRO-

STRANSTW LOKALXNO IZMERIMYH OPERATOROW (SM. [14], TEOREMA 13).

III. tEOREMA 2. pUSTX ' { NORMALXNYJ REGULQRNYJ POLUKONE^NYJ WES NA M .

tOGDA:

(i) ALGEBRA M POLUKONE^NA,

(ii) ESLI '(1) <1, TO ALGEBRA m KONE^NA.

dOKAZATELXSTWO. (ii) pUSTX e { NAIBOLX[IJ PROEKTOR IZ CENTRA M , DLQ KOTO-

ROGO ALGEBRAN � eMe SOBSTWENNO BESKONE^NA. pREDPOLOVIM, ^TO e 6= 0 I PUSTX

! = '

e

{ REDUKCIQ ' NAN . tOGDA PO LEMME 3 ! { POLUKONE^NYJ NORMALXNYJ RE-

GULQRNYJ WES NA N . u^ITYWAQ, ^TO N ' N 
B(K), GDE K { BESKONE^NOMERNOE

SEPARABELXNOE GILXBERTOWO PROSTRANSTWO (SM., NAPR., [1], ^. I, x 2, PREDLOVE-

NIE 8; ^. III, x 8, SLEDSTWIE 2), ZAKL@^AEM O SU]ESTWOWANII U N PODALGEBRY

N

1

' 1
B(K) ' w(k ). w SILU LEMMY 5 NORMALXNYJ WES !

1

= !jN

1

REGULQREN

NA N

1

, NO \TO PROTIWORE^IT P. (iii) SLEDSTWIQ IZ TEOREMY 1. tAKIM OBRAZOM,

E = 0, T. E. m KONE^NA.

(i) pUSTX p { PROEKTOR IZ m

+

'

. w SILU LEMMY 3 KONE^NYJ WES '

p

NA RmR REGU-

LQREN, TAK ^TO SOGLASNO P. (ii) DANNOJ TEOREMY PROEKTOR p KONE^EN. dLQ PROWER-

KI POLUKONE^NOSTI M OSTALOSX POKAZATX, ^TO supfp j p 2 m

+

'

; p � PROEKTORg =

1. dLQ \TOGO ZAMETIM, ^TO ESLI x =

R

1

0

�de(�) 2 m

+

'

, TO PROEKTOR

p

"

(x) =

Z

1

"

de(�) = x

1=2

�

Z

1

"

�

�1

de(�)

�

x

1=2

2 m

+

'
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DLQ WSEH " > 0, T. K. p

"

(x) � k

R

1

"

�

�1

de(�)kx. u^ITYWAQ SU]ESTWOWANIE WOZ-

RASTA@]EJ K 1 SETI \LEMENTOW m

+

'

(SM., NAPR., [2], LEMMA 2.3), IMEEM

supfp

"

(x) j " > 0; x 2 m

+

'

g = 1:

tEOREMA DOKAZANA.

tEOREMA 3. pUSTX M { SOBSTWENNO BESKONE^NAQ ALGEBRA nEJMANA. sU]EST-

WUET TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES ' NA M , NE QWLQ@]IJSQ NI LO-

KALXNO KONE^NYM, NI REGULQRNYM.

dOKAZATELXSTWO. kAK I W TEOREME 2, WOSPOLXZUEMSQ IZOMORFIZMOM M ' M 


B(K), GDE K { BESKONE^NOMERNOE SEPARABELXNOE GILXBERTOWO PROSTRANSTWO.

pREDPOLOVIM SNA^ALA, ^TO ALGEBRA M �-KONE^NA I PUSTX ! { TO^NYJ NOR-

MALXNYJ FUNKCIONAL NA M . pUSTX h � 0 { SAMOSOPRQVENNYJ NESINGULQRNYJ

OPERATOR W K TAKOJ, ^TO OBA OPERATORA h I h

�1

NEOGRANI^ENY (REALIZUQ K W

WIDE L

2

(R), LEGKO POSTROITX PRIMER TAKOGO h). pOLOVIM ' = !
Tr(h �) W SMYS-

LE [15] (OPREDELENIE 1.1.3) I PROWERIM, ^TO WES ' NA M QWLQETSQ ISKOMYM. dLQ

\TOGO OBOZNA^IM ^EREZ N PODALGEBRU 1
B(K) ' B(K) ALGEBRYM I PUSTX WES

 = 'jN

+

. pO SLEDSTWI@ IZ TEOREMY 1 TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES

 NE QWLQETSQ NI LOKALXNO KONE^NYM, NI REGULQRNYM. oTS@DA W SILU LEMMY 5

TAKOW VE I WES '. pEREJDEM K OB]EMU SLU^A@. wYBEREM �-KONE^NYJ PROEKTOR

R 2 m (R 6= 0; 1). pROEKTOR E = R
 1

K

SOBSTWENNO BESKONE^EN W M I �-KONE^EN.

pUSTX '

1

{ WES NA SOBSTWENNO BESKONE^NOJ �-KONE^NOJ ALGEBRE EmE, UDOWLETWO-

RQ@]IJ UTWERVDENI@ TEOREMY, I '

2

{ PROIZWOLXNYJ TO^NYJ NORMALXNYJ PO-

LUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE (1�E)M(1�e). wES ' = '

1

(E � E)+'

2

((1�e) � (1�e)),

KAK NETRUDNO WIDETX, TO^EN, NORMALEN I POLUKONE^EN NA m , PRI^EM '

e

= '

1

.

tOGDA PO LEMME 3 WES ' QWLQETSQ ISKOMYM. tEOREMA DOKAZANA.

zAME^ANIE. wESA '

1

I '

2

W DOKAZATELXSTWE TEOREMY 3 MOVNO WYBRATX STROGO

POLUKONE^NYMI W SMYSLE [2], PRI \TOM WES ' TAKVE OKAZYWAETSQ STROGO POLU-

KONE^NYM.

iZ TEOREM 1 { 3 O^EWIDNYM OBRAZOM WYTEKAET SLEDU@]AQ HARAKTERIZACIQ

KONE^NYH ALGEBR nEJMANA.

sLEDSTWIE. dLQ ALGEBRY nEJMANA M SLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) m { KONE^NAQ ALGEBRA nEJMANA;

(ii) KAVDYJ TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA m LOKALXNO KONE^EN;

(iii) KAVDYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA m LOKALXNO KONE^EN;

(iv) KAVDYJ TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA m REGULQREN.

tEOREMA 4. pUSTX m { FAKTOR TIPA III

�

(0 < � < 1) (SM. [15]). nE SU-

]ESTWUET NI ODNOGO NORMALXNOGO LOKALXNO KONE^NOGO WESA ' NA m S USLOWIEM

'(1) =1.

dOKAZATELXSTWO. dOSTATO^NO USTANOWITX OTSUTSTWIE TO^NOGO WESA ' S PERE-

^ISLENNYMI SWOJSTWAMI. dEJSTWITELXNO, ESLI e { NOSITELX NORMALXNOGO LO-

KALXNO KONE^NOGO WESA ' NA M ('(1) = 1), TO WES '

e

NA EmE TO^EN, NORMALEN

I LOKALXNO KONE^EN W SILU LEMMY 4, I OSTALOSX ZAMETITX, ^TO FAKTOR EmE
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IMEET TOT VE TIP III

�

(SM. [15], SLEDSTWIE 3.2.8 (b)). pREDPOLOVIM SNA^ALA

^TO FAKTOR m �-KONE^EN. sOGLASNO [16] (TEOREMA 3.3) DLQ KAVDOJ PARY TO^-

NYH NORMALXNYH POLUKONE^NYH WESOW ' I  NA m ('(1) =  (1) =1) NAJDETSQ

UNITARNYJ OPERATOR u 2 m S USLOWIEM � � '(u � u

�

) � �

�1

 . iZ \TOGO NERA-

WENSTWA SLEDUET, ^TO LOKALXNAQ KONE^NOSTX  OZNA^AET LOKALXNU@ KONE^NOSTX

WESA '(u � u

�

), A ZNA^IT, I ' (I NAOBOROT). tAKIM OBRAZOM, SU]ESTWOWANIE

ODNOGO NORMALXNOGO LOKALXNO KONE^NOGO WESA NA m OZNA^ALO BY LOKALXNU@

KONE^NOSTX L@BOGO TO^NOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA NA m , NO \TO PRO-

TIWORE^IT UTWERVDENI@ TEOREMY 2. pEREJDEM K OB]EMU SLU^A@. pUSTX ' {

TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA m ('(1) = 1) I (E

i

)

i2I

� m { SE-

MEJSTWO POPARNO ORTOGONALXNYH NENULEWYH �-KONE^NYH PROEKTOROW TAKIH, ^TO

P

i2I

E

i

= 1. dLQ KAVDOGO n = 1; 2; : : : NAJDETSQ KONE^NOE PODMNOVESTWO I

n

� I

TAKOE, ^TO

P

i2I

n

'(E

i

) > n. pROEKTOR E = sup

n

(

P

i2I

n

E

i

) �-KONE^EN KAK S^ETNAQ

SUMMA ORTOGONALXNYH �-KONE^NYH PROEKTOROW, PRI^EM '(E) = 1. wES '

E

NA

�-KONE^NOM FAKTORE EmE TIPA III

�

NE MOVET BYTX PO DOKAZANNOMU WY[E LO-

KALXNO KONE^NYM, A ZNA^IT, NE QWLQETSQ W SILU LEMMY 3 LOKALXNO KONE^NYM I

WES '. tEOREMA DOKAZANA.

zAME^ANIE. nETRUDNO POSTROITX PRIMER ALGEBRY m TIPA III, NA KOTOROJ SU-

]ESTWUET TO^NYJ NORMALXNYJ LOKALXNO KONE^NYJ WES ' S USLOWIEM '(1) =1.

dEJSTWITELXNO, PUSTX (M

i

)

i2I

{ BESKONE^NOE SEMEJSTWO �-KONE^NYH ALGEBR TIPA

III; !

i

{ TO^NOE NORMALXNOE SOSTOQNIE NAm

i

(!

i

(1) = 1); e

i

{ PROEKTOR IZ CENTRA

m �

L

i2I

M

i

, QWLQ@]IJSQ 1 DLQ PRQMOGO SLAGAEMOGO m

i

. wES ' =

P

i2I

!

i

(e

i

� e

i

)

NA m , O^EWIDNO, OBLADAET NUVNYMI SWOJSTWAMI (I DAVE QWLQETSQ STROGO PO-

LUKONE^NYM).

IV. w RABOTE [7] u. hAAGERUPOM BYLO WWEDENO PONQTIE OBOB]ENNOGO POLOVI-

TELXNOGO OPERATORA, PRISOEDINENNOGO K ALGEBRE nEJMANAm , POD KOTORYM PONI-

MAETSQ WSQKOE POLOVITELXNO ODNORODNOE, ADDITIWNOE I POLUNEPRERYWNOE SNIZU

OTOBRAVENIE m:M

+

�

! [0;+1]. kLASS

d

m

+

WSEH TAKIH OTOBRAVENIJ, NAZYWA-

EMYJ RAS[IRENNOJ POLOVITELXNOJ ^ASTX@ ALGEBRY m , WKL@^AET W SEBQ M

+

,

ESLI OTOVDESTWLQTX H 2 m

+

S OTOBRAVENIEM m

x

:! ! !(x) (! 2 M

+

�

). pRI

\TOM OKAZYWAETSQ, ^TO ESLI � { TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ SLED NA PO-

LUKONE^NOJ ALGEBRE m , TO SOOTWETSTWIE H ! � (H �) PRODOLVAETSQ PO NORMALX-

NOSTI DO BIEKCII

d

m

+

NA KLASS WSEH NORMALXNYH WESOW NA m (SM. [7], TEOREMA

1.12).

pUSTX ' { TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA m I 
:m

'

! M

�

{

OPREDELQEMOE IM WLOVENIE, ISPOLXZUEMOE W SHEME INTEGRIROWANIQ OTNOSITELXNO

WESA [6] W KA^ESTWE ANALOGA OTOBRAVENIQ H ! � (H �) (x 2 m

�

). kAK POKAZANO W [4]

(TEOREMA 2.1), OTOBRAVENIE 
:m

'

!M

�

ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ SLEDU@]IMI

HARAKTERISTI^ESKIMI SWOJSTWAMI:

(
1) 
(x)(1) = '(x) DLQ WSEH x 2 m

'

;

(
2) 
(m

+

'

) = f! 2M

+

�

j 9� > 0:! � �'g;

(
3) OTOBRAVENIE fH ; Ug ! 
(H )(U

�

) { SKALQRNOE PROIZWEDENIE NA m

'

.

pOKAVEM ZDESX, ^TO WOZMOVNOSTX OBOB]ENIQ UPOMQNUTOGO WY[E REZULXTATA
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u. hAAGERUPA, T. E. OTOVDESTWLENIE OBOB]ENNYH POLOVITELXNYH OPERATOROW S

\PROIZWODNYMI rADONA{nIKODIMA" OTNOSITELXNO ' WSEH NORMALXNYH WESOW NA

m S POMO]X@ PRODOLVENIQ PO NORMALXNOSTI OTOBRAVENIQ 
jm

+

'

, \KWIWALENTNA

TREBOWANI@ LOKALXNOJ KONE^NOSTI I REGULQRNOSTI '.

tEOREMA 5. eSLI WES ' LOKALXNO KONE^EN, TO DLQ KAVDOGO m 2

d

m

+

SU]EST-

WUET, PRITOM EDINSTWENNYJ, NORMALXNYJ WES  NA m TAKOJ, ^TO

m(
(x)) =  (x) (x 2 m

+

'

): (�)

nAOBOROT, ESLI DLQ KAVDOGO m 2

d

m

+

NAJDETSQ NORMALXNYJ WES  NA m S

USLOWIEM (�), TO WES ' LOKALXNO KONE^EN.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX ' LOKALXNO KONE^EN I m 2

d

m

+

. sOGLASNO [7] (SLEDST-

WIE 1.6) NAJDETSQ WOZRASTA@]AQ SETX (x

i

) �M

+

TAKAQ, ^TO

m(!) = sup

i

!(x

i

) (! 2M

+

�

);

PRI \TOM W SILU P. (i) LEMMY 1 MOVNO S^ITATX, ^TO (x

i

) � m

+

'

. wOZRASTA@]AQ

(W SILU MONOTONNOSTI 
) SETX (
(x

i

)) �M

+

�

OPREDELQET NORMALXNYJ WES  (�) =

sup

i


(x

i

)(�) NA M . pRI \TOM

 (x) = sup

i


(x

i

)(x) = sup

i


(x)(x

i

) = m(
(x))

DLQ KAVDOGO x 2 M

+

. eSLI � { DRUGOJ NORMALXNYJ WES NA M S USLOWIEM (�),

TO, WYBIRAQ DLQ KAVDOGO x 2M

+

WOZRASTA@]U@ K x SETX (x

i

) � m

+

'

, IMEEM

�(x) = sup

i

�(x

i

) = sup

i

m(
(x

i

)) = sup

i

 (x

i

) =  (x):

dLQ DOKAZATELXSTWA WTOROGO UTWERVDENIQ TEOREMY PREDPOLOVIM, ^TO x 2M

+

I NORMALXNYJ WES  SWQZAN USLOWIEM (�) S m = m

x

. tOGDA

 (y) =m

x

(
(y)) = 
(y)(x)

DLQ KAVDOGO y 2 m

+

'

. lOKALXNAQ KONE^NOSTX ' TEPERX SLEDUET IZ [4] (TEOREMA

2.3). tEOREMA DOKAZANA.

bUDEM DO KONCA RABOTY PREDPOLAGATX, ^TO TO^NYJ NORMALXNYJ WES ' LO-

KALXNO KONE^EN, I DLQ m 2

d

m

+

^EREZ 
(m) OBOZNA^ATX NORMALXNYJ WES  ,

ODNOZNA^NO OPREDELQEMYJ USLOWIEM (�).

sLEDSTWIE 1. pUSTX m; m

1

; m

2

; m

i

2

d

m

+

, TOGDA

(i) 
(m

1

+m

2

) = 
(m

1

) + 
(m

2

), 
(�m) = �
(m) (� � 0; 0 � 1 � 0);

(ii) ESLI m

1

�m

2

, TO 
(m

1

) � 
(m

2

);

(iii) ESLI m

i

% m W

d

m

+

, TO 
(m) = sup

i


(m

i

);

(iv) DLQ KAVDOGO x 2 m

+

'

WES 
(m

x

) = 
(x)jM

+

.

dOKAZATELXSTWO. w SILU NORMALXNOSTI WSEH WESOW 
(m) I P. (i) LEMMY 1 DO-

STATO^NO USTANOWITX SOWPADENIE ILI NERAWENSTWA DLQ SOOTWETSTWU@]IH WESOW

LI[X NA KONUSE m

+

'

, A \TO UVE LEGKO PRODELATX S ISPOLXZOWANIEM USLOWIQ (�).
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zAME^ANIE. iZ P. (iv) SLEDSTWIQ 1 SLEDUET, ^TO 
(m

x

) = 
(x) I DLQ KAVDO-

GO x 2 M

+

, ESLI POD 
(x) PONIMATX NORMALXNYJ WES NA M , WWEDENNYJ W [4]

(OPREDELENIE 2.5).

dLQ FORMULIROWKI SLEDSTWIQ 2 NAM PONADOBITSQ ODNO NESLOVNOE OBOB]ENIE

OSNOWNOGO REZULXTATA RABOTY [8] g. pEDERSENA I m. tAKESAKI (OTMETIM, ^TO

LOKALXNAQ KONE^NOSTX ' PRI \TOM ISPOLXZOWATXSQ NE BUDET). pUSTX � I M

�

{ SOOTWETSTWENNO MODULQRNAQ GRUPPA I CENTRALIZATOR WESA ' (SM. [8]). eSLI

m =

R

1

0

�de(�)+1�p { SPEKTRALXNOE RAZLOVENIEm 2

d

m

+

W SMYSLE [7] (TEOREMA

1.5), PRI^EM WSE PROEKTORY e(�); p 2 M

�

, TO FORMULA '(m �) = lim'(x

n

�), GDE

x

n

=

R

n

0

�de(�)+np (n = 1; 2; : : : ), OPREDELQET NORMALXNYJ�-INWARIANTNYJ WES

NA M , POLUKONE^NYJ W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA p = 0. nEZNA^ITELXNAQ

MODIFIKACIQ TEOREMY 5.4 IZ [8] POKAZYWAET, ^TO TAKIM OBRAZOM POLU^AETSQ

KAVDYJ �-INWARIANTNYJ WES NA M .

sLEDSTWIE 2. pUSTX m =

R

1

0

� de(�)+1� p 2

d

m

+

. wES 
(m) �-INWARIANTEN

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WSE e(�); R 2 m

�

, PRI \TOM 
(m) = '(m �).

dOKAZATELXSTWO. iZ [4] (PREDLOVENIE 2.9) SLEDUET, ^TO DLQ KAVDOGO x2 (m

�

)

+

WES 
(x) = '(x �) I KAVDYJ �-INWARIANTNYJ WES  � �' IMEET WID  = 
(x)

DLQ NEKOTOROGO x 2 (m

�

)

+

, kxk � �. s U^ETOM PRIWEDENNOGO WY[E OBOB]ENIQ

REZULXTATA [8] UTWERVDENIE SLEDSTWIQ 2 TEPERX O^EWIDNO.

pUSTX h � 0 { LOKALXNO IZMERIMYJ OPERATOR, PRISOEDINENNYJ K m , I

m 2

c

M

+

. oPREDELIM OBOB]ENNYJ POLOVITELXNYJ OPERATOR h

1=2

� m � h

1=2

SLEDU@]IM OBRAZOM. pUSTX WOZRASTA@]AQ SETX (H

i

) � m

+

TAKOWA, ^TO m(�) =

sup

i

m

x

i

(�) (SM. [7], SLEDSTWIE 1.6). dLQ KAVDOGO i PRISOEDINENNYJ K M OPERA-

TOR h

1=2

�x

i

�h

1=2

POLOVITELEN I SAMOSOPRQVEN (SM. LEMMU 6) I, SLEDOWATELXNO,

OPREDELQET NEKOTORYJ \LEMENT m

i

2

c

M

+

. pOSKOLXKU SETX (m

i

) WOZRASTAET W

c

M

+

, TO FORMULA

(h

1=2

�m � h

1=2

)(!) � sup

i

m

i

(!) (! 2M

+

�

)

OPREDELQET \LEMENT

c

M

+

, NE ZAWISQ]IJ, KAK NETRUDNO WIDETX, OT WYBORA WOZRAS-

TA@]EJ SETI (x

i

) � M

+

S USLOWIEM m

x

i

% m. dANNAQ KONSTRUKCIQ POZWOLIT

NAM UKAZATX QWNYJ WID OTOBRAVENIQ 
 DLQ WESA ' NA POLUKONE^NOJ ALGEBRE.

sLEDSTWIE 3. pUSTX � { TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ SLED NA POLUKO-

NE^NOJ ALGEBRE m . eSLI WES ' = � (h �), TO 
(m) = � ((h

1=2

� m � h

1=2

) �) DLQ

KAVDOGO m 2

c

M

+

.

dOKAZATELXSTWO. w [4] (TEOREMA 3.1) POKAZANO, ^TO 
(x) = � ((h

1=2

� x � h

1=2

) �)

DLQ KAVDOGO x 2 M

+

, T. E. USTANOWLENO UTWERVDENIE SLEDSTWIQ DLQ m = m

x

(HOTQ W [4] PREDPOLAGALASX IZMERIMOSTX OPERATORA h, NO SOOTWETSTWU@]EE DO-

KAZATELXSTWO PO^TI DOSLOWNO PERENOSITSQ I NA BOLEE OB]IJ SLU^AJ LOKALXNO

IZMERIMOGO h). oTS@DA NEMEDLENNO SLEDUET I WSE UTWERVDENIE SLEDSTWIQ S U^E-

TOM TOGO, ^TO DLQ WOZRASTA@]EJ SETI (x

i

) �M

+

IZm(�) = sup

i

m

x

i

(�) WYTEKAET,
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^TO h

1=2

�m

x

i

� h

1=2

% h

1=2

�m � h

1=2

W

c

M

+

, A ZNA^IT,

� ((h

1=2

�m � h

1=2

)�) = sup

i

� ((h

1=2

� x

i

� h

1=2

)�)

(SM., NAPR., [7], PREDLOVENIE 1.1 (3)).

sLEDU@]U@ TEOREMU MOVNO RASSMATRIWATX KAK E]E ODIN WARIANT (SM. [12],

[8], [4]) NEKOMMUTATIWNOGO ANALOGA TEOREMY rADONA{nIKODIMA.

tEOREMA 6. sLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) WES ' REGULQREN;

(ii) OTOBRAVENIE 
 { S@R_EKCIQ

c

M

+

NA KLASS WSEH NORMALXNYH WESOW NA m .

pRI WYPOLNENII \TIH USLOWIJ 
 { BIEKCIQ

c

M

+

NA KLASS WSEH NORMALXNYH WESOW

NA M .

dOKAZATELXSTWO. (i) ) (ii). eSLI ' REGULQREN I  { NORMALXNYJ WES NA M , TO

SOGLASNO [3] (TEOREMA 1), (
2) I P. (ii) LEMMY 1 SU]ESTWUET WOZRASTA@]AQ SETX

(x

i

) � m

+

'

TAKAQ, ^TO  (�) = sup

i


(x

i

)(�). pOLOVIMm(!) = sup

i

!(x

i

) (! 2M

+

�

).

tOGDA m 2

c

M

+

I DLQ KAVDOGO H 2 m

+

W SILU SLEDSTWIQ 2


(m)(x) = sup

i


(m

x

i

)(x) = sup

i


(x

i

)(x) =  (x):

dLQ PROWERKI IN_EKTIWNOSTI 
 PREDPOLOVIM, ^TO I DLQ m

0

2

c

M

+

WES 
(m

0

) =

 . tOGDA WYBIRAQ DLQ KAVDOGO ! 2 M

+

�

WOZRASTA@]U@ POSLEDOWATELXNOSTX

(x

n

) � m

+

'

TAKU@, ^TO ! = sup

n


(x

n

), IMEEM

m(!) = sup

n

m(
(x

n

)) = sup

n

 (x

n

) = sup

n

m

0

(
(x

n

)) =m

0

(!):

(ii) ) (i). pUSTX ! 2 M

+

�

(! 6= 0) I m 2

c

M

+

TAK, ^TO 
(m) = !. sOGLASNO

[7] (SLEDSTWIE 1.6) NAJDETSQ WOZRASTA@]AQ SETX (x

i

) �M

+

TAKAQ, ^TO

m(!

0

) = sup

i

!

0

(x

i

)

DLQ WSEH !

0

2M

+

�

, PRI \TOM W SILU P. (i) LEMMY 1 MOVNO S^ITATX, ^TO (x

i

) � m

+

'

.

tOGDA DLQ KAVDOGO x 2 m

+

'

!(x) = 
(m)(x) = m(
(x)) = sup

i


(x)(x

i

) = sup

i


(x

i

)(x);

OTKUDA ! = sup

i


(x

i

). s U^ETOM NERAWENSTW 
(x

i

) � kx

i

k' (SM. SWOJSTWO (
2)),

REGULQRNOSTX ' USTANOWLENA. tEOREMA DOKAZANA.
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IX. k teorii nekommutatiwnyh

prostranstw L

1

i L

2

kONSTRUKT. TEORIQ FUNKCIJ I FUNKC. ANALIZ,

kAZANX, iZD{WO kAZANSK. UN{TA,

WYP. 4, 1983, 96{105.

zAMETKA POSWQ]ENA OBSUVDENI@ OB]EJ POSTANOWKI ZADA^I POSTROENIQ NE-

KOMMUTATIWNYH ANALOGOW PROSTRANSTW L

1

I L

2

, ASSOCIIROWANNYH S NORMALX-

NYM WESOM NA ALGEBRE nEJMANA, I NEPOSREDSTWENNO PRIMYKAET K RABOTAM [4{6].

iZ \TIH VE RABOT ZAIMSTWOWANY OBOZNA^ENIQ I TERMINOLOGIQ, SWQZANNYE S IN-

TEGRIROWANIEM W ALGEBRAH nEJMANA.

pUSTX M { ALGEBRA nEJMANA, RASSMATRIWAEMAQ W DALXNEJ[EM W KA^ESTWE

NEKOMMUTATIWNOGO ANALOGA PROSTRANSTWA L

1

. w SAMOM OB]EM WIDE ZADA^U PO-

STROENIQ PROSTRANSTWA L

1

, ASSOCIIROWANNOGO S TO^NYM NORMALXNYM POLUKO-

NE^NYM WESOM ' NAM , ESTESTWENNO POSTAWITX SLEDU@]IM OBRAZOM: OPREDELITX

NA LINEJNOM PODMNOVESTWE M (NAZOWEM EGO L

1

\ L

1

) NEKOTORU@ \INTEGRALX-

NU@" NORMU TAK, ^TOBY BANAHOWO PROSTRANSTWO L

1

{ POPOLNENIE L

1

\L

2

PO \TOJ

NORME, OBLADALO BY SWOJSTWOM L

�

1

'M , GDE L

�

1

{ PROSTRANSTWO, SOPRQVENNOE K

L

1

. eSLI M

�

{ PROSTRANSTWO, PREDDWOJSTWENNOE K M , TO POSLEDNEE TREBOWANIE

NEOBHODIMO OZNA^AET IZOMORFIZM L

1

'M

�

(SM. [10, 1.13.3]). tAKIM OBRAZOM, ZA-

DA^A SWODITSQ K OPREDELENI@ NEKOTOROGO (ZAWISQ]EGO OT ') WLOVENIQ LINEALA

L

1

\ L

1

W M

�

, LINEJNO PEREWODQ]EGO L

1

\ L

1

NA PLOTNU@ ^ASTX M

�

.

w HORO[O IZWESTNOJ (NAPR., [7, GL. I, x 6, P. 10]) KONSTRUKCII L

1

DLQ SLU^AQ

SLEDA (' = � ) POLAGA@T

L

1

\ L

1

=M

�

� fx 2M j � (jxj) <1g;

WLOVENIEM

�

WM

�

IMEET WID x! � (x�) = � (�x), PRI^EM \INTEGRALXNAQ" NORMA

OPERATORA x 2M

�

SUTX � (jxj).

aNALIZ OB]EGO SLU^AQ MY NA^NEM W PREDPOLOVENII O KONE^NOSTI ' (\TO

POZWOLIT S^ITATX L

1

\ L

1

= M), A ZATEM UKAVEM NA TE IZMENENIQ (SKOREE

TEHNI^ESKOGO, ^EM PRINCIPIALXNOGO HARAKTERA), KOTORYE NEOBHODIMO WNESTI

PRI OTKAZE OT \TOGO PREDPOLOVENIQ.

iTAK, PUSTX ' { TO^NYJ NORMALXNYJ FUNKCIONAL NA M . oPREDELIM DLQ

KAVDOGO x 2 M DWA FUNKCIONALA 


0

(x) I 


1

(x) NA M , POLAGAQ 


0

(x) = '(�x)

I 


1

(x) = '(x �). eSLI (�

'

;H

'

) { PREDSTAWLENIE M , INDUCIROWANNOE ', I

b ):M ! H

'

{ SOOTWETSTWU@]EE WLOVENIE, TO O^EWIDNO, ^TO




0

(x)(y) = (�

'

(y)bx;

b

1); 


1

(x)(y) = (�

'

(y)

b

1;

c

x

�

) (y 2M):
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iZ \TIH SOOTNO[ENIJ NEMEDLENNO SLEDUET, ^TO 


0

(x); 


1

(x) 2M

�

I OTOBRAVENIQ




0

(x):M ! M

�

, 


1

(x):M ! M

�

{ LINEJNYE IN_EKCII, PEREWODQ]IE M NA

PLOTNYE ^ASTI M

�

.

mY POPYTAEMSQ DALEE SWQZATX \TI DWA RAZLI^NYH (ESLI ' NE SLED) WLOVE-

NIQ 


0

I 


1

S POMO]X@ \MOSTIKA" 


�

(0 � � � 1), ISPOLXZUQ IDE@ IZWESTNOGO

km{-GRANI^NOGO USLOWIQ (SM. [3]). dLQ \TOGO MY WOSPOLXZUEMSQ ODNOPARAMET-

RI^ESKOJ GRUPPOJ LINEJNYH IZOMETRIJ �

t

(t 2 R) BANAHOWA PROSTRANTWA M

�

,

OPREDELQEMOJ PO GRUPPE �

t

(t 2 R) MODULQRNYH AWTOMORFIZMOW ALGEBRY M ,

ASSOCIIROWANNOJ S ', RAWENSTWOM

[�

t

(!)](x) = !(�

t

(x)) (! 2M

�

; x 2M; t 2 R): (1)

1. tEOREMA. pUSTX ' { TO^NYJ NORMALXNYJ FUNKCIONAL NA ALGEBRE nEJMANA

M I x 2 M . sU]ESTWUET, PRITOM EDINSTWENNAQ, FUNKCIQ KOMPLEKSNOGO

PEREMENNOGO

F

x

(�): f0 � Im� � 1g !M

�

;

NEPRERYWNAQ I OGRANI^ENNAQ W POLOSE f0 � Im� � 1g, GOLOMORFNAQ WNUTRI

\TOJ POLOSY, I TAKAQ, ^TO EE GRANI^NYE ZNA^ENIQ SUTX F

x

(t) = �

t

(


0

(x)),

F

x

(t + i) = �

t

(


1

(x)) (t 2 R).

dOKAZATELXSTWO. pUSTX � I J { MODULQRNYJ OPERATOR I INWOL@CIQ, ASSOCI-

IROWANNYE S ' W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H

'

. pOSKOLXKU WEKTORY bx I

c

x

�

PRINADLEVAT D(�

1=2

), TO PO LEMME 3.2 RABOTY [9] WEKTOR{FUNKCIQ �! �

�i�

bx

(SOOTWETSTWENNO, �! �

�i

�

�+1

c

x

�

) OPREDELENA, NEPRERYWNA I OGRANI^ENA W POLOSE

f0 � Im� � 1=2g (SOOTWETSTENNO f1=2 � Im� � 1g) I GOLOMORFNA WNUTRI NEE.

oTS@DA NEMEDLENNO SLEDUET, ^TO FUNKCIQ F

1

(�) = (�

'

(�)�

�i�

bx;

b

1) (SOOTWET-

STWENNO, F

2

(�) = (�

'

(�)

b

1;�

�i

�

�+1

c

x

�

)) OPREDELENA, KAK FUNKCIQ SO ZNA^ENIQMI

W M

�

, NEPRERYWNA I OGRANI^ENA W POLOSE f0 � Im� � 1=2g (SOOTWETSTWENNO

f1=2 � Im� � 1g) I GOLOMORFNA WNUTRI NE<. pRI \TOM GOLOMORFNOSTX F

1

I F

2

ESTX SLEDSTWIE GOLOMORFNOSTI WSEH SKALQRNYH FUNKCIJ � ! F

1

(�)(y) I

� ! F

2

(�)(y) DLQ y 2 M . dLQ ZAWER[ENIQ DOKAZATELXSTWA TEOREMY W SILU

IZWESTNYH SWOJSTW GOLOMORFNYH FUNKCIJ OSTALOSX POLOVITX

F

x

(�) =

�

F

1

(�); 0 � Im� � 1=2;

F

2

(�); 1=2 � Im� � 1

I PROWERITX, ^TO DLQ WSEH t 2 R

(A) F

1

(t + i=2) = F

2

(t+ i=2),

(B) F

1

(t) = �

t

(


0

(x)), F

2

(t+ i) = �

t

(


1

(x)).

dLQ PROWERKI (A) ZAMETIM, ^TO PRI KAVDOM y 2M

F

1

(t+ i=2) =(�

'

(y)�

�it+1=2

bx;

b

1) = (�

1=2

bx;�

it

b

y

�

)

= (J�

it

J�

1=2

by; J�

1=2

bx) = (�

it+1=2

by;

c

x

�

)

= (�

'

(y)

b

1;�

�it+1=2

c

x

�

) = F

2

(t + i=2)(y):
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1

i L

2
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uSLOWIE (B) WYPOLNENO W SILU SLEDU@]EJ WYKLADKI:

F

1

(t)(y) = (�

'

(y)�

�it

bx;

b

1) = (bx;�

it

b

y

�

) == (bx;

\

�

t

(y)

�

)

= '(�

t

(y)x) = �

t

(


0

(x))(y);

F

2

(t + i)(y) = (�

'

(y)

b

1;�

�it

c

x

�

) = (�

it

by;

c

x

�

) = '(x�

t

(y))

= �

t

(


1

(x))(y) (y 2M):

tEOREMA DOKAZANA.

2. oPREDELENIE. dLQ KAVDOGO 0 � � � 1 BUDEM ^EREZ 


�

OBOZNA^ATX OTOBRA-

VENIE IZ M W M

�

, OPREDELQEMOE RAWENSTWOM 


�

(x) = F

x

(i�) (x 2M).

oTMETIM, ^TO W SILU TEOREMY 1 PRI � = 0; 1 \TO OPREDELENIE PRIWODIT K

RANEE WWEDENNYM WLOVENIQM 


0

I 


1

.

3. pREDLOVENIE. oTOBRAVENIE 


�

:M !M

�

QWLQETSQ LINEJNOJ IN_EKCIEJ

M NA PLOTNU@ ^ASTX M

�

, PRI^EM DLQ L@BYH x; y 2M :

(i) 


�

(x

�

) = 


1��

(x)

�

;

(ii) 


�

(x)(y) = 


1��

(y)(x);

(iii) F

x

(t+ i�) = �

t

(


�

(x)) (t 2 R).

dOKAZATELXSTWO NEMEDLENNO WYTEKAET IZ SLEDU@]EJ FORMULY, SPRAWEDLIWOJ

DLQ L@BYH x; y 2M (SM. DOKAZATELXSTWO TEOREMY 1):




�

(x)(y) =

(

(�

'

(y)�

�

bx;

b

1
) = (�

�

bx;

b

y

�

); 0 � � � 1=2;

(�

'

(y)

b

1;�

1��

c

x

�

) = (by;�

1��

;

c

x

�

); 1=2 � � � 1:

(2)

4. oPREDELENIE. pUSTX ' { TO^NYJ NORMALXNYJ FUNKCIONAL NA M . oPREDE-

LIM DLQ KAVDOGO 0 � � � 1 NORMU k � k

�

NAM , POLAGAQ kxk

�

= k


�

(x)k (x 2M),

I BUDEM ^EREZ L

1;�

� L

1;�

(') OBOZNA^ATX BANAHOWO PROSTRANSTWO, QWLQ@]EESQ

POPOLNENIEMM PO \TOJ NORME. bUDEM TEM VE SIMWOLOM 


�

OBOZNA^ATX I IZOMET-

RI^ESKIJ IZOMORFIZM BANAHOWYH PROSTRANSTW 


�

:L

1;�

! M

�

, PRODOLVA@]IJ

WLOVENIE 


�

:M !M

�

.

5. zAME^ANIE. (A) mOVNO BYLO BY SWQZATX S ' I BOLEE [IROKIJ KLASS WLO-

VENIJ M 3 x ! F

x

(�) 2 M

�

(0 � Im� � 1), ODNAKO W SILU RAWENSTWA

kF

x

(�)k = k


�

(x)k, WYTEKA@]EGO IZ P

�

(iii) PREDLOVENIQ 3, WSE \TI WLOVENIQ

OPREDELQ@T ODIN I TOT VE KLASS NORM k � k

�

NA M .

(B) pOLOVIM DLQ KAVDOGO l 2 L

1;�

(0 � � � 1) PO OPREDENI@ '(l) = 


�

(l)(1).

w SILU O^EWIDNOGO RAWENSTWA '(x) = 


�

(x)(1) (x 2M), TAKIM OBRAZOM OPREDELE-

NO NEPRERYWNOE PRODOLVENIE \INTEGRALA" ' S M NA L

1;�

, PRI^EM j'(l)j � klk

�

.

w SLEDU@]EM PREDLOVENII 6 MY OPI[EM W TERMINAH WLOVENIJ 


�

\LEMENTY

CENTRALIZATORA M

'

� fx 2M j �

t

(x) = x; 8t 2 Rg FUNKCIONALA '.

6. pREDLOVENIE. pUSTX x 2M . sLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) 


0

(x) = 


1

(x);

(ii) FUNKCIQ �! 


�

(x) POSTOQNNA PRI 0 � � � 1;

(iii) FUNKCIQ �! kxk

�

POSTOQNNA PRI 0 � � � 1;
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(iv) x 2M

'

.

pRI WYPOLNENII \TIH USLOWIJ kxk

�

= '(jxj).

dOKAZATELXSTWO. iMPLIKACII (ii) ) (i) I (ii) ) (iii) O^EWIDNY. (iv) ) (ii):

ESLI x 2M

'

, TO OPERATORY �

'

(x) I � PERESTANOWO^NY, TAK ^TO (ii) SLEDUET IZ

SOOTNO[ENIJ (2). (iii) ) (ii): RASSMOTRIM FUNKCI@ � ! F

x

(�), OPREDELENNU@

W TEOREME 1. w SILU P

�

(iii) PREDLOVENIQ 3 PRI � = t + i� (t 2 R; 0 � � � 1)

FUNKCIQ

�! kF

x

(�)k = k�

t

(


�

(x))k = k


�

(x)k

POSTOQNNA. tOGDA IZ PRINCIPA MAKSIMUMA MODULQ DLQ ANALITI^SKIH FUNKCIJ

SLEDUET POSTOQNSTWO FUNKCII � ! F

x

(�) W POLOSE 0 � Im� � 1, A ZNA^IT

I FUNKCII � ! 


�

(x); (i) ) (iv) (SM. [9, TEOREMA 3.6]). kROME TOGO, ESLI

x 2 M

'

, TO, POLAGAQ ! = 


0

(x)jM

'

, IMEEM k!k = '(jxj). oBOZNA^IW ^EREZ

":M ! M

'

USLOWNOE OVIDANIE, SWQZANNOE S ' (SM., NAPR., [4, II]), POLU^AEM, W

SILU IZWESTNYH SWOJSTW ":

kxk

0

= supfj'(yx)j: y 2M; kyk � 1g = supfj'("(y)x)j: y 2M; kyk � 1g = k!k:

7. sLEDSTWIE. tO^NYJ NORMALXNYJ KONE^NYJ WES ' NA M QWLQETSQ SLEDOM

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA FUNKCIQ � ! kxk

�

(0 � � � 1) POSTOQNNA PRI

KAVDOM x 2M .

mY ZAJMEMSQ TEPERX OPREDELENIEM QWNOGO WIDA WLOVENIJ 


�

DLQ SLU^AQ,

KOGDA M { POLUKONE^NAQ ALGEBRA nEJMANA. eSLI � { TO^NYJ NORMALXNYJ PO-

LUKONE^NYJ SLED NA M I L

1

(� ) { BANAHOWO PROSTRANSTWO IZMERIMYH OPERATO-

ROW, INTEGRIRUEMYH PO sIGALU OTNOSITELXNO � , TO SU]ESTWUET POLOVITELX-

NYJ SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR h 2 L

1

(� ) TAKOJ, ^TO ' = � (h �) (SM. [2]). iZ

DOKAZATELXSTWA TEOREMY 14.1 [3] SLEDUET, ^TO DLQ KAVDOGO x 2 M FUNKCIQ

� ! h

�i�

� x � h

i�+1

2 L

1

(� ) OPREDELENA, NEPRERYWNA I OGRANI^ENA W POLOSE

f0 � Im� � 1g, GOLOMORFNA WNUTRI NEE, PRI^EM DLQ L@BYH y 2M I t 2 R

� (h

�it

x � h

it+1

� y) = '(�

t

(y)x) I � (h

�it+1

x � h

it

� y) = '(x�

t

(y)):

oTS@DA WIDNO, ^TO FUNKCIQ F

x

(�) IZ TEOREMY 1 IMEET W DANNOM SLU^AE SLEDU-

@]IJ WID: F

x

(�) = � ((h

�i�

� x � h

i�+1

)�). tAKIM OBRAZOM DOKAZANO SLEDU@]EE

8. pREDLOVENIE. eSLI � { TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ SLED NA M I

' = � (h �) , TO SWQZANNYE S ' OTOBRAVENIE 


�

I NORMA k�k

�

IME@T SLEDU@]IJ

WID:




�

(x) = � ((h

�

� x � h

1��

)�); kxk

�

= � (jh

�

� x � h

1��

j) (x 2M; 0 � � � 1):

pREDYDU]IE RASSMOTRENIQ POKAZYWA@T ESTESTWENNOSTX SLEDU@]EGO PODHO-

DA K OPREDELENI@ PROSTRANSTWA L

2

, ASSOCIIROWANNOGO S TO^NYM NORMALXNYM

FUNKCIONALOM '.
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9. oPREDELENIE. pUSTX ' { TO^NYJ NORMALXNYJ FUNKCIONAL NA M . oPREDE-

LIM DLQ KAVDOGO 0 � � � 1 SKALQRNOE PROIZWEDENIE NA M , POLAGAQ

(x; y)

�

= 


�

(x)(y

�

) (x; y 2M);

I OBOZNA^IM ^EREZ L

2;�

� L

2;�

(') GILXBERTOWO PROSTRANSTWO, QWLQ@]EESQ PO-

POLNENIEM M PO \TOMU SKALQRNOMU PROIZWEDENI@.

iZ RAWENSTWA (1) SLEDUET, ^TO

(x; y)

�

= (�

�=2

bx;�

�=2

by) (x; y 2M):

oTS@DA WIDNO, ^TO DLQ KAVDOGO 0 � � � 1 PROSTRANSTWO L

2;�

IZOMETRI^ESKI

IZOMORFNO GILXBERTOWU PROSTRANSTWU H

'

, PRI^EM SOOTWETSTWU@]IJ UNITAR-

NYJ OPERATOR ZADAETSQ RAWENSTWOM

u

�

= �

�=2

bx (x 2M):

10. zAME^ANIE. eSLI  { E]E ODIN TO^NYJ NORMALXNYJ FUNKCIONAL NA M ,

TO GILXBERTOWY PROSTRANSTWA H

 

I H

'

IZOMETRI^ESKI IZOMORFNY (SM., NAPR.,

[7]). |TO OBSTOQTELXSTWO POZWOLQET S^ITATX WSE PROSTRANSTWA L

2

REALIZACIQMI

ODNOGO I TOGO VE GILXBERTOWA PROSTRANSTWA H, SWQZANNOGO SM , I WZGLQNUTX NA

ZADA^U POSTROENIQ PROSTRANSTWA L

2

, ASSOCIIROWANNOGO S ', S TEH VE POZICIJ,

^TO I PRI POSTROENII PROSTRANSTWA L

1

. lEGKO WIDETX, ^TO PRI \TOM W KONE^NOM

S^ETE MY POLU^IM TU VE [KALU PROSTRANSTW L

2;�

.

bUDEM S^ITATX DALEE ' TO^NYM NORMALXNYM POLUKONE^NYM WESOM NA M I

OBSUDIM TE IZMENENIQ, KOTORYE NEOBHODIMO SDELATX DLQ PERENESENIQ OPISANNYH

WY[E KONSTRUKCIJ NA \TOT OB]IJ SLU^AJ. pUSTX M

0

(�M) { ALGEBRA tOMITA,

T. E. MAKSIMALXNAQ MODULQRNAQ GILXBERTOWA ALGEBRA, ASSOCIIROWANNAQ S ' (SM.

[3, 9]). w KA^ESTWE L

1

\ L

1

UDOBNO WYBRATX PODALGEBRU l

'

=M

2

0

. dLQ KAVDOGO

x 2 l

'

OPREDELIM DWA FUNKCIONALA 


0

(x) I 


1

(x) IZM

�

, ODNOZNA^NO ZADA@]IESQ

SLEDU@]IMI RAWENSTWAMI:




0

(x)(y) = '(yx); 


1

(x)(y) = '(xy) (y 2M

'

);

GDE M

'

= linfx 2 M

+

j '(x) < 1g (SM. [11, LEMMA 7.5]; [8, PREDLOVENIE 3.1]).

oTMETIM, ^TO WLOVENIE 


0

: l

'

!M

�

SU]ESTWENNO ISPOLXZUETSQ W TEORII DWOJ-

STWENNOSTI DLQ NEUNIMODULQRNYH GRUPP (SM. [11, 1]). pREDLOVENNAQ m. tAKE-

SAKI [11] KONSTRUKCIQ PROSTRANSTWA L

1

, OSNOWANNAQ NA \TOM WLOVENII, BYLA

ZATEM PODROBNO RAZWITA W RABOTE a. iNOU [8].

11. tEOREMA. pUSTX ' { TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE

nEJMANA M I x 2 l

'

. sU]ESTWUET, PRITOM EDINSTWENNAQ, FUNKCIQ KOMP-

LEKSNOGO PEREMENNOGO

F

x

(�): f0 � Im� � 1g !M

�

;

NEPRERYWNAQ I OGRANI^ENNAQ W POLOSE f0 � Im� � 1g, GOLOMORFNAQ WNUTRI

\TOJ POLOSY, I TAKAQ, ^TO EE GRANI^NYE ZNA^ENIQ SUTX F

x

(t) = �

t

(


0

(x)),
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F

x

(t + i) = �

t

(


1

(x)) (t 2 R) (ZDESX �

t

{ GRUPPA LINEJNYH IZOMETRIJ M

�

, SWQ-

ZANNAQ S GRUPPOJ �

t

MODULQRNYH AWTOMORFIZMOW, ASSOCIIROWANNOJ S WESOM ',

RAWENSTWOM (1)).

dOKAZATELXSTWO \TOJ TEOREMY S SOOTWETSTWU@]IMI IZMENENIQMI POWTORQET

DOKAZATELXSTWO TEOREMY 1.

oTMETIM, ^TO W SILU SU]ESTWOWANIQ PRODOLVENIQ FUNKCII �

t

(x) (x 2 l

'

) DO

CELOJ FUNKCII �! �

�

(x) 2 M SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

F

x

(�) =

�




0

(�

��

(x)); 0 � Im� � 1=2;




1

(�

��+i

(x)); 1=2 � Im� � 1:

(3)

oPREDELIM DALEE DLQ KAVDOGO 0 � � � 1 WLOVENIE 


�

: l

'

! M

�

, POLAGAQ




�

(x) = F

x

(i�) (x 2 l

'

). sWOJSTWA WLOVENIJ 


�

, PERE^ISLENNYE W PREDLO-

VENII 6, SPRAWEDLIWY S SOOTWETSTWU@]IMI IZMENENIQMI I W DANNOM SLU^AE.

pOPOLNENIE l

'

PO NORME k � k

�

� k


�

(�)k ESTESTWENNO NAZWATX PROSTRANSTWOM

L

1;�

� L

1;�

('); WSE \TI PROSTRaNcTWa IZOMETRI^ESKI IZOMORFNY M

�

.

pODHOD K POSTROENI@ PROSTRANSTW L

2;�

, SWQZANNYH S ' TEPERX UVE O^EWIDEN,

W ^ASTNOSTI, W KA^ESTWE L

2

\ L

1

ZDESX RAZUMNO ISPOLXZOWATX LINEAL M

0

.

12. zAME^ANIE. w SHEME NEKOMMUTATIWNOGO INTEGRIROWANIQ, RAZWITOJ W [4{6],

SU]ESTWENNU@ ROLX IGRAET WLOVENIE 
:M

'

!M

�

. w [5, TEOREMA 2.1] POKAZANO,

^TO \TO OTOBRAVENIE ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ SLEDU@]IMI HARAKTERISTI^ES-

KIMI SWOJSTWAMI:

(


1

) 
(x)(1) = '(x) DLQ WSEH x 2M

'

,

(


2

) 
(M

+

'

) = f! 2M

+

�

j 9� > 0:! � �'g,

(


3

) OTOBRAVENIE fx; yg ! 
(x)(y

�

) { SKALQRNOE PROIZWEDENIE NA M

'

.

pOKAVEM, ^TO OPREDELENNOE ZDESX WLOVENIE 


1=2

:M

'

!M

�

ESTX SUVENIE NA

l

'

WLOVENIQ 
. |TO SRAZU SLEDUET IZ PRIWODIMOJ NIVE WYKLADKI, SPRAWEDLIWOJ

DLQ KAVDOGO y 2 M

'

, x = v

�

u (u; v 2 M

0

) W SILU RAWENSTWA (3) I SOOTNO[ENIQ

(2) NA STR. 82 RABOTY [4, I]:




1=2

(x)(y) = '(y�

1=2

(x)) = (�

1=2

bx;

b

y

�

) = (by; Jbx) = (by; �

0

(J

b

v

�

)Jbu)

= (Jbv; �

'

(y)

�

Jbu) = (J�

'

(y)

�

Jbu; bv) = 
(x)(y):

pRI \TOM O^EWIDNO, ^TO DLQ KONE^NOGO WESA ' WLOVENIE 
 = 


1=2

.

13. zAME^ANIE. pUSTX M { POLUKONE^NAQ ALGEBRA nEJMANA I � { TO^NYJ

NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ SLED NA M , ' = � (h �), GDE h { PROIZWODNAQ ' PO � W

SMYSLE [9]. eSLI WES ' KONE^EN, TO IZ PREDLOVENIQ 8 SLEDUET, ^TO PROSTRANSTWA

L

1;

�

(') I L

2;

�

(') (0 � � � 1) ESTX W TO^NOSTI SOOTWETSTWU@]IE PROSTRANSTWA,

POSTROENNYE W RABOTE [6]. tA VE SITUACIQ IMEET MESTO I DLQ LOKALXNO IZMERI-

MOGO (W SMYSLE [6]) WESA '. dEJSTWITELXNO, ESLIM { LINEAL, OPREDELENNYJ PO '

W [6], TO, ISPOLXZUQ RASSUVDENIQ, PROWODIW[IESQ PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY

14.1 RABOTY [3], NETRUDNO PROWERITX, ^TO M � l

'

, PRI^EM DLQ KAVDOGO x 2 M

FUNKCIONAL 


�

(x) = � ((h

�

� x � h

1��

)�) (ZDESX, KAK I W PREDLOVENII 8, ZNA^KOM

\�" OBOZNA^AETSQ SILXNOE PROIZWEDENIE LOKALXNO IZMERIMYH OPERATOROW).
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X. integrirowanie otnositelxno

wesa na jordanowyh algebrah

kAZANX, kAZANSK. UN{T, 1984, 35 S.

(rUKOPISX DEP. W winiti 29 I@NQ 1984 G.,

4948-84 dEP.)

iNTEGRIROWANIE W OPERATORNYH ALGEBRAH QWLQETSQ W NASTOQ]EE WREMQ BURNO

RAZWIWA@]EJSQ OBLASTX@ FUNKCIONALXNOGO ANALIZA, SWQZANNOJ S DALEKO IDU-

]IMI OBOB]ENIQMI TEORII INTEGRALA lEBEGA. w DANNOJ RABOTE SHEMA INTEGRI-

ROWANIQ NA ALGEBRAH nEJMANA OTNOSITELXNO WESA, PREDLOVENNAQ a. n. {ERST-

NEWYM (SM. OBZOR [9]), PERENOSITSQ NA NEASSOCIATIWNU@ SITUACI@ | KLASS WE-

]ESTWENNYH JORDANOWYH BANAHOWYH ALGEBR S PREDSOPRQVENNYM PROSTRANSTWOM

(JBW-ALGEBR W SMYSLE [10, 17]), INTENSIWNO IZU^AEMYH W POSLEDNEE WREMQ S

RAZLI^NYH TO^EK ZRENIQ (SM. [1, 14, 16, 18]).

oSNOWNYM INSTRUMENTOM W RABOTE QWLQETSQ OTOBRAVENIE 
, WWEDENNOE DLQ

ALGEBR nEJMANA W [8] I OHARAKTERIZOWANNOE AWTOROM W [4] KAK EDINSTWENNOE ES-

TESTWENNOE WLOVENIE LINEALA OPREDELENIQ WESA W PREDSOPRQVENNOE K ALGEBRE

PROSTRANSTWO. aNALOGI^NYJ REZULXTAT DLQ JBW-ALGEBR, POLU^ENNYJ W x 2,

POZWOLQET, SLEDUQ ANONSIROWANNOJ W [14] IDEE DLQ SLU^AQ SOSTOQNIQ, PREDLO-

VITX ANALOG MODULQRNOJ GRUPPY tOMITA{tAKESAKI DLQ WESA NA JBW-ALGEBRE.

w x 3 W DUHE RABOT [8, 5] I [6] STROQTSQ NEASSOCIATIWNYE PROSTRANSTWA L

1

I L

2

INTEGRIRUEMYH BILINEJNYH FORM I INTEGRIRUEMYH S KWADRATOM OPERATOROW.

w KA^ESTWE PRILOVENIQ W x 4 PREDLAGAETSQ NEKOTORYJ ESTESTWENNYJ ANALOG KON-

STRUKCII gELXFANDA { nAJMARKA { sIGALA (gns) DLQ SOSTOQNIQ NA JB-ALGEBRE.

x 1. oPREDELENIQ I PREDWARITELXNYE REZULXTATY

1.1. oSNOWNYE SWEDENIQ O JB I JBW-ALGEBRAH SODERVATSQ W [10] I [17], MY

BUDEM PRODERVIWATXSQ PRINQTOJ W \TIH RABOTAH TERMINOLOGII I OBOZNA^ENIJ.

wS@DU NIVE A| JBW-ALGEBRA S EDINICEJ 1 I PREDSOPRQVENNYM PROSTRAN-

STWOM A

�

WSEH NORMALXNYH FUNKCIONALOW NA A; A

+

I A

+

�

| SOOTWETSTWU@-

]IE KONUSY POLOVITELXNYH \LEMENTOW. sLABOJ TOPOLOGIEJ W A NAZYWAETSQ

�(A;A

�

)-TOPOLOGIQ, SILXNOJ | LOKALXNO WYPUKLAQ TOPOLOGIQ, POROVDENNAQ

POLUNORMAMI x 7! �(x

2

)

1=2

(� 2 A

+

�

). ~EREZ x � y OBOZNA^AETSQ JORDANOWO PRO-

IZWEDENIE W A,

U

x

y � 2x � (x � y) � x

2

� y:

wAVNYM PRIMEROM JBW-ALGEBRY SLUVIT JW-ALGEBRA: \TO JORDANOWA ALGEB-

RA SAMOSOPRQVENNYH OGRANI^ENNYH OPERATOROW W KOMPLEKSNOM GILXBERTOWOM
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PROSTRANSTWE S SIMMETRIZOWANNYM PROIZWEDENIEM x � y �

1

2

(xy + yx), ZAMKNU-

TAQ W SLABOJ OPERATORNOJ TOPOLOGII I SODERVA]AQ TOVDESTWENNYJ OPERATOR.

kAVDAQ JBW-ALGEBRA A DOPUSKAET RAZLOVENIE WIDA

A = A

sp

�A

ex

;

GDE JBW-ALGEBRA A

sp

IZOMORFNA JW-ALGEBRE, A A

ex

| JBW-ALGEBRE WSEH NE-

PRERYWNYH FUNKCIJ C(X;M

8

3

) NA GIPERSTOUNOWSKOM OTDELIMOM KOMPAKTE X SO

ZNA^ENIQMI W ISKL@^ITELXNOJ JORDANOWOJ ALGEBRE M

8

3

WSEH SIMMETRI^ESKIH

MATRIC TRETXEGO PORQDKA NAD ^ISLAMI k\LI (SM. [17]).

1.2. lEMMA. pUSTX A | JBW-PODALGEBRA, POROVDENNAQ x, y I 1 NEKOTOROJ

JBW-ALGEBRY. tOGDA A IZOMORFNA JW-ALGEBRE.

dOKAZATELXSTWO SWODITSQ K ISPOLXZOWANI@ TEOREMY {IR[OWA{kONA (SM. [15])

I ISKL@^ITELXNOSTI ALGEBRY M

8

3

PO SHEME DOKAZATELXSTWA ANALOGI^NOGO RE-

ZULXTATA DLQ JB-ALGEBR W [21, PREDLOVENIE 2.1] S ZAMENOJ W RASSUVDENIQH RAW-

NOMERNOJ TOPOLOGII NA SLABU@.

pUSTX A| JW-ALGEBRA. sOGLASNO [12, 19] A DOPUSKAET EDINSTWENNOE RAZLO-

VENIE WIDA

A = A

1

�A

2

�A

3

;

GDE A

k

| JW-ALGEBRY, PRI^EM:

| A

1

ESTX \RMITOWA ^ASTX A

\

1

NEKOTOROJ ALGEBRY nEJMANA A

1

;

| SU]ESTWUET TAKAQ ALGEBRA nEJMANA A

2

I EE INWOL@TIWNYJ �-ANTIAWTO-

MORFIZM �, ^TO

A

2

= fx 2 A

\

2

j �(x) = xg;

| A

3

| JW-ALGEBRA TIPA I

2

.

w SOOTWETSTWII S [18] A

3

W SWO@ O^EREDX MOVET BYTX RAZLOVENA W SUMMU

WIDA

A

3

= �

i

L

1

(


i

; �

i

; V

i

);

GDE 


i

| LOKALXNO KOMPAKTNYE OTDELIMYE PROSTRANSTWA S MERAMI rADONA �

i

,

V

i

| JW-FAKTORY TIPA I

2

(SPIN-FAKTORY).

w SILU TEOREMY 2 [20] DLQ KAVDOGO INDEKSA i SU]ESTWUET FAKTOR nEJMANA A

i

I OTOBRAVENIE �

i

:V

i

! A

i

, QWLQ@]EESQ IZOMORFIZMOM V

i

NA JW-ALGEBRU �

i

(V

i

),

POROVDA@]U@ A

i

, PRI^EM A

i

IMEET TIP I

n

(n <1), ESLI V

i

| KONE^NOMERNYJ

SPIN-FAKTOR, I TIP II

1

| W PROTIWNOM SLU^AE. pOLOVIM

A

3

� �

i

L

1

(


i

; �

i

; V

i

):

w DALXNEJ[EM ^EREZ A(A) MY BUDEM OBOZNA^ATX ALGEBRU nEJMANA, OPREDE-

LENNU@ RAWENSTWOM

A(A) � A

1

� A

2

� A

3

:

oTMETIM, ^TO ESLI JW-ALGEBRA A NE SODERVIT PRQMYH SLAGAEMYH TIPA I

2

,

TO A(A) ESTX ALGEBRA nEJMANA, POROVDENNAQ A (SM. [19]). w OB]EM SLU^AE
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IZ KONSTRUKCII ALGEBRY A(A) SLEDUET SU]ESTWOWANIE TO^NOGO PREDSTAWLENIQ

�:A ! A(A) TAKOGO, ^TO JW-ALGEBRA �(A) POROVDAET A(A).

uSLOWIMSQ W DALXNEJ[EM OTOVDESTWLQTX JW-ALGEBRUA S IZOMORFNOJ EJ JW-

ALGEBROJ �(A) � A(A).

sLEDU@]IJ REZULXTAT, W FORMULIROWKE KOTOROGO MY WOSPOLXZUEMSQ UKAZAN-

NYM SOGLA[ENIEM, PO SU]ESTWU WYTEKAET IZ TEOREMY 2.2 I ZAME^ANIQ 2.7 RABO-

TY [12]; WWIDU WAVNOSTI \TOJ KONSTRUKCII DLQ DALXNEJ[EGO MY NAMETIM EGO

DOKAZATELXSTWO.

1.3. lEMMA. pUSTX A | JW-ALGEBRA. sU]ESTWUET LINEJNAQ S@R_EKCIQ

":A(A)

\

!A TAKAQ, ^TO

("1) " � 0, "

2

= ", "(1) = 1;

("2) "(x � y) = x � "(y) (x 2 A, y 2 A(A)

\

);

("3) "(x

2

) = 0 =) x = 0 (x 2 A(A)

\

);

("4) x

i

% x (x

i

; x 2 A(A)

+

) =) "(x

i

)% "(x).

dOKAZATELXSTWO. o^EWIDNO DOSTATO^NO UKAZATX OTOBRAVENIQ "

k

:A

\

k

! A

k

(k = 2; 3) S NUVNYMI SWOJSTWAMI. dLQ "

2

�

1

2

(I +�) SPRAWEDLIWOSTX ("1)� ("4)

O^EWIDNA. dLQ POSTROENIQ "

3

MOVNO SRAZU S^ITATX, ^TO A

3

= L

1

(
; �; V ), GDE


 | LOKALXNO KOMPAKTNOE OTDELIMOE PROSTRANSTWO, � | MERA rADONA NA 
, V

| JW-FAKTOR TIPA I

2

(SPIN-FAKTOR). oTMETIM, ^TO OGRANI^ENIE NORMIROWAN-

NOGO SLEDA Tr S A(V ) NA V QWLQETSQ KANONI^ESKIM SLEDOM NA SPIN-FAKTORE (SM.

[20, TEOREMA 2]). w TAKOM SLU^AE RAWENSTWO

Tr (x � y) = Tr ("

0

(x) � y) (y 2 V )

OPREDELQET DLQ KAVDOGO x 2 A(V )

\

EDINSTWENNYJ \LEMENT "

0

(x) 2 V . pRI

\TOM SWOJSTWA ("1)� ("4) DLQ LINEJNOJ S@R_EKCII "

0

:A(V )

\

! V PROWERQ@TSQ

NEPOSREDSTWENNO, NAPRIMER, KAK W IZWESTNOJ KONSTRUKCII USLOWNOGO OVIDANIQ

OTNOSITELXNO KONE^NOGO SLEDA NA ALGEBRE nEJMANA. u^ITYWAQ, ^TO V | GILX-

BERTOWO PROSTRANSTWO SO SKALQRNYM PROIZWEDENIEM fx; yg 7! Tr (x�y), NETRUDNO

PROWERITX, ^TO RAWENSTWO

["

3

(x)](!) � "

0

[x(!)] (�-P.W.)

KORREKTNO OPREDELQET LINEJNU@ S@R_EKCI@ "

3

:A(A

3

)

\

! A

3

. sWOJSTWA ("1) �

("4) DLQ "

3

SLEDU@T IZ IH SPRAWEDLIWOSTI DLQ "

0

.

pO ANALOGII S ALGEBRAMI nEJMANA DADIM SLEDU@]EE OPREDELENIE (SR., NA-

PRIMER, [13]).

1.4. oPREDELENIE. wESOM NA JBW-ALGEBRE A BUDEM NAZYWATX OTOBRAVENIE

':A

+

! [0;+1] TAKOE, ^TO:

(i) '(x+ y) = '(x) + '(y),

(ii) '(�x) = �'(x)

DLQ x; y 2 A

+

, � � 0, PRI^EM 0 � 1 � 0.

pOLOVIM

m

+

'

� fx 2 A

+

j '(x) < +1g;
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n

'

� fx 2 A j '(x

2

) < +1g

I PUSTX m

'

| LINEJNAQ OBOLO^KA WA NASLEDSTWENNOGO KONUSAm

+

'

; TOJ VE BUKWOJ

' BUDEM OBOZNA^ATX I LINEJNOE PRODOLVENIE WESA ' S m

+

'

NA m

'

.

wES ' NA A NAZOWEM:

| TO^NYM, ESLI IZ '(x

2

) = 0 SLEDUET, ^TO x = 0 (x 2 A),

| NORMALXNYM, ESLI SU]ESTWUET SEMEJSTWO (�

i

) 2 A

+

�

TAKOE, ^TO '(x) =

P

i

�

i

(x) (x 2 A

+

),

| POLUKONE^NYM, ESLI m

'

PLOTNO W A W SLABOJ TOPOLOGII.

1.5. lEMMA. pUSTX ' | WES NA JBW-ALGEBRE A. tOGDA

(a) m

'

I n

'

| KWADRATI^NYE IDEALY W A, PRI^EM m

+

'

= m

'

\ A

+

, m

'

=

fx � y j x; y 2 n

'

g;

(B) SLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) WES ' POLUKONE^EN,

(ii) SU]ESTWUET WOZRASTA@]AQ SETX e

�

% 1, e

�

2 m

+

'

;

(iii) m

'

PLOTNO W A W SILXNOJ TOPOLOGII.

dOKAZATELXSTWO. nAPOMNIM, ^TO KWADRATI^NYM IDEALOM (SM. [15]) NAZYWAETSQ

LINEAL J � A TAKOJ, ^TO U

x

(A) � J DLQ KAVDOGO x 2 J . zAMETIM, ^TO m

'

� n

'

,

POSKOLXKU x

2

� kxkx DLQ KAVDOGO x 2 A

+

[10, 2.2.1]. eSLI x 2 n

'

, TO DLQ

KAVDOGO y 2 A

+

IZ NERAWENSTWA 0 � U

x

y � kykx

2

[10, 2.2.7] SLEDUET, ^TO

U

x

y 2 m

+

'

, OTKUDA U

x

(A) � m

'

. iZ NERAWENSTWA

(x + y)

2

� 2(x

2

+ y

2

) (x; y 2 A)

SLEDUET, ^TO n

'

| LINEAL. rAWENSTWO m

+

'

= m

'

\ A

+

, WYTEKAET IZ NASLED-

STWENNOSTI KONUSA m

+

'

; POSLEDNEE UTWERVDENIE W (A) ESTX O^EWIDNOE SLEDSTWIE

TOVDESTW x � y =

1

2

[(x+ y)

2

� x

2

� y

2

] I x

2

� y

2

= (x� y) � (x+ y) (x; y 2 A).

(B). dLQ PROWERKI IMPLIKACII (i) ) (ii) WOSPOLXZUEMSQ IZWESTNOJ KONSTRUK-

CIEJ APPROKSIMATIWNOJ EDINICY W JB-ALGEBRE (PO POWODU OPU]ENNYH DETALEJ

DOKAZATELXSTWA SM. [10, LEMMA 9.1] I [11]). pUSTX � | MNOVESTWO WSEH KONE^NYH

^ASTEJ n

'

, UPORQDO^ENNOE PO WKL@^ENI@. pOLOVIM DLQ � = fx

1

; : : : ; x

n

g 2 �

v

�

�

n

X

i=1

x

2

i

(2 m

+

'

):

tOGDA v

1=2

�

2 n

'

, TAK ^TO WOZRASTA@]AQ SETX

e

�

� U

v

1=2

�

((1=n � 1+ v

�

)

�1

) 2 m

+

'

;

PRI^EM 0 � e

�

� 1. iZ NERAWENSTWA

U

1�e

�

(x

2

i

) � 1=4n (i = 1; 2; : : : ; n)

SLEDUET, ^TO kU

1�e

�

xk ! 0 DLQ WSEH x 2 m

'

. w A

+

SU]ESTWUET sup e

�

� e,

PROWERIM, ^TO e = 1. wOSPOLXZOWAW[ISX DLQ \TOGO RASSUVDENIQMI IZ DOKA-

ZATELXSTWA TEOREMY 2.3 [11], NETRUDNO POKAZATX, ^TO x � e = x DLQ KAVDOGO
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x 2 m

'

. nO W SILU RAZDELXNOJ SLABOJ NEPRERYWNOSTI UMNOVENIQ W A (SM. [17])

\TO RAWENSTWO OSTAETSQ WERNYM I DLQ x = 1.

dLQ PROWERKI IMPLIKACII (ii) ) (iii) ZAMETIM, ^TO POSKOLXKU e

�

! 1 SILXNO

I UMNOVENIE SILXNO NEPRERYWNO NA OGRANI^ENNYH MNOVESTWAH W A PO SOWO-

KUPNOSTI PEREMENNYH (SM. [17]), TO DLQ KAVDOGO x 2 A LEVA]AQ W m

'

SETX

U

e

�

x! x SILXNO.

iMPLIKACIQ (iii) ) (i) O^EWIDNA, POSKOLXKU SILXNAQ TOPOLOGIQ W A SILXNEE

SLABOJ.

1.6. nOSITELEM NORMALXNOGO WESA ' NAZOWEM IDEMPOTENT e 2 A TAKOJ, ^TO

1� e = supfp 2 A j p

2

= p; '(p) = 0g:

wOSPOLXZOWAW[ISX RAZLOVENIEM pIRSA PO e (SM. [15]) I NERAWENSTWOM {WARCA,

NETRUDNO PROWERITX, ^TO

'(x) = '(U

e

x) (x 2 A

+

);

PRI^EM WES '

e

| ESTESTWENNAQ REDUKCIQ ' NA JBW-ALGEBRU eAe � U

e

(A) |

TO^EN, NORMALEN I POLUKONE^EN (POSLEDNEE W SLU^AE POLUKONE^NOSTI ').

1.7. bUDEM SWQZYWATX S WESOM ' INTEGRALXNU@ POLUNORMU k � k

'

NA m

'

, POLAGAQ

(SR. [9])

kxk

'

� inff'(x

1

+ x

2

) j x = x

1

� x

2

; x

i

2 m

+

'

g:

pUSTX N

'

� fx 2 A j '(x

2

) = 0g. oBOZNA^IM ^EREZ H

'

WE]ESTWENNOE GILXBER-

TOWO PROSTRANSTWO, QWLQ@]EESQ POPOLNENIEM FAKTOR-PROSTRANSTWA n

'

=N

'

PO

SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ (bx; by)

#

� '(x � y), I PUSTX kxk

#

� '(x

2

)

1=2

(x 2 n

'

),

GDE b): n

'

! n

'

=N

'

| KANONI^ESKAQ S@R_EKCIQ.

1.8. pUSTX ' | WES NA JW-ALGEBRE A. w SLU^AE, ESLI A | \RMITOWA ^ASTX

ALGEBRY nEJMANA, TO ESTX A = A(A)

\

, MY NE BUDEM RAZLI^ATX PONQTIJ WES NA A

I WES NA A(A); OTMETIM, ^TO W \TOM SLU^AE SOGLASNO [8] I [9] SOOTWETSTWU@]IE

OB_EKTY SLEDOWALO BY OBOZNA^ATX m

\

'

I n

\

'

. eSLI ":A(A) ! A | PROEKCIQ IZ

LEMMY 1.3, TO BUDEM ^EREZ e' OBOZNA^ATX EDINSTWENNYJ "-INWARIANTNYJ WES NA

A(A), PRODOLVA@]IJ ', TO ESTX e' = '("�). oTMETIM O^EWIDNOE RAWENSTWO

kxk

e'

= k"(x)k

'

(x 2 m

e'

):

zAMETIM, ^TO IZ ("3), ("4) I LEMMY 1.5 SLEDUET, ^TO DLQ TO^NOGO (SOOTWET-

STWENNO, NORMALXNOGO, POLUKONE^NOGO) WESA ' WES e' TAKVE TO^EN (SOOTW., NOR-

MALEN, POLUKONE^EN). bOLEE TOGO, KAVDYJ WES ' NA A, OBLADA@]IJ SWOJSTWOM:

IZ x

i

% x (x

i

; x 2 A

+

) SLEDUET, ^TO '(x

i

)% '(x), QWLQETSQ NORMALXNYM. dEJ-

STWITELXNO, W SILU ("4) \TO SWOJSTWO PERENOSITSQ I NA e', A NA ALGEBRE nEJMANA

ONO \KWIWALENTNO NORMALXNOSTI (SM. [13]).

1.9. lEMMA. pUSTX '| NORMALXNYJ WES NA JBW-ALGEBRE A I e| NOSITELX

'. tOGDA

(i) j'(x � y)j � kx � yk

'

� '(x

2

)

1=2

'(y

2

)

1=2

(x; y 2 n

'

),
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(ii) kxk

'

= kU

e

xk

'

(x 2 m

'

).

dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM SNA^ALA, ^TO A ESTX \RMITOWA ^ASTX A

\

NE-

KOTOROJ ALGEBRY nEJMANA A. eSLI (�

'

;H) | PREDSTAWLENIE A, POROVDENNOE

WESOM ', TO WOSPOLXZOWAW[ISX LEMMAMI 1.1 I 1.2 [13], IMEEM kxk

'

= k�(x)k DLQ

KAVDOGO x 2 m

'

, GDE �:m

'

+ im

'

! �

'

(A)

0

�

| LINEJNOE OTOBRAVENIE, OPREDE-

LENNOE USLOWIEM

�(x � y)(a

0

) =

1

2

[(a

0

�(x); �(y)) + (a

0

�(y); �(x))] (a

0

2 �

'

(A)

0

; x; y 2 n

'

)

(ZDESX �: fx 2 A j '(x

�

x) < +1g! H| KANONI^ESKAQ FAKTORIZACIQ). w TAKOM

SLU^AE (i) O^EWIDNO, DLQ (ii) DOSTATO^NO ZAMETITX, ^TO �(x) = �(U

e

x) (x 2 m

'

).

w OB]EM SLU^AE DLQ PROWERKI (i) DOSTATO^NO PEREJTI K JBW-PODALGEBRE,

POROVDENNOJ x, y I 1, I PRIMENITX LEMMU 1.2. dLQ (ii) O^EWIDNO DOSTATO^NO

PROWERITX, ^TO kfex(1 � e)gk

'

= 0, GDE 2fex(1 � e)g |

1

2

-KOMPONENTA W RAZLO-

VENII pIRSA x PO e. oBOZNA^IM ^EREZ A

0

JBW-PODALGEBRU A, POROVDENNU@

\LEMENTAMI x, e I 1; PUSTX '

0

� 'j

A

0

I e

0

| NOSITELX '

0

W A

0

. tOGDA

kfex(1� e)gk

'

� kfex(1 � e)gk

'

0

= kU

e

0

fex(1� e)gk

'

0

= 0;

POSKOLXKU e

0

� e I A

0

IZOMORFNA JW-ALGEBRE PO LEMME 1.2.

1.10. sLEDOM NA JBW-ALGEBRE A NAZYWAETSQ WES � TAKOJ, ^TO � (U

s

x) = � (x)

DLQ WSEH x 2 A, s 2 A, s

2

= 1. w DANNOJ RABOTE MY BUDEM IMETX DELO TOLXKO S

KONE^NYMI (� (1) < +1) NORMALXNYMI SLEDAMI, WYDELQEMYMI SREDI \LEMENTOW

A

+

�

USLOWIEM

� (x � (y � z)) = � ((x � y) � z) (x; y; z 2 A);

ILI \KWIWALENTNYM EMU (SM. [16])

� (x � y) � 0 (x; y 2 A

+

):

zADA^A INTEGRIROWANIQ OTNOSITELXNO KONE^NOGO NORMALXNOGO SLEDA NA JBW-

ALGEBRE RASSMATRIWALASX {. a. a@POWYM [1].

x 2. oTOBRAVENIE 
 I MODULQRNOE KOSINUS-SEMEJSTWO,

ASSOCIIROWANNOE S WESOM NA JBW-ALGEBRE

2.1. tEOREMA (SR. [4, TEOREMA 2.1]). pUSTX ' | NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ

WES NA JBW-ALGEBRE A. sU]ESTWUET, I PRITOM EDINSTWENNOE, OTOBRAVENIE


:m

'

! A

�

, UDOWLETWORQ@]EE SLEDU@]IM USLOWIQM:

(
1) 
(x)(1) = '(x) (x 2 m

'

);

(
2) 
(m

+

'

) = f� 2 A

+

�

j 9� � 0 : � � �'g;

(
3) fx; yg 7! 
(x)(y) | SIMMETRI^ESKAQ POLOVITELXNAQ BILINEJNAQ FOR-

MA NA m

'

.

pRI \TOM OTOBRAVENIE 
 LINEJNO I SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ:

(
4) k
(x)k = kxk

'

(x 2 m

'

);

(
5) 
(x)(x) � '(x

2

) (x 2 m

'

).

dOKAZATELXSTWO MY NA^NEM SO SLEDU@]EGO ZAME^ANIQ: UTWERVDENIE TEOREMY

DOSTATO^NO PROWERITX LI[X DLQ TO^NYH NORMALXNYH POLUKONE^NYH WESOW '.
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dEJSTWITELXNO, ESLI e | NOSITELX ' I OTOBRAVENIE 


e

ASSOCIIROWANO S WESOM

'

e

NA eAe � U

e

(A), TO NEPOSREDSTWENNOJ PROWERKOJ NETRUDNO UBEDITXSQ, ^TO

ISKOMOE 
 ODNOZNA^NO WOSSTANAWLIWAETSQ PO 


e

RAWENSTWOM


(x)(y) = 


e

(U

e

x)(U

e

y) (x 2 m

'

; y 2 A):

pRI \TOM (
4) SLEDUET IZ WYKLADKI

kxk

'

= kU

e

xk

'

= k


e

(x)k � k
(x)k � kxk

'

(x 2 m

'

)

(POSLEDNEE NERAWENSTWO ZDESX SLEDUET IZ TOGO, ^TO k�k = �(1) DLQ � 2 A

+

�

). dLQ

PROWERKI (
5) DOSTATO^NO WOSPOLXZOWATXSQ NERAWENSTWOM

(U

e

x)

2

� U

e

(x

2

) (x; e 2 A; e

2

= e)

(ONO O^EWIDNO DLQ JW-ALGEBRY, SLEDOWATELXNO, WERNO I W OB]EM SLU^AE PO LEM-

ME 1.2).

pO\TOMU MY WS@DU W DOKAZATELXSTWE TEOREMY 2.1 BUDEM S^ITATX WES ' TO^-

NYM.

nAM PONADOBITSQ SLEDU@]AQ

2.2. lEMMA. pUSTX SU]ESTWUET OTOBRAVENIE 
:m

'

! A

�

, UDOWLETWORQ@-

]EE (
3)� (
5) I SLEDU@]IM USLOWIQM:

(
1)

0

'(x) = supf
(y)(x) j y 2 m

+

'

; y � 1g (x 2 A

+

);

(
2)

0


(m

+

'

) � A

+

�

I ESLI 
(x)(y) � 0 DLQ WSEH x 2 m

+

'

, TO y � 0 (y 2 A);

(
6) DLQ (x

n

) � n

'

IZ lim

n


(x

n

)(x

n

) = 0 I lim

m;n

'((x

m

� x

n

)

2

) = 0 WSQKIJ RAZ

SLEDUET lim

n

'(x

2

n

) = 0.

tOGDA 
 | EDINSTWENNOE OTOBRAVENIE IZ m

'

W A

�

, UDOWLETWORQ@]EE (
1)�

(
3).

dOKAZATELXSTWO. iZ (
3) I (
1)

0

O^EWIDNO SLEDUET (
1). dLQ PROWERKI (
2)

ZAMETIM, ^TO

0 � 
(x)(y) = 
(y)(x) � k
(y)k kxk = kxk'(y) (x; y 2 m

+

'

):

nAOBOROT, ESLI � 2 A

�

I 0 � � � ', TO W SILU (
4) I WYTEKA@]EJ IZ (
2)

0

PLOTNOSTI 
(m

'

) W A

�

(SM., NAPRIMER, [10, STR. 28]) NAJDETSQ TAKOJ y 2 A, ^TO

�(x) = 
(x)(y) DLQ WSEH x 2 m

'

. tOGDA IZ (
2)

0

I (
1) SLEDUET, ^TO y 2 m

+

'

,

TAK ^TO � = 
(y). pUSTX OTOBRAVENIE 


0

:m

'

! A

�

TAKVE UDOWLETWORQET

(
1) � (
3). o^EWIDNO, ^TO 
 I 


0

| POLOVITELXNYE LINEJNYE BIEKCII m

'

NA 
(m

'

) = 


0

(m

'

). tOGDA OTOBRAVENIE �:m

'

! m

'

, OPREDELENNOE RAWENSTWOM


(�(x)) = 


0

(x) (x 2 m

'

), QWLQETSQ POLOVITELXNOJ LINEJNOJ BIEKCIEJ m

'

NA

m

'

, PRI^EM '(�(x)) = '(x) (x 2 m

'

). iZ OPREDELENIQ k � k

'

NEPOSREDSTWENNO

QSNO, ^TO k�(x)k

'

= kxk

'

(x 2 m

'

). w TAKOM SLU^AE IZ (
4) SLEDUET SU]ESTWO-

WANIE LINEJNOJ IZOMETRI^ESKOJ BIEKCII �:A

�

! A

�

, ODNOZNA^NO OPREDELENNOJ

USLOWIEM

�(
(x)) = 
(�(x)) (x 2 m

'

):
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sOPRQVENNOE K � OTOBRAVENIE �

�

: A ! A, OPREDELQEMOE USLOWIEM


(y)(�

�

(x)) = 


0

(y)(x) (x; y 2 m

'

);

TOGDA QWLQETSQ LINEJNOJ IZOMETRI^ESKOJ BIEKCIEJ A NA A, PRI^EM �

�

(1) = 1 W

SILU (
1). w TAKOM SLU^AE �

�

| JORDANOW AWTOMORFIZM A (SM. [22]). zAMETIM,

^TO OGRANI^ENIE �

�

NA m

'

SOWPADAET S �, OTKUDA '((�(x))

2

) = '(x

2

) DLQ WSEH x 2

m

'

. pEREHODQ K KOMPLEKSNOJ JORDANOWOJ ALGEBRE m

c

'

� m

'

� im

'

S INWOL@CIEJ

(x�iy)

�

� x�(�iy) (SM. [15]) I PRODOLVAQ ' S m

'

NA m

c

'

, OPREDELIM KOMPLEKSNOE

GILXBERTOWO PROSTRANSTWO H

c

'

KAK POPOLNENIE m

c

'

PO SKALQRNOMU PROIZWEDENI@

(x; y) � '(x � y

�

). tOGDA � PRODOLVAETSQ DO UNITARNOGO OPERATORA v W H

c

'

, A

KOMPLEKSIFIKACIQ FORMY fx; yg 7! 
(x)(y) ODNOZNA^NO OPREDELQET W SILU (
5)

I (
6) NESINGULQRNYJ OPERATOR 0 � p � I W H

c

'

TAKOJ, ^TO (px; y) = 
(x)(y) DLQ

WSEH x; y 2 m

c

'

. pOSKOLXKU

(pvx; y) = 


0

(x)(y) (x; y 2 m

'

);

TO IZ (
3) SLEDUET, ^TO OPERATOR pv � 0 W H

c

'

. oTS@DA v = I W SILU EDIN-

STWENNOSTI POLQRNOGO RAZLOVENIQ OPERATORA W H

c

'

, TAK ^TO 


0

= 
. lEMMA

DOKAZANA.

nAM OSTAETSQ, TAKIM OBRAZOM, UKAZATX OTOBRAVENIE 
 : m

'

! A

�

, UDOWLE-

TWORQ@]EE USLOWIQM LEMMY 2.2.

nA^NEM SO SLU^AQ JW-ALGEBRY A.

eSLI A | \RMITOWA ^ASTX A

\

NEKOTOROJ ALGEBRY nEJMANA A, TO WOSPOLXZO-

WAW[ISX OBOZNA^ENIQMI DOKAZATELXSTWA LEMMY 1.9, POLOVIM (SR. [8]):


(x)(y) � �(x)(J�

'

(y)J) (x 2 m

'

; y 2 A);

GDE J | IZOMETRI^ESKAQ INWOL@CIQ W H IZ POLQRNOGO RAZLOVENIQ S = J�

1=2

ZAMYKANIQ W H OPERATORA

�(x) 7! �(x)

�

(x 2 m

c

'

):

nUVNYE SWOJSTWA 
 LEGKO SLEDU@T IZ SOOTWETSTWU@]IH REZULXTATOW TEORII

tOMITA{tAKESAKI [2] I FAKTI^ESKI PROWERENY W [4] I [8]. w ^ASTNOSTI (
5) I

(
6) SLEDU@T IZ PREDSTAWLENIQ


(x)(y) = (J�(y); �(x)) = (�

1=2

�(x); �(y)) (x; y 2 m

'

):

dLQ OB]EJ JW-ALGEBRY A USLOWIMSQ OBOZNA^ATX ^EREZ e
:m

e'

! A(A)

\

�

OTO-

BRAVENIE, ASSOCIIROWANNOE UKAZANNYM WY[E SPOSOBOM S WESOM e' NA A(A), I

OPREDELIM ISKOMOE OTOBRAVENIE 
:m

'

! A

�

, POLAGAQ


(x) � e
(x)j

A

(x 2 m

'

):

pRI \TOM, KAK NETRUDNO PROWERITX, USLOWIQ LEMMY 2.2 DLQ 
 WYPOLNENY W SILU

IH SPRAWEDLIWOSTI DLQ e
 I REZULXTATA SLEDU@]EJ LEMMY.
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2.3 lEMMA. w UKAZANNYH PREDPOLOVENIQH DLQ L@BYH x; y 2 m

e'

SPRAWEDLIWO

RAWENSTWO

e
("(x))(y) = e
(x)("(y)):

dOKAZATELXSTWO. iZ RAZLOVENIQ JW-ALGEBRY A = A

1

�A

2

�A

3

, ISPOLXZOWAW-

[EGOSQ PRI DOKAZATELXSTWE LEMMY 1.3, QSNO, ^TO DOSTATO^NO RAZOBRATX SLU^AI

A = A

2

I A = A

3

.

pUSTX A = A

2

, TOGDA " = "

2

=

1

2

(I + �). oPREDELIM OTOBRAVENIE 


�

:m

e'

!

A(A)

\

�

, POLAGAQ




�

(x)(y) = e
(�(x))(�(y)) (x 2 m

e'

; y 2 A(A)

\

):

iZ SPRAWEDLIWOSTI (
1)� (
3) DLQ e
 NEMEDLENNO SLEDUET SPRAWEDLIWOSTX \TIH

SWOJSTW I DLQ 


�

. tOGDA PO LEMME 2.2 


�

= e
, OTKUDA I SLEDUET NUVNOE RAWEN-

STWO.

rASSMOTRIM TEPERX SLU^AJ A = A

3

, " = "

3

. mOVNO SRAZU S^ITATX, ^TO

A = L

1

(
; �; V ), PRI^EM �(
) < +1, POSKOLXKU CENTR A DOPUSKAET RAZLOVE-

NIE L

1

(
; �;R) = �

i

L

1

(


i

; �

i

;R), GDE �

i

(


i

) < 1. oPREDELIM NA A TO^NYJ

NORMALXNYJ KONE^NYJ SLED � , POLAGAQ

� (x) =

Z




Tr(x(!)) d�(!);

TOGDA e�(x) � � ("(x)) =

R




Tr(x(!)) d�(!) | TO^NYJ NORMALXNYJ KONE^NYJ

SLED NA A(A)

\

= L

1

(


i

; �

i

;A(V )), PRI^EM e� ("(x) � y) = e�(x � "(y)) DLQ WSEH

x; y 2 A(A)

\

(SM. DOKAZATELXSTWO LEMMY 1.3). pO TEOREME rADONA{nIKODIMA

DLQ ALGEBR nEJMANA SU]ESTWUET SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR h � 0, PRISOEDI-

NENNYJ K A(A), TAKOJ, ^TO e' = e� (h �). pUSTX h =

R

+1

0

�de(�) | EGO SPEKTRALX-

NOE PREDSTAWLENIE I h

n

�

R

n

0

�de(�), n = 1; 2; : : : . iZ TEOREMY 3.1 [4] TOGDA

SLEDUET, ^TO e
(x)(y) = lim

n

e� (h

1=2

n

xh

1=2

n

y) DLQ WSEH x; y 2 m

e'

. iZ RAWENSTWA

e'(x) = lim

n

e�(h

n

� "(x)) = lim

n

e�("(h

n

) � x) (x 2 A(A)

+

)

SLEDUET, ^TO "(h

n

) % h, OTKUDA "(h

n

)(1 + "(h

n

))

�1

% h(1 + h)

�1

, TAK ^TO

h(1 + h)

�1

2 A, A ZNA^IT WSE PROEKTORY e(�) 2 A. w TAKOM SLU^AE WOSPOLXZO-

WAW[ISX ("2) I TEM, ^TO WSE h

n

2 A, IMEEM

e
("(x))(y) = lim

n

e�(h

1=2

n

"(x)h

1=2

n

y) = lim

n

e� ("(h

1=2

n

xh

1=2

n

) � y)

= lim

n

e�((h

1=2

n

xh

1=2

n

) � "(y)) = e
(x)("(y)):

lEMMA DOKAZANA.

pEREHODQ K OB]IM JBW-ALGEBRAM, DOKAVEM SNA^ALA TEOREMU 2.1 W SLEDU@-

]EM WAVNOM ^ASTNOM SLU^AE, POZWOLQ@]EM UKAZATX QWNYJ WID 
.
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2.4. lEMMA (SR. [4, LEMMA 3.2]). pUSTX � | TO^NYJ NORMALXNYJ KONE^NYJ

SLED NA JBW-ALGEBRE A I WES ' = � (h

2

� (�)), GDE h 2 A, �1 � h � 1 DLQ

NEKOTOROGO � > 0. tOGDA DLQ ' WERNA TEOREMA 2.1, PRI^EM


(x)(y) = � ((U

h

x) � y); kxk

'

= � (jU

h

xj) (x; y 2 A):

dOKAZATELXSTWO. pROWERIM USLOWIQ LEMMY 2.2 DLQ OTOBRAVENIQ 
:A ! A

�

,

OPREDELENNOGO RAWENSTWOM


(x)(y) = � ((U

h

x) � y) (x; y 2 A):

pRI \TOM (
1) (SLEDOWATELXNO, (
1)

0

) I (
3) O^EWIDNY W SILU HARAKTERISTI^ES-

KOGO SWOJSTWA SLEDA (SM. P

�

1.10). w ^ASTNOSTI 
(x)(x) = � ((U

x

h) � h) � 0,

POSKOLXKU U

x

| POLOVITELXNOE OTOBRAVENIE A. dLQ PROWERKI (
4) ZAMETIM,

^TO h OBRATIM I U

h

�1 = U

�1

h

(SM. [10]). u^ITYWAQ, ^TO U

h

| LINEJNYJ PORQD-

KOWYJ IZOMORFIZM A NA A, IMEEM

kxk

'

= kU

h

xk � � (jU

h

xj) = � ((U

h

x) � s) � k
(x)k � kxk

'

(x 2 A);

GDE U

h

x = s � jU

h

xj | POLQRNOE RAZLOVENIE U

h

x (POSLEDNEE NERAWENSTWO W \TOJ

WYKLADKE SLEDUET IZ (
1) I OPREDELENIQ k � k

'

). dLQ PROWERKI (
2)

0

PREDPOLO-

VIM, ^TO � ((U

h

x) � y) � 0 DLQ NEKOTOROGO y 2 A I DLQ WSEH x 2 A

+

. tOGDA

� (jU

h

yj) = k
(y)k = '(y) = � (U

h

y);

OTKUDA W SILU TO^NOSTI � SLEDUET, ^TO U

h

y � 0, TAK ^TO y � 0. dLQ PROWERKI

(
6) ZAMETIM, ^TO DLQ KAVDOGO y 2 A OPERATOR L

y

(L

y

x � y � x), A SLEDO-

WATELXNO I OPERATOR U

y

= 2L

2

y

� L

y

2
OGRANI^EN W A PO NORME x 7! � (x

2

)

1=2

.

sLEDOWATELXNO, W SILU OBRATIMOSTI h:

'(x

2

) � � (x

2

) � c � ((U

h

x) � x) (x 2 A)

DLQ NEKOTOROGO c > 0, OTKUDA SLEDUET (
6). nERAWENSTWO (
5) POLU^AETSQ PERE-

HODOM K JBW-ALGEBRE, POROVDENNOJ x, h I 1, I PRIMENENIEM LEMMY 1.2 S U^ETOM

TOGO, ^TO TEOREMA 2.1 UVE DOKAZANA DLQ JW-ALGEBR. lEMMA DOKAZANA.

dLQ ZAWER[ENIQ DOKAZATELXSTWA TEOREMY 2.1 WOSPOLXZUEMSQ RAZLOVENIEM

A = A

sp

�A

ex

[17] I OTMETIM, ^TO ESLI TEOREMA WERNA DLQ OGRANI^ENIQ WESA '

NA KAVDOE IZ SLAGAEMYH NEKOTOROGO (DAVE BESKONE^NOGO) RAZLOVENIQ A W PRQ-

MU@ `

1

-SUMMU JBW-ALGEBR, TO ONA WERNA I DLQ A. rASKLADYWAQ DALEE CENTR

C(X;R) ALGEBRY A

ex

= C(X;M

8

3

), MOVNO S^ITATX, ^TO A = L

1

(
; �;M

8

3

), GDE

�(
) < +1. wOSPOLXZUEMSQ TEM, ^TO W \TOM SLU^AE MOVNO S^ITATX (SM. [17])

A

�

= L

1

(
; �; (M

8

3

; k � k

Tr

)), PRI^EM DLQ � 2 A

�

, x 2 A:

�(x) =

Z




Tr(�(!) � x(!)) d�(!);
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GDE Tr | MATRI^NYJ SLED NAM

8

3

. oPREDELIM NA A TO^NYJ NORMALXNYJ KONE^-

NYJ SLED � , POLAGAQ

� (x) �

Z




Tr(x(!)) d�(!):

zAMETIM, ^TO W SILU P

�

(iii) LEMMY 1.5 m

'

PLOTNO W A PO NORME x 7! � (x

2

)

1=2

, A

SLEDOWATELXNO, PLOTNO I W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE L

2

(
; �; (M

8

3

;Tr )). wOS-

POLXZOWAW[ISX KONE^NOMERNOSTX@ M

8

3

, TOGDA NETRUDNO PROWERITX, ^TO DLQ SE-

MEJSTWA (�

i

) � A

+

�

TAKOGO, ^TO ' =

P

i

�

i

, RQD

P

i

�

i

(!) � �(!) SHODITSQ P.W.

NA 
 I, SLEDOWATELXNO, OPREDELQET IZMERIMU@ FUNKCI@ �:
! (M

8

3

)

+

, PRI^EM

�(!) 6= 0 P.W. W SILU TO^NOSTI '. rAZBIWAQ 
 NA DIZ_@NKTIWNYE IZMERIMYE

^ASTI, NA KAVDOJ IZ KOTORYH � P.W. OGRANI^ENA I OTDELENA OT NULQ (W SMYSLE

PORQDKA W M

8

3

), MY POLU^IM RAZLOVENIE A W PRQMU@ SUMMU SLAGAEMYH, DLQ

OGRANI^ENIQ ' NA KAVDOE IZ KOTORYH MOVNO PRIMENITX LEMMU 2.4. tAKIM

OBRAZOM, TEOREMA 2.1 POLNOSTX@ DOKAZANA.

2.5. sLEDSTWIE. pUSTX '| TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA JBW-

ALGEBRE A. tOGDA:

(A) OTOBRAVENIE 
 PEREWODIT m

'

NA PLOTNU@ ^ASTX A

�

I, SLEDOWATELX-

NO, PRODOLVAETSQ DO IZOMETRI^ESKOGO IZOMORFIZMA BANAHOWA PROSTRANSTWA,

QWLQ@]EGOSQ POPOLNENIEM m

'

PO NORME k � k

'

, NA A

�

.

(B) OTOBRAVENIE fx; yg 7! 
(x � y) (x; y 2 n

'

) PRODOLVAETSQ PO NEPRERYW-

NOSTI DO A

�

-ZNA^NOGO \SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ" NA H

'

, T.E. SU]ESTWUET

EDINSTWENNOE BILINEJNOE OTOBRAVENIE

�

):H

'

�H

'

! A

�

TAKOE, ^TO

(i) � � � 2 A

+

�

, � � � = 0 =) � = 0 (� 2 H

'

),

(ii) j(�; �)

#

j � k� � �k � k�k

#

k�k

#

(�; � 2 H

'

),

(iii) bx � by = 
(x � y) (x; y 2 n

'

).

2.6. zAME^ANIE. oPREDELIM DLQ NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA ' NA A

SIMMETRI^ESKU@ POLOVITELXNU@ FORMU h�; �i

'

NA m

'

, POLAGAQ hx; yi

'

� 
(x)(y).

oTMETIM, ^TO ESLI '(1) < +1, T. E. ' 2 A

+

�

, TO h�; �i

'

| AWTOPOLQRNAQ FORMA

NA A, ASSOCIIROWANNAQ S ' W SMYSLE [14]. |TO SRAZU SLEDUET IZ TEOREMY 2.1

S U^ETOM TOGO O^EWIDNOGO OBSTOQTELXSTWA, ^TO KAVDYJ POLOVITELXNYJ LINEJ-

NYJ FUNKCIONAL NA A, MAVORIRUEMYJ ', NORMALEN.

sLEDU@]IJ REZULXTAT PERENOSIT PREDLOVENNYJ W [14] ANALOG MODULQRNOJ

TEORII tOMITA{tAKESAKI [2] DLQ NORMALXNOGO SOSTOQNIQ | MODULQRNOE KO-

SINUS-SEMEJSTWO (�

t

) | NA SLU^AJ WESA. bUDEM, SLEDUQ [14], NAZYWATX ODNO-

PARAMETRI^ESKIM KOSINUS-SEMEJSTWOM NA LINEJNOM PROSTRANSTWE L SEMEJSTWO

(v

t

)

t2R

LINEJNYH OPERATOROW W L, UDOWLETWORQ@]IH FUNKCIONALXNOMU URAWNE-

NI@ KOSINUSA:

2v

s

v

t

= v

s+t

+ v

s�t

; v

0

= I:

2.7. tEOREMA. pUSTX ' | TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA JBW-

ALGEBRE A. sU]ESTWUET, I PRITOM EDINSTWENNOE, KOSINUS-SEMEJSTWO (�

t

)

t2R

POLOVITELXNYH I SOHRANQ@]IH 1 LINEJNYH OTOBRAVENIJ A W SEBQ TAKOE,

^TO

(i) OTOBRAVENIE t 7! �

t

(x) SLABO NEPRERYWNO DLQ WSEH x 2 A;

(ii) '(�

t

�) = ', '(�

t

(x) � y) = '(x � �

t

(y)) (x; y 2 n

'

);



X. integrirowanie na jordanowyh algebrah 117

(iii) hx; yi

'

=

R

+1

�1

'(x � �

t

(y))[ch(�t)]

�1

dt (x; y 2 m

'

).

dOKAZATELXSTWO NESLOVNO PROWESTI, SLEDUQ SHEME, NAME^ENNOJ W [14] DLQ SLU-

^AQ '(1) < +1; PO\TOMU OGRANI^IMSQ LI[X NESKOLXKIMI ZAME^ANIQMI.

nA^NEM S EDINSTWENNOSTI. zAMETIM, ^TO IZ NERAWENSTWA kADISONA{{WARCA

DLQ JB-ALGEBR: (�

t

(x))

2

� �

t

(x

2

) (x 2 A) (SM. [12]) SLEDUET, ^TO �

t

(n

'

) � n

'

I

k�

t

(x)k

#

� kxk

#

. oTS@DA WIDNO, ^TO (�

t

) PRODOLVAETSQ DO KOSINUS-SEMEJSTWA

(v

t

) W H

'

, PRI^EM kv

t

k � 1 (t 2 R). pRQMYE WY^ISLENIQ S KOSINUS-PREOBRAZO-

WANIEM fURXE POKAZYWA@T, ^TO

hx; yi

'

= (bx; (ch

1

2

d)

�1

by)

#

(x; y 2 m

'

);

GDE OPERATOR d = d

�

� 0 W H

'

| GENERATOR (v

t

), T. E. v

t

= cos(td) (t 2 R). oSTA-

ETSQ PROWERITX, ^TO m

'

PLOTNO W H

'

. eSLI A ESTX \RMITOWA ^ASTX ALGEBRY

nEJMANA, TO \TO IZWESTNYJ FAKT TEORII tOMITA{tAKESAKI [2, LEMMA 3.3]; PERE-

HODQ K WESU e' NA ALGEBRE nEJMANA A(A) LEGKO POKAZATX, ^TO UTWERVDENIE WERNO

I DLQ L@BOJ JW-ALGEBRY. dLQ A = C(X;M

8

3

) PLOTNOSTX

c

m

'

W H

'

SLEDUET IZ

RASSUVDENIJ, PRIWODIW[IHSQ W KONCE DOKAZATELXSTWA TEOREMY 2.1.

dLQ POSTROENIQ (�

t

) W SLU^AE JW-ALGEBRY A, NE SODERVA]EJ PRQMYH SLA-

GAEMYH TIPA I

2

, POLOVIM �

t

�

1

2

(�

t

+ �

�t

)j

A

, GDE (�

t

) | MODULQRNAQ GRUPPA,

ASSOCIIROWANNAQ S WESOM e' NA ALGEBRE nEJMANA A(A). eSLI VEA UDOWLETWORQET

USLOWIQM LEMMY 2.4, TO PUSTX

�

t

� U

cos(th)

(�) + U

sin(th)

(�):

k POSLEDNEJ SITUACII MOVET BYTX SWEDEN KAK SLU^AJ A = C(X;M

8

3

) (SM. KO-

NEC DOKAZATELXSTWA TEOREMY 2.1), TAK I PO TOJ VE SHEME SLU^AJ JW-ALGEBRY

TIPA I

2

(SM. DOKAZATELXSTWO LEMMY 1.3). w OB]EM SLU^AE WOSPOLXZUEMSQ, KAK I

PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 2.1, WOZMOVNOSTX@ RAZLOVENIQA W PRQMU@ SUMMU

JBW-ALGEBR, DLQ KOTORYH (�

t

) UVE POSTROENO. nESLOVNYE WY^ISLENIQ S �

t

I

WYRAVENIEM DLQ 
 IZ LEMMY 2.4 ZAWER[A@T DOKAZATELXSTWO.

x 3. pROSTRANSTWA L

1

I L

2

, ASSOCIIROWANNYE S WESOM NA JW-ALGEBRE

pUSTX A | JW-ALGEBRA W KOMPLEKSNOM GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H, ' |

TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA A. mY POSTROIM W \TOM, NAIBOLEE

INTERESNOM S TO^KI ZRENIQ NEASSOCIATIWNOGO INTEGRIROWANIQ SLU^AE, SODERVA-

TELXNYE REALIZACII POPOLNENIJ m

'

I n

'

PO NORMAM k � k

'

I k � k

#

= ('((�)

2

))

1=2

SOOTWETSTWENNO.

sLEDUQ [9], NAZOWEM LINEALOM WESA ' LINEJNOE MNOGOOBRAZIE

D

'

� ff 2 H j 9� � 0 : (xf; f) � �'(x); 8x 2 A

+

g:

oTMETIM, ^TO ESLI A NE SODERVIT PRQMYH SLAGAEMYH TIPA I

2

, TO NESLOVNO

PROWERITX, ^TO D

'

= D

e'

(NAPOMNIM, ^TO W \TOM SLU^AE e' = '("�) | PRODOLVE-

NIE WESA ' NA ALGEBRU nEJMANA A(A), POROVDENNU@ A).
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3.1. oPREDELENIE (SR. [9, 5, 6]). nAZOWEM BILINEJNU@ FORMU (B.F.) a NA

LINEALE D

'

(SOOTWETSTWENNO, LINEJNYJ OPERATOR r W H S D(r) = D

'

) INTEGRI-

RUEMOJ (SOOTWETSTWENNO, INTEGRIRUEMYM S KWADRATOM) OTNOSITELXNO ', ESLI

SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX, NAZYWAEMAQ OPREDELQ@]EJ, (x

n

) � m

'

(SOOTW.,

(x

n

) � n

'

) TAKAQ, ^TO

(i) a(f; g) = lim

n

(x

n

f; g) (f; g 2 D

'

),

(ii) lim

m;n

kx

n

� x

m

k

'

= 0

(SOOTWETSTWENNO,

(i)

0

rf = lim

n

x

n

f (f 2 D

'

),

(ii)

0

lim

m;n

kx

n

� x

m

k

#

= 0 ).

oBOZNA^IM ^EREZ L

1

(') (SOOTW., L

2

(')) WE]ESTWENNOE LINEJNOE PROSTRANSTWO

WSEH INTEGRIRUEMYH OTNOSITELXNO ' B.F. (SOOTW., INTEGRIRUEMYH S KWADRATOM

OPERATOROW).

zAMETIM, ^TO WSE B.F. IZ L

1

(') (SOOTW., OPERATORY IZ L

2

(')) \RMITOWY; W [9]

I [5] SOOTWETSTWU@]IE OB_EKTY (SLU^AJ A = A(A)

\

) OBOZNA^ENY ^EREZ L

1

(')

\

I L

2

(')

\

.

uSLOWIMSQ DLQ r; s 2 L

2

(') ^EREZ r � s OBOZNA^ATX B.F. NA D

'

, ZADANNU@

RAWENSTWOM

r � s (f; g) �

1

2

[(rf; sg) + (sf; rg)]:

bUDEM OTOVDESTWLQTX ESTESTWENNYM OBRAZOM m

'

(SOOTW., n

'

) S ^ASTX@ L

1

(')

(SOOTW., L

2

(')).

3.2. tEOREMA. (i) pUSTX B.F. a 2 L

1

(') I (x

n

) | EE OPREDELQ@]AQ POSLEDO-

WATELXNOSTX. rAWENSTWO

kak

'

� lim

n

kx

n

k

'

KORREKTNO ZADAET NORMU, PREWRA]A@]U@ L

1

(') W WE]ESTWENNOE BANAHOWO PRO-

STRANSTWO, IZOMETRI^ESKI IZOMORFNOE A

�

; SOOTWETSTWU@]IJ IZOMORFIZM

PRODOLVAET OTOBRAVENIE 
 I PEREWODIT KONUS POLOVITELXNYH B.F. L

+

1

(')

NA A

+

�

.

(ii) pUSTX r; s 2 L

2

('), (x

n

) I (y

n

) | IH OPREDELQ@]IE POSLEDOWATELXNOS-

TI. rAWENSTWO

(r; s)

#

� lim

n

'(x

n

� y

n

)

KORREKTNO ZADAET SKALQRNOE PROIZWEDENIE, PREWRA]A@]EE L

2

(') W WE]EST-

WENNOE GILXBERTOWO PROSTRANSTWO, IZOMETRI^ESKI IZOMORFNOE H

'

; SOOTWET-

STWU@]IJ IZOMORFIZM PRODOLVAET WLOVENIE b): n

'

! H

'

. pRI \TOM B.F.

r � s 2 L

1

('), 
(r � s) = br � bs.

dOKAZATELXSTWO. (i). dLQ KAVDOGO f 2 D

'

OBOZNA^IM ^EREZ x

f

TOT (NEOB-

HODIMO EDINSTWENNYJ) OPERATOR IZ m

+

'

, DLQ KOTOROGO 
(x

f

) = ((�)f; f) NA A.

zAMETIM, ^TO KAVDAQ k � k

'

-FUNDAMENTALXNAQ POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � m

'

OPREDELQET B.F. a 2 L

1

(') I FUNKCIONAL 
(a) � lim

n


(x

n

) 2 A

�

TAK, ^TO

a(f; f) = lim

n


(x

n

)(x

f

) = 
(a)(x

f

):
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pREDPOLOVIM, ^TO PRI \TOM a = 0, I PROWERIM, ^TO TOGDA lim

n

kx

n

k

'

= 0. pUSTX

x 2 m

+

'

. tOGDA FUNKCIONAL 
(x) � kxk' I, SLEDOWATELXNO, ZAPISYWAQ EGO W WIDE


(x) =

P

1

i=1

((�)f

i

; f

i

) ((f

i

) � H) NA A (SU]ESTWOWANIE TAKOGO PREDSTAWLENIQ

USTANAWLIWAETSQ WPOLNE ANALOGI^NO SLU^A@ ALGEBR nEJMANA), IMEEM (f

i

) � D

'

.

pOLOVIM y

k

=

P

k

i=1

x

f

i

(k = 1; 2; : : : ). tOGDA


(a)(y

k

) = lim

n


(x

n

)(y

k

) = lim

n


(y

k

)(x

n

) = lim

n

k

X

i=1

(x

n

f

i

; f

i

) =

k

X

i=1

a(f

i

; f

i

) = 0:

pOSKOLXKU 
 OSU]ESTWLQET PORQDKOWYJ IZOMORFIZM m

+

'

NA 
(m

+

'

), TO y

k

% x,

TAK ^TO


(a)(x) = lim

k


(a)(y

k

) = 0:

sLEDOWATELXNO, 
(a) = 0, TAK KAK m

'

PLOTNO W A W SLABOJ TOPOLOGII. tAKIM

OBRAZOM,

lim

n

kx

n

k

'

= k
(a)k = 0:

tAKIM OBRAZOM, USTANOWLENA KORREKTNOSTX OPREDELENIQ kak

'

; OSTAW[AQSQ ^ASTX

UTWERVDENIQ (i) WYTEKAET IZ SLEDSTWIQ 2.5.

(ii). kAVDAQ k � k

#

-FUNDAMENTALXNAQ POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � n

'

QWLQETSQ

OPREDELQ@]EJ DLQ NEKOTOROGO OPERATORA r 2 L

2

('), POSKOLXKU DLQ KAVDOGO

f 2 D

'

NAJDETSQ � > 0 TAK, ^TO

kx

n

f � x

m

fk

2

� �'((x

n

� x

m

)

2

)! 0 (m;n!1):

oTS@DA I IZ NERAWENSTWA (i) LEMMY 1.9 SLEDUET, ^TO (x

2

n

) | OPREDELQ@]AQ

POSLEDOWATELXNOSTX DLQ B.F. a = r � r. eSLI PRI \TOM r = 0, TO I a = 0, OTKUDA

kx

n

k

2

#

= kx

2

n

k

'

! 0. oSTAETSQ WOSPOLXZOWATXSQ TOVDESTWOM

r � s =

1

2

[(r + s) � (r + s) � r � r � s � s]

I P

�

(ii) SLEDSTWIQ 2.5. tEOREMA DOKAZANA.

3.3. zAME^ANIE. zAFIKSIROWAW NEKOTOROE PREDSTAWLENIE WESA ' NA A W WIDE

' =

X

i

((�)f

i

; f

i

) ((f

i

) � D

'

);

NETRUDNO POKAZATX, ^TO

(r; s)

#

=

X

i

Re(rf

i

; sf

i

) (r; s 2 L

2

('));

PRI^EM RQD SPRAWA SODERVIT NE BOLEE S^ETNOGO ^ISLA NENULEWYH SLAGAEMYH I

SHODITSQ ABSOL@TNO (SR. [6, x 3, SLEDSTWIE 2]). oTS@DA, W ^ASTNOSTI, SLEDUET,

^TO WSE OGRANI^ENNYE B.F. IZ L

1

(') (SOOTW., OGRANI^ENNYE OPERATORY IZ L

2

('))

OPREDELQ@TSQ OPERATORAMI IZ m

'

(SOOTW., IZ n

'

).

1
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3.4. sLEDSTWIE. dLQ B.F. a 2 L

+

1

(') SLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) a = r � r DLQ NEKOTOROGO r 2 L

2

(');

(ii) B.F. a ZAMYKAEMA;

(iii) SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (�

n

) � A

+

�

TAKAQ, ^TO �

n

� �

n

'

(�

n

� 0) I 
(a) =

P

1

n=1

�

n

.

dOKAZATELXSTWO. iMPLIKACIQ (i) =) (ii) O^EWIDNA; IMPLIKACII (ii) =) (iii) I

(iii) =) (i) NETRUDNO PROWERITX PO SHEME DOKAZATELXSTWA ANALOGI^NYH UTWERV-

DENIJ DLQ ALGEBR nEJMANA (SM. [6, x 2, TEOREMA 9], [9, x 3, PREDLOVENIE 5]).

3.5. sLEDSTWIE.

L

1

(') = fr � s j r; s 2 L

2

(')g:

dOKAZATELXSTWO. dOSLOWNO POWTORQQ RASSUVDENIQ, PROWODIW[IKSQ PRI DOKA-

ZATELXSTWE TEOREMY 1 [3], MOVNO POKAZATX, ^TO KAVDAQ B.F. a 2 L

1

(') DOPUS-

KAET RAZLOVENIE WIDA a = b

1

� b

2

, GDE b

i

| ZAMYKAEMYE B.F. IZ L

+

1

('). tOG-

DA b

i

= r

i

� r

i

(i = 1; 2) DLQ NEKOTORYH r

i

2 L

2

(') PO SLEDSTWI@ 3.4, OTKUDA

a = (r

1

+ r

2

) � (r

1

� r

2

).

3.6. zAME^ANIE. w [6] I [7] POLNOSTX@ OPISANY DLQ SLU^AQ ALGEBR nEJMANA TE

WESA ', NAZWANNYE TAM REGULQRNYMI, DLQ KOTORYH WSE B.F. IZ L

+

1

(') UDOWLETWO-

RQ@T USLOWIQM SLEDSTWIQ 3.4. ~ASTX \TIH REZULXTATOW MOVET BYTX PERENESENA

NA JW-ALGEBRY: W ^ASTNOSTI, KONE^NOSTX ALGEBRY nEJMANA A(A) OBESPE^IWAET

WYPOLNIMOSTX USLOWIJ SLEDSTWIQ 3.4 DLQ WSEH B.F. a 2 L

+

1

(').

3.7. zAME^ANIE. pUSTX A | JBW-ALGEBRA, ' | TO^NYJ NORMALXNYJ POLU-

KONE^NYJ WES NA A,

�

):H

'

�H

'

! A

�

| A

�

-ZNA^NOE \SKALQRNOE PROIZWEDENIE"

(SM. SLEDSTWIE 2.5). bUDEM GOWORITX, ^TO WES ' PO^TI DOMINIRUET FUNKCIONAL

� 2 A

+

�

, ESLI SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (�

n

) � A

+

�

TAKAQ, ^TO �

n

� �

n

'

(�

n

� 0) I � =

P

1

n=1

�

n

(SR. [6]). rASSUVDAQ W DUHE OKON^ANIQ DOKAZATELXSTWA

TEOREMY 2.1, NESLOVNO PROWERITX, ^TO WES ' NA A = C(X;M

8

3

) PO^TI DOMINI-

RUET KAVDYJ FUNKCIONAL � 2 A

+

�

. w TAKOM SLU^AE IZ SLEDSTWIJ 3.4 I 3.5 QSNO,

^TO DLQ OB]EJ JBW-ALGEBRY A \LEMENTY � 2 A

+

�

, PO^TI DOMINIRUEMYE WESOM

', SUTX FUNKCIONALY WIDA � � � (� 2 H

'

) I, SLEDOWATELXNO,

A

�

= f� � � j �; � 2 H

'

g:

iZ POSLEDNEGO RAWENSTWA, W ^ASTNOSTI, SLEDUET, ^TO SILXNAQ (SOOTWETSTWENNO,

SLABAQ) TOPOLOGIQ NA A POROVDAETSQ POLUNORMAMI WIDA x 7! hx

2

; � � �i

1=2

(SO-

OTW., x 7! jhx; � � �ij), GDE �; � 2 H

'

. tAKIM OBRAZOM H

'

BERET NA SEBQ ^ASTX

FUNKCIJ PROSTRANSTWA STANDARTNOGO PREDSTAWLENIQ ALGEBRY nEJMANA.

x 4. pRILOVENIE K JB-ALGEBRAM: ANALOG KONSTRUKCII gns

pUSTX B | JB-ALGEBRA, � | FIKSIROWANNOE SOSTOQNIE NA B (T. E. � 2 B

�

,

� � 0, �(1) = 1). pOLOVIM N

�

= fx 2 B j �(x

2

) = 0g I PUSTX H

�

| WE]ESTWEN-

NOE GILXBERTOWO PROSTRANSTWO, QWLQ@]EESQ POPOLNENIEM FAKTOR-PROSTRANSTWA

B=N

�

PO SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ (bx; by) = �(x � y), GDE W \TOM PARAGRAFE ZNA^-

KOM b) OBOZNA^AETSQ KANONI^ESKAQ S@R_EKCIQ b):B ! B=N

�

. oBOZNA^IM ^EREZ

(H

�

)

1

ZAMYKANIE

c

B

1

W H

�

, GDE

B

1

� fx 2 B j kxk � 1g:
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w SLEDU@]EJ TEOREME PREDLAGAETSQ, WWIDU OTSUTSTWIQ POLNOCENNOJ gns-

KONSTRUKCII DLQ JB-ALGEBR, EE NEKOTORYJ ANALOG: OKAZYWAETSQ, ^TO SU]EST-

WUET LI[X EDINSTWENNYJ ESTESTWENNYJ SPOSOB SOPOSTAWLENIQ WEKTORAM IZ H

�

FUNKCIONALOW IZ B

�

.

4.1. tEOREMA. sU]ESTWUET, I PRITOM EDINSTWENNOE, OTOBRAVENIE

�

):H

�

�

H

�

! B

�

TAKOE, ^TO

1

�

:

b

1 �

b

1 = �,

c

x

2

�

b

1 = bx � bx (x 2 B),

2

�

: f� � � j � 2 (H

�

)

1

g = f� 2 B

�

j 0 � � � �g,

3

�

: fx; yg 7! hbx; by�

b

1i| SIMMETRI^ESKAQ POLOVITELXNAQ BILINEJNAQ FOR-

MA NA B,

4

�

: j(�; �)j � k� � �k � k�k k�k (�; � 2 H

�

).

|TO OTOBRAVENIE QWLQETSQ SIMMETRI^ESKOJ POLOVITELXNOJ BILINEJNOJ

FORMOJ NA H

�

SO ZNA^ENIQMI W B

�

I SOGLASOWANO S UMNOVENIEM W B: (
d
x � y)�

b

1 =

bx � by (x; y 2 B).

dOKAZATELXSTWO. pUSTX B

��

| OBERTYWA@]AQ JBW-ALGEBRA DLQ B (SM. [10,

17]), c(�) | CENTRALXNYJ NOSITELX � KAK NORMALXNOGO SOSTOQNIQ NA B

��

I JBW{

ALGEBRA A � U

c(�)

(B

��

). s^ITAQ B PODALGEBROJ B

��

, OPREDELIM GOMOMORFIZM

�:B ! A, POLAGAQ �(x) = c(�) � x, I PUSTX FUNKCIONAL ' 2 A

+

�

TAKOW, ^TO

'(U

c(�)

x) = �(x) (x 2 B

��

):

oPREDELIM FORMU

�

):

b

B �

b

B ! B

�

, POLAGAQ

hz; bx � byi = h�(z); 
(�(x � y))i (z 2 B);

GDE OTOBRAVENIE 
:A ! A

�

ASSOCIIROWANO S ' PO TEOREME 2.1. tOGDA W SILU

(
5) I P

�

(i) LEMMY 1.9

kx � yk � kbxk kbyk (x; y 2 B);

TAK ^TO

�

) PRODOLVAETSQ PO NEPRERYWNOSTI NA H

�

� H

�

. pRI \TOM NUVNYE

SWOJSTWA

�

) NEMEDLENNO SLEDU@T IZ (
1) � (
5) S U^ETOM PREDLOVENIJ 3.9 I

5.6 [10], IZ KOTORYH WYTEKAET SILXNAQ PLOTNOSTX �(B

1

) W EDINI^NOM [ARE A

1

ALGEBRY A. dLQ PROWERKI EDINSTWENNOSTI

�

) PREDPOLOVIM, ^TO OTOBRAVENIE

�

):H

�

� H

�

! B

�

TAKVE UDOWLETWORQET TREBOWANIQM 1

�

� 4

�

. zAMETIM, ^TO

SU]ESTWUET EDINSTWENNOE OTOBRAVENIE x 7! �(x) IZ A W H

�

TAKOE, ^TO �(�(y)) =

by DLQ WSEH y 2 B I k�(x)k = '(x

2

)

1=2

DLQ WSEH x 2 A. tOGDA RAWENSTWO

h�(z); 


0

(x)i = hz; �(x) �

b

1i (z 2 B)

OPREDELQET DLQ KAVDOGO x 2 A EDINSTWENNYJ FUNKCIONAL 


0

(x) 2 A

�

. pRI

\TOM DLQ OTOBRAVENIQ 


0

:A ! A

�

O^EWIDNO WYPOLNENY USLOWIQ (
1) I (
3)

TEOREMY 2.1 I NERAWENSTWO

0 � 


0

(x) � kxk' (x 2 A

+

):
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dLQ PROWERKI SPRAWEDLIWOSTI (
2) DLQ 


0

DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO DLQ KAV-

DOGO �

0

2 A

�

, 0 � �

0

� ', NAJDETSQ x 2 A

+

TAKOJ, ^TO �

0

= 


0

(x). dLQ \TOGO

OPREDELIM � 2 B

�

, POLAGAQ �(z) � �

0

(�(z)) (z 2 B). tOGDA 0 � � � �, TAK ^TO

� = � � � DLQ NEKOTOROGO � 2 (H

�

)

1

. w SILU SLABOJ KOMPAKTNOSTI EDINI^NOGO

[ARA (B

��

)

1

NAJDETSQ SETX (y

�

) � B TAKAQ, ^TO cy

�

! � W H

�

I y

2

�

! z W SLABOJ

TOPOLOGII B

��

DLQ NEKOTOROGO z 2 B

��

. pOLAGAQ x � c(�) � z, NETRUDNO PRO-

WERITX, ^TO x I ESTX ISKOMYJ \LEMENT IZ A

+

. tAKIM OBRAZOM, PO TEOREME 2.1




0

= 
, TAK ^TO

�

) SOWPADAET S

�

) NA

b

B �

b

B, A OTS@DA S U^ETOM 4

�

I WS@DU NA

H

�

�H

�

. tEOREMA DOKAZANA.

sLEDU@]IJ REZULXTAT SLUVIT ANALOGOM HORO[O IZWESTNOGO SWOJSTWA gns-

KONSTRUKCII DLQ C*-ALGEBR: W gns-PREDSTAWLENII, ASSOCIIROWANNOM S FIKSI-

ROWANNYM SOSTOQNIEM, KAVDYJ AWTOMORFIZM C*-ALGEBRY, NE MENQ@]IJ \TOGO

SOSTOQNIQ, REALIZUETSQ S POMO]X@ UNITARNOGO OPERATORA.

4.2. sLEDSTWIE. pUSTX �| TAKOJ AWTOMORFIZM JB-ALGEBRY B, ^TO �(��) =

�. tOGDA SU]ESTWUET TAKOJ UNITARNYJ OPERATOR u W H

�

, ^TO

h�(z); � � �i = hz; u� � u�i (z 2 B; �; � 2 H

�

):

dOKAZATELXSTWO. w SILU �-INWARIANTNOSTI � SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ UNI-

TARNYJ OPERATOR u W H

�

TAKOJ, ^TO ubx =

\

�

�1

(x) DLQ WSEH x 2 B. oPREDELIM S

POMO]X@ RAWENSTWA

hz; � � �i � h�

�1

(z); u� � u�i (z 2 B; �; � 2 H

�

)

OTOBRAVENIE

�

):H

�

� H

�

! B

�

. nEPOSREDSTWENNOJ PROWERKOJ NETRUDNO UBE-

DITXSQ W SPRAWEDLIWOSTI DLQ

�

) USLOWIJ 1

�

� 4

�

TEOREMY 4.1. w TAKOM SLU^AE

� � � � � � �, OTKUDA I SLEDUET NUVNYJ REZULXTAT.

aWTOR PRINOSIT BLAGODARNOSTX a. n. {ERSTNEWU I o. e. tIHONOWU ZA POLEZ-

NYE OBSUVDENIQ.
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pRIME^ANIE

1

pOSLEDNEE UTWERVDENIE W ZAME^ANII 3.3 NE WSEGDA WERNO. a IMENNO, NA JW-ALGEBRE B(H)

\

WSEH \RMITOWYH OPERATOROW W BESKONE^NOMERNOM SEPARABELXNOM GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE

MOVNO POSTROITX TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES ' TAKOJ, ^TO NE WSE OGRANI^ENNYE

B.F. IZ L

1

(') OPREDELQ@TSQ OPERATORAMI IZ m

'

.
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XI. wwedenie w teori`

nekommutatiwnogo integrirowaniq

(w SOAWTORSTWE S a. n. {ERSTNEWYM)

w KN.: sOWR. PROBLEMY MATEMATIKI.

nOWEJ[IE DOSTIVENIQ

(iTOGI NAUKI I TEHN. winiti an sssr)

m., TOM 27, 1985, 167{190

wwedenie

w SWQZI S PROGRESSOM W TEORII ALGEBR nEJMANA, IMEW[IM MESTO W KONCE

60-H| NA^ALE 70-H GODOW, I STIMULIROWANNYM PLODOTWORNOJ TEORIEJ tOMITY-

tAKESAKI [72], A TAKVE TEORIEJ NORMALXNYH WESOW [43, 44], AKTUALXNOJ STALA

PROBLEMA RASPROSTRANENIQ NEKOMMUTATIWNOJ TEORII INTEGRIROWANIQ sIGALA

[70] NA NORMALXNYE WESA, QWLQ@]IESQ NECENTRALXNYMI ANALOGAMI INTEGRALA

PO NEOGRANI^ENNOJ MERE, ZADANNOGO NA KLASSE OGRANI^ENNYH FUNKCIJ.

wPERWYE PRINCIPIALXNOE RE[ENIE \TOJ PROBLEMY BYLO POLU^ENO W RABOTAH

[37, 38] I SISTEMATI^ESKI IZLOVENO W [34, 35]. oNO SU]ESTWENNO OPIRALOSX

NA RE[ENNU@ hAAGERUPOM [52] PROBLEMU HARAKTERIZACII NORMALXNYH WESOW NA

ALGEBRE nEJMANA. w DALXNEJ[EM BYL POLU^EN E]�E CELYJ RQD SHEM POSTROENIQ

INTEGRIROWANIQ OTNOSITELXNO NORMALXNYH WESOW. w POSLEDNIE GODY W SWQZI S

USILIW[IMSQ INTERESOM K JORDANOWYM STRUKTURAM ESTESTWENNO WOZNIKLI IDEI

POSTROENIQ NEASSOCIATIWNOGO INTEGRIROWANIQ. w DANNOJ STATXE DAETSQ OBZOR

SOWREMENNOGO SOSTOQNIQ UKAZANNYH WY[E PROBLEM.

x1. integrirowanie w algebrah

nejmana otnositelxno wesa

1.1. wWED�EM SNA^ALA RQD NAIBOLEE UPOTREBITELXNYH OBOZNA^ENIJ I PONQTIJ.

~EREZ B(H), ILI PROSTO B, OBOZNA^AETSQ ALGEBRA WSEH OGRANI^ENNYH LINEJNYH

OPERATOROW W KOMPLEKSNOM GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H. eSLI A � B, TO

^EREZA

+

; A

sa

; A

pr

OBOZNA^A@TSQ SOOTWETSTWENNO MNOVESTWA NEOTRICATELXNYH,

\RMITOWYH, \RMITOWYH IDEMPOTENTNYH \LEMENTOW IZ A.

pUSTX M | ALGEBRA nEJMANA, DEJSTWU@]AQ W H, M

�

| BANAHOWO PRO-

STRANSTWO WSEH ULXTRASLABO NEPRERYWNYH LINEJNYH FUNKCIONALOW NAM (PRED-

DWOJSTWENNOE PROSTRANSTWO ALGEBRY M), M

+

�

| KONUS WSEH POLOVITELXNYH
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FUNKCIONALOW IZM

�

. wESOM NA ALGEBRE nEJMANAM NAZYWAETSQ OTOBRAVENIE

' :M

+

! [0;+1] SO SWOJSTWAMI:

'(x+ y) = '(x) + '(y); '(�x) = �'(x) (x; y 2 M

+

; � � 0)

(PRI \TOM 0 � (+1) � 0). wES ' NAZYWAETSQ SLEDOM, ESLI '(x

�

x) = '(xx

�

) (x 2

M). mNOVESTWO n

'

� fx 2 M : '(x

�

x) < +1g | LEWYJ IDEAL W M . pUSTX

m

'

| �-ALGEBRA, POROVD�ENNAQ \LEMENTAMI WIDA y

�

x (x; y 2 n

'

). oGRANI^ENIE

'jm

+

'

PRODOLVAETSQ PO LINEJNOSTI DO POLOVITELXNOGO FUNKCIONALA NA m

'

;

\TOT FUNKCIONAL PO-PREVNEMU OBOZNA^AETSQ ^EREZ '. wES ' NA ALGEBRE nEJMANA

NAZYWAETSQ

| TO^NYM, ESLI '(x) = 0 (x 2 M

+

)) x = 0;

| POLUKONE^NYM, ESLI m

'

ULXTRASLABO PLOTNO WM;

| NORMALXNYM, ESLI DLQ KAVDOJ WOZRASTA@]EJ SETI x

i

% x (x

i

; x 2 M

+

):

'(x) = sup

i

'(x

i

).

pUSTX '| TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ (T.N.P.) WES NA ALGEBRE nEJMA-

NAM, H| GILXBERTOWO PROSTRANSTWO, QWLQ@]EESQ POPOLNENIEM n

'

PO SKALQR-

NOMU PROIZWEDENI@ hx; yi � '(y

�

x) (x; y 2 n

'

). tOGDA OTOBRAVENIE �

'

:M !

B(H), OPREDEL�ENNOE RAWENSTWOM �

'

(x)y = xy (x 2 M; y 2 n

'

), ZADA�ET �-PRED-

STAWLENIE ALGEBRY M W ALGEBRU B(H), TO^NEE | IZOMORFIZM ALGEBRY nEJ-

MANA M NA ALGEBRU nEJMANA �

'

(M) � B(H). aLGEBRA A � n

'

\ n

�

'

(GDE

n

�

'

� fx

�

: x 2 n

'

g) QWLQETSQ PLOTNOJ ^ASTX@ GILXBERTOWA PROSTRANSTWA H I OB-

LADAET STRUKTUROJ LEWOJ GILXBERTOWOJ ALGEBRY S INWOL@CIEJ x! x

�

(x 2 A)

[72]. oBOZNA^IM ^EREZ S ZAMYKANIE (W H) ANTILINEJNOGO OPERATORA x ! x

�

,

I PUSTX S = J�

1=2

| EGO POLQRNOE RAZLOVENIE. zDESX J | ANTILINEJNAQ

IZOMETRIQ SO SWOJSTWOM J

2

= 1, A � � 0 | NESINGULQRNYJ SAMOSOPRQV�ENNYJ

OPERATOR, NAZYWAEMYJ MODULQRNYM OPERATOROM, ASSOCIIROWANNYM S '. w \TIH

OBOZNA^ENIQH IMEET MESTO SLEDU@]IJ REZULXTAT (TEOREMA tOMITA-tAKESAKI):

oTOBRAVENIE

x! Jx

�

J (x 2 B(H))

OPREDELQET ANTIIZOMORFIZM ALGEBRY �

'

(M) NA E�E KOMMUTANT �

'

(M)

0

. oD-

NOPARAMETRI^ESKAQ GRUPPA f�

i t

(�)�

� i t

g

t2R

UNITARNYH PREOBRAZOWANIJ ALGEB-

RY B(H) OSTAWLQET �

'

(M) NA MESTE: �

i t

�

'

(M)�

� i t

= �

'

(M), I POTOMU

OPREDELQET GRUPPU � = f�

t

g

t2R

AWTOMORFIZMOW �

t

(x) = �

�1

'

f�

i t

�

'

(x)�

� i t

g

(x 2 M; t 2 R) ALGEBRY M, NAZYWAEMO@ GRUPPOJ MODULQRNYH AWTOMORFIZ-

MOW, ASSOCIIROWANNOJ S '. pRI \TOM �

t

(x) = �

i t

x (x 2 n

'

)

1

. w ^ASTNOSTI,

MNOGOOBRAZIQ n

'

, n

'

\ n

�

'

, m

'

�-INWARIANTNY I '(�

t

(x)) = '(x) (x 2 M

+

).

1.2. k NASTOQ]EMU WREMENI IMEETSQ CELYJ RQD PODHODOW K NEKOMMUTATIW-

NOMU INTEGRIROWANI@ OTNOSITELXNO T.N.P. WESA W ALGEBRAH nEJMANA I NIVE

MY PRIWED�EM IH HARAKTERNYE OSOBENNOSTI. wSE ONI WOZNIKLI KAK OBOB]ENIQ

W OPREDEL�ENNYH OTNO[ENIQH SIGALOWSKOJ TEORII INTEGRIROWANIQ PO SLEDU [70],

KOTORU@ ESTESTWENNO PO\TOMU WZQTX W KA^ESTWE OTPRAWNOJ TO^KI NA[EGO IZLO-

VENIQ.

pUSTX � | T.N.P. SLED NA ALGEBRE nEJMANAM, DEJSTWU@]EJ W GILXBERTOWOM

PROSTRANSTWE H. fUNKCIQ x! � (jxj) (x 2 m

�

) QWLQETSQ NORMOJ NA KOMPLEKSNOM
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WEKTORNOM PROSTRANSTWE m

�

(ZDESX jxj = (x

�

x)

1=2

). oBOZNA^IM ^EREZ L

1

(� ) PO-

POLNENIE m

�

PO \TOJ NORME. sIGAL POLU^IL SODERVATELXNU@ REALIZACI@ \TOGO

PROSTRANSTWA ZAMKNUTYMI (WOOB]E, NEOGRANI^ENNYMI) OPERATORAMI, DEJSTWU-

@]IMI W H. bOLEE TO^NO, L

1

(� ) SOSTOIT IZ ZAMKNUTYH PLOTNO ZADANNYH OPE-

RATOROW h, PRISOEDIN�ENNYH K M I TAKIH, ^TO � (jhj) < +1. (zDESX I WS@DU

NIVE WYRAVENIE � (kx) DLQ x 2 M

+

I SAMOSOPRQV�ENNOGO OPERATORA k � 0, PRI-

SOEDIN�ENNOGO K M, PONIMAETSQ W SLEDU@]EM REGULQRIZOWANNOM SMYSLE (SM.

[67])

� (kx) � lim

"!0+

� (k

"

1=2

xk

"

1=2

);

GDE k

"

= k(1 + "k)

�1

; " > 0.)

1.3. dIKSMXE [46] (SM. TAKVE [47]) I sIGAL [70] OHARAKTERIZOWALI L

1

(� )

KAK BANAHOWO PROSTRANSTWO, ZAWISQ]EE ALGEBRY nEJMANA M. sOOTWETSTWU@-

]IJ IZOMORFIZM OPREDEL�EN FORMULOJ h 2 L

1

(� )

+

! � (h�) 2 M

�

. w PODOBNOJ

REALIZACII PROSTRANSTWA L

1

(� ) FUNKCIONALAMI KONE^NYJ OB_EKT (BANAHOW \K-

WIWALENT PROSTRANSTWA L

1

(� )) | PROSTRANSTWOM

�

| NE ZAWISIT NE TOLXKO OT

SLEDA � (OBSTOQTELXSTWO HORO[O IZWESTNOE IZ KLASSI^ESKOJ (KOMMUTATIWNOJ)

SITUACII), NO I OT GILXBERTOWA PROSTRANSTWA H, GDE DEJSTWUET M. |TO ZA-

ME^ATELXNOE OBSTOQTELXSTWO MOVNO RASSMATRIWATX W POSLEDU@]EM KAK SWOEGO

RODA KRITERIJ KORREKTNOSTI SODERVATELXNYH KONSTRUKCIJ PROSTRANSTWA L

1

OTNOSITELXNO WESA.

1.4. pRI OBOB]ENII NA WESA NAIBOLEE BLIZKIM K SIGALOWSKOJ REALIZACII

PROSTRANSTWA L

1

, QWLQETSQ PODHOD, PRI KOTOROM INTEGRIRUEMYE \LEMENTY PO-

LU^A@TSQ KAK NEKOTORYE PREDELXNYE OB_EKTY IZ OPERATOROW ALGEBRY nEJMANA

[37, 38, 34, 35].

pUSTX ' | T.N.P. WES NA ALGEBRE nEJMANAM, DEJSTWU@]EJ W GILXBERTOWOM

PROSTRANSTWE H. fUNKCIQ x! '(jxj) UVE NE QWLQETSQ, KAK \TO IMELO MESTO DLQ

SLEDA (SM. P. 1.2), NORMOJ NA m

'

. w KA^ESTWE ANALOGA L

1

-NORMY RASSMOTRIM NA

WE]ESTWENNOM WEKTORNOM PROSTRANSTWE m

sa

'

WYPUKLU@ FUNKCI@

kxk

'

= inff'(x

1

+ x

2

) : x = x

1

� x

2

(x

1

; x

2

2 m

+

'

g: (1)

w ^ASTNOSTI, kxk

'

= '(x) DLQ x 2 m

+

'

. s POMO]X@ TEHNIKI LEWYH GILXBER-

TOWYH ALGEBR USTANAWLIWAETSQ, ^TO k � k

'

| NORMA NA m

sa

'

[38]. oTMETIM, ^TO

ESLI ' | SLED, TO kxk

'

= '(jxj).

fORMALXNOE POPOLNENIE m

sa

'

PO WWED�ENNOJ NORME PRIWODIT K WE]ESTWENNO-

MU BANAHOWU PROSTRANSTWU L

1

(')

sa

, \LEMETAMI KOTOROGO QWLQ@TSQ POKA NEKON-

STRUKTIWNYE OB_EKTY, | FUNDAMENTALXNYE POSLEDOWATELXNOSTI. sODERVA-

TELXNAQ IH REALIZACIQ OSNOWANA NA PONQTII LINEALA WESA, WPERWYE WWED�ENNOM

W [37],[38]

2

. lINEALOM NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA ' NA ALGEBRE nEJMANA

M, DEJSTWU@]EJ W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H, NAZYWAETSQ LINEAL

D

'

� ff 2 H : 9� > 0 8x 2 M

+

(hxf; fi � �'(x))g:

lINEAL D

'

INWARIANTEN OTNOSITELXNO KOMMUTANTA M

0

I, ESLI, KROME TOGO, '

TO^EN, D

'

PLOTEN W H. eSLI TEPERX (x

n

) | k � k

'

-FUNDAMENTALXNAQ POSLEDO-

WATELXNOSTX OPERATOROW IZ m

sa

'

, TO, KAK NETRUDNO WIDETX, DLQ L@BYH WEKTOROW
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f; g 2 D

'

^ISLOWAQ POSLEDOWATELXNOSTX hx

n

f; gi SHODITSQ. tAKIM OBRAZOM, NA

LINEALE D

'

OPREDELENA \RMITOWA BILINEJNAQ FORMA (B.F.)

a

fx

n

g

(f; g) � lim

n

hx

n

f; gi (f; g 2 D

'

):

tEM SAMYM MOTIWIROWANO SLEDU@]EE OPREDELENIE: PUSTX '| T.N.P. WES NA AL-

GEBRE nEJMANA M, DEJSTWU@]EJ W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H. |RMITOWU

B.F. a, ZADANNU@ NA LINEALE WESA D

'

, NAZOW�EM INTEGRIRUEMOJ (OTNOSITELXNO

'), ESLI SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � m

sa

'

, NAZYWAEMAQ OPREDELQ@-

]EJ, TAKAQ, ^TO

(A) a(f; g) = lim

n

hx

n

f; gi (f; g 2 D

'

),

(B) kx

n

� x

m

k

'

! 0 (n;m!1).

sLEDU@]AQ PRINCIPIALXNAQ TEOREMA RE[AET ZADA^U SODERVATELXNOGO OPISA-

NIQ PROSTRANSTWA L

1

(')

sa

.

tEOREMA 1 [38]. pUSTX ' | T.N.P. WES NA ALGEBRE nEJMANA M, DEJSTWU-

@]EJ W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H, I (x

n

) | OPREDELQ@]AQ POSLEDOWA-

TELXNOSTX DLQ NULEWOJ B.F. tOGDA lim

n

kx

n

k

'

= 0.

iZ \TOJ TEOREMY NEMEDLENNO SLEDUET, ^TO FORMULA kak

'

� lim

n

kx

n

k

'

, GDE a

| INTEGRIRUEMAQ B.F. a (x

n

) | KAKAQ-NIBUDX E�E OPREDELQ@]AQ POSLEDOWATELX-

NOSTX, | ZADA�ET ODNOZNA^NOE PRODOLVENIE NORMY k � k

'

S m

sa

'

NA WE]ESTWENNOE

WEKTORNOE PROSTRANSTWO WSEH INTEGRIRUEMYH \RMITOWYH B.F., PRI^�EM POSLED-

NEE POLNO OTNOSITELXNO UKAZANNOJ NORMY. iTAK, PROSTRANSTWO L

1

(')

sa

MOVNO

OTOVDESTWITX S PROSTRANSTWOM WSEH INTEGRIRUEMYH \RMITOWYH B.F. pRI \TOM

DLQ INTEGRIRUEMOJ \RMITOWOJ B.F. a = a

fx

n

g

KORREKTNO OPREDELENA WELI^INA

'(a) � lim

n

'(x

n

), KOTORU@ ESTESTWENNO NAZWATX INTEGRALOM FORMY a OTNOSI-

TELXNO WESA '. oTMETIM, ^TO SU]ESTWOWANIE WELI^INY '(a) I E�E NEZAWISIMOSTX

OT WYBORA OPREDELQ@]EJ POSLEDOWATELXNOSTI (x

n

) TAKVE QWLQETSQ SLEDSTWIEM

TEOREMY 1.

1.5. oPREDELENIE INTEGRIRUEMOJ B.F. MOVET BYTX RASPROSTRANENO S \R-

MITOWA SLU^AQ NA OB]IJ. sKAVEM, ^TO B.F. a, ZADANNAQ NA D

'

, INTEGRIRUEMA

OTNOSITELXNO T.N.P. WESA ', ESLI E�E \RMITOWA I KOSO\RMITOWA KOMPONENTY a

1

; a

2

PRINADLEVATL

1

(')

sa

. pRI \TOM KLASS L

1

(') WSEH INTEGRIRUEMYH B.F. QWLQETSQ

KOMPLEKSNYM WEKTORNYM PROSTRANSTWOM, A WELI^INA '(a) � '(a

1

) + '(a

2

) (a 2

L

1

(')) NAZYWAETSQ INTEGRALOM B.F. a OTNOSITELXNO '. zADADIM TEPERX NORMU

W L

1

(') TAK, ^TOBY NA L

1

(')

sa

\TA NORMA SOWPADALA S UVE WWED�ENNOJ. sLE-

DU@]IJ REZULXTAT POKAZYWAET, ^TO ESTESTWENNOE TREBOWANIE IZOMETRI^ESKOGO

IZOMORFIZMA L

1

(') I M

�

OPREDELQET \TU NORMU PO SU]ESTWU EDINSTWENNYM

SPOSOBOM.

tEOREMA 2 [25]. pUSTX ' | T.N.P. WES NA ALGEBRE nEJMANA M. sU]EST-

WUET, PRITOM EDINSTWENNOE, OTOBRAVENIE 
 : m

'

! M

�

, UDOWLETWORQ@]EE

SLEDU@]IM USLOWIQM:

(i) 
(x)(1) = '(x) (x 2 m

'

),
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(ii) 
(m

+

'

) = f! 2 M

+

�

: 9� > 0 (! � �')g,

(iii) OTOBRAVENIE fx; yg ! 
(x)(y

�

) | NEWYROVDENNAQ POLOVITELXNAQ

B.F. NA m

'

.

pRI \TOM OKAZYWAETSQ, ^TO kxk

'

= k
(x)k (x 2 m

sa

'

) [52, 25], PRI^�EM LINE-

AL 
(m

'

) PLOTEN W M

�

. oPREDELIM TEPERX NORMU W L

1

(') RAWENSTWOM kak

'

�

lim k
(x

n

+i y

n

)k, GDE (x

n

); (y

n

) | OPREDELQ@]IE POSLEDOWATELXNOSTI DLQ SOOT-

WETSTWENNO \RMITOWOJ I KOSO\RMITOWOJ KOMPONENT BILINEJNOJ FORMY a. tOGDA

OTOBRAVENIE 
 : m

'

! M

�

PRODOLVAETSQ PO NEPRERYWNOSTI DO IZOMETRI^ES-

KOGO IZMORFIZMA (W DALXNEJ[EM OBOZNA^AEMOGO TOJ VE BUKWOJ 
) BANAHOWYH

PROSTRANSTW L

1

(') IM

�

, PEREWODQ]EGO KONUS L

1

(')

+

INTEGRIRUEMYH POLOVI-

TELXNYH B.F. NA KONUSM

+

�

, I TAKOGO, ^TO '(a) = 
(a)(1) (a 2 L

1

(')) [34]. |TOT

REZULXTAT pETC [68] OFORMIL S POMO]X@ PONQTIQ BIWESA.

1.6. kAK UVE OTME^ALOSX, PROSTRANSTWO L

1

(� ), ASSOCIIROWANNOE S T.N.P. SLE-

DOM � , SODERVATELXNO OPISYWAETSQ OPERATORAMI. iNTERESNO WYQSNITX, KOGDA K

OPERATORAM SWODQTSQ B.F., INTEGRIRUEMYE OTNOSITELXNO WESA.

pUSTX ' | T.N.P. WES NA ALGEBRE nEJMANA M I h � 0 | SAMOSOPRQV�ENNYJ

OPERATOR. eSLI D

'

� D(h

1=2

), TO KORREKTNO OPREDELENA B.F. e � h(f; g) �

hh

1=2

f; h

1=2

gi (f; g 2 D

'

). bUDEM GOWORITX, ^TO POLOVITELXNAQ B.F. a SWO-

DITSQ K OPERATORU, ESLI SU]ESTWUET SAMOSOPRQV�ENNYJ OPERATOR h � 0, PRISO-

EDIN�ENNYJ KM, TAKOJ ^TO a = e�h. kAK POKAZAL o. e. tIHONOW, INTEGRIRUEMYE

B.F. LINEJNO POROVDENY B.F., SWODQ]IMISQ K OPERATORAM:

tEOREMA 3 [23]. pUSTX ' | T.N.P. WES NA ALGEBRE nEJMANA M. tOGDA DLQ

KAVDOJ B.F. a 2 L

1

(')

sa

SU]ESTWU@T POLOVITELXNYE INTEGRIRUEMYE B.F.

a

1

; a

2

, SWODQ]IESQ K OPERATORAM, PRI^�EM a = a

1

� a

2

.

oTMETIM, W ^ASTNOSTI, ^TO POLOVITELXNAQ INTEGRIRUEMAQ B.F. TAKVE QW-

LQETSQ, WOOB]E GOWORQ, RAZNOSTX@ DWUH POLOVITELXNYH INTEGRIRUEMYH B.F.,

SWODQ]IHSQ K OPERATORAM. sWODIMOSTX K OPERATORAM WSEH INTEGRIRUEMYH PO-

LOVITELXNYH B.F. TREBUET DOPOLNITELXNYH OGRANI^ENIJ NA WES. oTMETIM

OTNOSQ]IESQ K \TOMU WOPROSU REZULXTATY.

sLEDUQ [29, 48], SKAVEM, ^TO WES ' PO^TI DOMINIRUET FUNKCIONAL ! 2 M

+

�

,

ESLI DLQ L@BOJ POSLEDOWATELXNOSTI (x

n

) �M IZ USLOWIJ '(x

�

n

x

n

)! 0; !((x

n

�

x

m

)

�

(x

n

� x

m

))! 0 (n;m!1) SLEDUET, ^TO !(x

�

n

x

n

)! 0.

tEOREMA 4 [29]. pUSTX B.F. a 2 L

1

(')

+

. sLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) B.F. a SWODITSQ K OPRERATORU,

(ii) WES ' PO^TI DOMINIRUET FUNKCIONAL 
(a), GDE 
 : L

1

(') ! M

�

|

KANONI^ESKIJ IZOMORFIZM,

(iii) SU]ESTWUET WOZRASTA@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � m

+

'

, QWLQ@]A-

QSQ OPREDELQ@]EJ DLQ B.F. A,

(iv) SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (f

n

) � D

'

TAKAQ, ^TO


(a) =

1

P

n=1

h(�)f

n

; f

n

i.

pOLNOE OPISANIE TEH T.N.P. WESOW ', DLQ KOTORYH WSE B.F. IZ L

1

(')

+

SWODQTSQ

K OPERATORAM, POLU^ENO W RABOTE [30]. nAZOW�EM, SLEDUQ [29, 30], WES ' NA M



XI. teoriq nekommutatiwnogo integrirowaniq 129

REGULQRNYM, ESLI

8! 2 M

+

�

(! 6= 0) 9!

0

2 M

+

�

(!

0

6= 0; !

0

� !; !

0

� '):

oTMETIM, ^TO TREBOWANIE REGULQRNOSTI T.N.P. WESA \KWIWALENTNO WYPOLNIMOS-

TI UTWERVDENIJ (i) | (iv) TEOREMY 4 DLQ WSEH B.F. IZ L

1

(')

+

.

tEOREMA 5 [30]. pUSTX ' | NORMALXNYJ REGULQRNYJ (SLEDOWATELXNO, TO^-

NYJ) POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE nEJMANA M. tOGDA

(i) ALGEBRA M POLUKONE^NA,

(ii) ESLI '(1) < +1, TO M KONE^NA.

pRI \TOM OKAZYWAETSQ, ^TO REGULQRNOSTX WSEH T.N.P. WESOW NA M \KWIWA-

LENTNA KONE^NOSTI ALGEBRY M. pRIWED�EM OPISANIE NORMALXNYH REGULQRNYH

POLUKONE^NYH WESOW NA POLUKONE^NOJ ALGEBRE nEJMANA. eSLI '| NORMALXNYJ

POLUKONE^NYJ WES NAM, TO SU]ESTWUET SAMOSOPRQV�ENNYJ OPERATOR h � 0, PRI-

SOEDIN�ENNYJ K M (OPERATOR PLOTNOSTI), TAKOJ, ^TO ' = � (h�) ([67], TEOREMA

5.12). wES ' NAZOW�EM LOKALXNO IZMERIMYM, ESLI OPERATOR PLOTNOSTI h LOKALXNO

IZMERIM W SMYSLE [69] (SM. TAKVE [76]).

tEOREMA 6 [30]. pUSTX � | T.N.P. SLED NAM I ' = � (h�) | NORMALXNYJ PO-

LUKONE^NYJ WES. wES ' REGULQREN TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA h NESINGULQREN

I h

�1

LOKALXNO IZMERIM.

1.7. sLEDU@]IM WAVNYM \TAPOM POSTROENIQ TEORII NEKOMMUTATIWNOGO IN-

TEGRIROWANIQ QWLQETSQ POSTROENIE [KALY PROSTRANSTW L

p

(1 � p � 1) I, W

^ASTNOSTI, PROSTRANSTWA L

2

. dLQ SLU^AQ SLEDA TAKAQ TEORIQ POSTROENA W RA-

BOTAH oGASAWARA I iO[INAGA [66] I DR. [46, 62, 65, 76] I ISPOLXZOWANA gROSSOM

DLQ RE[ENIQ ZADA^ SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI DLQ OSNOWNYH FIZI^ESKIH

SOSTOQNIJ [50].

sODERVATELXNOE OPISANIE GILXBERTOWA PROSTRANSTWA L

2

(') | POPOLNENIQ

n

'

PO SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ hx; yi = '(y

�

x), IDEJNO BLIZKOE KONSTRUKCII

PROSTRANSTWA L

1

('), | PREDLOVENO W RABOTAH [27, 29]. dLQ T.N.P. WESA ' NA

M \LEMENTAMI L

2

(') QWLQ@TSQ LINEJNYE OPERATORY S OB]EJ OBLASTX@ OPRE-

DELENIQ D

'

, QWLQ@]IESQ POTO^E^NYMI PREDELAMI FUNDAMENTALXNYH PO NORME

k � k = h�; �i

1=2

POSLEDOWATELXNOSTEJ OPERATOROW IZ n

'

. pRI \TOM OKAZYWAETSQ

[29], ^TO OB]IJ WID B.F. a 2 L

1

(') OPREDELQETSQ FORMULOJ

a(f; g) = hsf; tgi (f; g 2 D

'

; s; t 2 L

2

(')):

oTMETIM, ^TO ZAMYKAEMOSTX WSEH OPERATOROW IZ L

2

(') \KWIWALENTNA TREBOWA-

NI@ REGULQRNOSTI WESA ' (SR. P. 1.6).

k SOVALENI@, MY NE RASPOLAGAEM POKA SPOSOBOM POSTROENIQ WSEJ [KALY

L

p

PRI SAMYH OB]IH PREDPOLOVENIQH (OTNOSITELXNO ALGEBRY nEJMANA I WESA)

W RAMKAH IZLOVENNOJ WY[E KONSTRUKCII. oDNAKO ISPOLXZUQ INYE PODHODY K

POSTROENI@ NEKOMMUTATIWNOGO INTEGRIROWANIQ, MOVNO POLU^ITX [KALU L

p

I W

OB]IH PREDPOLOVENIQH (SM. NIVE P. 1.8). pRIWED�EM RQD KONSTRUKCIJ [KAL L

p

W DUHE IZLOVENNOJ WY[E IDEOLOGII PRI NEKOTORYH OGRANI^ENIQH NA ALGEBRU I

NA WES.
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pUSTX M | POLUKONE^NAQ ALGEBRA nEJMANA, � | T.N.P. SLED NA M I

' = � (h�) | T.N.P. LOKALXNO IZMERIMYJ WES NAM (SM. P. 1.6). pUSTX L

p

(� ) |

BANAHOWO PROSTRANSTWO IZMERIMYH OPERATOROW, INTEGRIRUEMYH S p-TOJ STEPE-

NX@ OTNOSITELXNO � , S NORMOJ

ksk

�

p

� [� (jsj

p

)]

1=p

; s 2 L

p

(� ); 1 � p < +1:

pRI p = +1, KAK OBY^NO, L

1

(� ) = M; kxk

1

= kxk (x 2 M). dLQ KAVDOGO

p � 1 I � 2 [0; 1] POLOVIM

m

1=p

�

= fx 2 M : h

�=p

� x � h

(1��)=p

2 L

p

(� )g;

kxk

p;�

� kh

�=p

� x � h

(1��)=p

k

�

p

(x 2 m

1=p

�

)

(ZDESX PROIZWEDENIE OPERATOROW PONIMAETSQ W SILXNOM SMYSLE). |TI OPREDELE-

NIQ KORREKTNY (NE ZAWISQT OT WYBORA SLEDA � ). pROSTRANSTWOM L

p;�

(') NAZOW�EM

BANAHOWO PROSTRANSTWO, QWLQ@]EESQ POPOLNENIEM LINEALAm

1=p

�

PO NORME k�k

p;�

.

tEOREMA 7 [28]. pUSTX p � 1 I T.N.P. WES ' LOKALXNO IZMERIM. dLQ KAVDO-

GO � 2 [0; 1] BANAHOWO PROSTRANSTWO L

p;�

(') IZOMETRI^ESKI IZOMORFNO PRO-

STRANSTWU L

p

(� ).

pRI DOPOLNITELXNOM PREDPOLOVENII REGULQRNOSTI WESA ' (T. E. LOKALXNOJ

IZMERIMOSTI OPERATORA h

�1

) \TI PROSTRANSTWA DOPUSKA@T REALIZACI@ LOKALX-

NO IZMERIMYMI OPERATORAMI. iMENNO, PUSTX L ESTX �-ALGEBRA WSEH LOKALXNO

IZMERIMYH OTNOSITELXNOM OPERATOROW. tOGDA LINEAL

fs 2 L : h

�=p

� s � h

(1��)=p

2 L

p

(� )g

W L, SNABV�ENNYJ NORMOJ ksk

p;�

� [� (jh

�=p

� s � h

(1��)=p

j

p

)]

1=p

, QWLQETSQ BANA-

HOWYM PROSTRANSTWOM, IZOMORFNYM PROSTRANSTWU L

p;�

('). pRI \TOM W SLU^AE

KONE^NOJ ALGEBRY nEJMANAM I KONE^NOGO WESA ' PROSTRANSTWO L

2;0

(') SOWPA-

DAET S GILXBERTOWYM PROSTRANSTWOM L

2

(M; '), POSTROENNYM W RABOTE dAQ [48].

oTMETIM, ^TO FORMULA, ZADA@]AQ NORMU k � k

p;�

, WWED�ENNAQ W [26] (� = 1=2)

I [28], NA[LA PRILOVENIQ W KONSTRUKCII INTEGRALA PO POLUADDITIWNOJ MERE

NA PROEKTORAH ALGEBRY nEJMANA [42] I (SM. NIVE P. 2.3) NA POLUKONE^NYH

JBW -ALGEBRAH [1, 4].

w SLU^AE, KOGDA ' | TO^NOE NORMALXNOE SOSTOQNIE, POLU^ENA REALIZACIQ

PROSTRANSTWA L

p;1=2

(') INTEGRIRUEMYMI B.F. [26]. pRI \TOM DLQ p = 1 POLU^A-

ETSQ W TO^NOSTI PROSTRANSTWO L

1

('), OPISANNOE W PP. 1.4{1.5, A PRI p > 1 PRO-

STRANSTWA L

p;1=2

(') OKAZYWA@TSQ LINEJNYMI PODPROSTRANSTWAMI PROSTRANSTWA

L

1

('). iNTERESNO OTMETITX, ^TO HOTQ KAVDOE NORMALXNOE SOSTOQNIE ' QWLQETSQ

LOKALXNO IZMERIMYM, UVE W SLU^AE ALGEBRY B(H) (dimH =1) OBRATNYJ K EGO

OPERATORU PLOTNOSTI ZAWEDOMO NE LOKALXNO IZMERIM, TAK ^TO UKAZANNAQ WY[E

REALIZACIQ L

p;1=2

(') LOKALXNO IZMERIMYMI OPERATORAMI NEWOZMOVNA.

w RABOTE [31] DLQ T.N.P. WESA ' POSTROENY DWE ODNOPARAMETRI^ESKIE [KALY

POPARNO IZOMORFNYH PROSTRANSTW L

1;�

(') I L

2;�

(') (0 � � � 1). pRI \TOM OPI-

SANNYE WY[E PROSTRANSTWA L

1

(') I L

2

(') SOOTWETSTWU@T L

1;1=2

(') I L

2;0

('), A

W POLUKONE^NOM SLU^AE \TA KONSTRUKCIQ WKL@^AETSQ W [KALU L

p;�

('). nALI^IE

DOPOLNITELXNOGO PARAMETRA �, OBUSLOWLIWA@]EGO \RAS]EPLENIE" PROSTRANSTW

L

p

, QWLQETSQ SLEDSTWIEM NECENTRALXNOSTI WESA ' I TESNO SWQZANO S GRANI^NYM

USLOWIEM kUBO-mARTINA-{WINGERA [72, 31].
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1.8. w \TOM PUNKTE MY IZLOVIM KONSTRUKCI@ hAAGERUPA [KALY PROST-

RANSTW L

p

(') (1 � p � 1) OTNOSITELXNO T.N.P. WESA ' NA ALGEBRE nEJMANAM

[53]. |TI PROSTRANSTWA REALIZU@TSQ OPERATORAMI. dOSTIGAETSQ \TO NEKOTO-

RYM RAS[IRENIEM ISHODNOJ ALGEBRY M, PRI^�EM, WOOB]E, IZMENQETSQ I SAMO

GILXBERTOWO PROSTRANSTWO, GDE PERWONA^ALXNO DEJSTWUET M. pRI POSTROENII

[KALY ISPOLXZUETSQ PONQTIE OPERATORNOZNA^NOGO WESA WWEDENNOE hAAGERUPOM

[54, 55].

rAS[IRENNOJ POLOVITELXNOJ ^ASTX@ ALGEBRY nEJMANA M (OBOZNA^AETSQ

c

M

+

) NAZYWAETSQ MNOVESTWO WSEH POLUNEPRERYWNYH SNIZU ADDITIWNYH I POLO-

VITELXNO-ODNORODNYH OTOBRAVENIJ m :M

+

�

! [0;+1]. kONUSM

+

MOVNO RAS-

SMATRIWATX KAK ^ASTX

c

M

+

, ESLI OTOVDESTWITX x 2 M

+

S m

x

, GDE m

x

(�) =

�(x) (� 2 M

+

�

). dLQ a 2 M; m 2

c

M

+

OPREDELIM a

�

ma 2

c

M

+

, POLAGAQ

a

�

ma(�) � m(a�a

�

); � 2 M

+

�

;

GDE a�a

�

(�) � �(a

�

(�)a). kAVDYJ NORMALXNYJ WES  NAM OBLADAET EDINSTWEN-

NYM PRODOLVENIEM (TAKVE OBOZNA^AEMYM  ) NA

c

M

+

TAKIM, ^TO

 (�m) = � (m);  (m + n) =  (m) +  (n) (� � 0; m; n 2

c

M

+

);

m

i

% m)  (m

i

)%  (m);

GDE m

i

% m OZNA^AET, ^TO !(m

i

)% !(m) DLQ L@BOGO ! 2 M

+

�

.

pUSTX TEPERX N | PODALGEBRA nEJMANA ALGEBRYM. oPERATORNOZNA^NYM

WESOM IZ M W N NAZYWAETSQ ADDITIWNOE I POLOVITELXNO-ODNORODNOE OTOBRA-

VENIE T :M

+

!

b

N

+

TAKOE, ^TO T (a

�

xa) = a

�

T (x)a (x 2 M

+

; a 2 N ). oPERA-

TORNOZNA^NYJ WES T NAZYWAETSQ

| NORMALXNYM, ESLI x

i

% x (x

i

; x 2 M

+

)) T (x

i

)% T (x),

| TO^NYM, ESLI T (x

�

x) = 0) x = 0,

| POLUKONE^NYM, ESLI n

T

� fx 2 M : kT (x

�

x)k <1g ULXTRASLABO PLOTNO

WM.

pUSTX ' | T.N.P. WES NA ALGEBRE nEJMANAM, � | GRUPPA MODULQRNYH AW-

TOMORFIZMOW. s \TOJ GRUPPOJ SWQZANA ODNOPARAMETRI^ESKAQ GRUPPA (U(t))

t2R

UNITARNYH OPERATOROW TAKAQ, ^TO �

'

t

(x) = U(t)xU(t)

�

(x 2 M). pUSTX R(M;�)

| SKRE]ENNOE PROIZWEDENIE ALGEBRYM NA � [74]. R(M;�) | ZAWEDOMO POLUKO-

NE^NAQ ALGEBRA nEJMANA I ALGEBRUM MOVNO RASSMATRIWATX KAK E�E PODALGEBRU

(BOLEE TO^NO, M IZOMORFNA PODALGEBRE R(M;�)). w \TIH SOGLA[ENIQH OPRE-

DELENA ODNOPARAMETRI^ESSKAQ GRUPPA (�)

s2R

NA R(M;�) (DUALXNOE DEJSTWIE),

HARAKTERIZUEMAQ RAWENSTWAMI (PRI WSEH s 2 R):

�

s

(x) = x (x 2 M); �

s

(U(t)) = e

� i st

U(t) (t 2 R):

w ^ASTNOSTI, M | NAIBOLX[AQ PODALGEBRA nEJMANA ALGEBRY R(M;�), NEPO-

DWIVNAQ OTNOSITELXNO DEJSTWIQ �. rAWENSTWO

Tx �

Z

+1

�1

�

s

(x) ds; x 2 R(M;�)

+

;
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OPREDELQET TOGDA T.N.P. OPERATORNOZNA^NYJ WES IZ R(M;�) WM. pRI \TOM NA

R(M;�) SU]ESTWUET I OPREDEL�EN ODNOZNA^NO T.N.P. SLED � TAKOJ, ^TO ' � T =

� (h�), GDE h � 0 | SAMOSOPRQV�ENNYJ OPERATOR, PRISOEDIN�ENNYJ K R(M;�),

TAKOJ, ^TO h

i t

= U(t). |TOT SLED � UDOWLETWORQET RAWENSTWU � � �

s

= e

�s

� (s 2

R). gRUPPU (�)

s2R

MOVNO ESTESTWENNO PRODOLVITX DO GRUPPY AWTOMORFIZMOW

NA

\

R(M;�)

+

.

dLQ KAVDOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA  POLOVIM

e

 =  � T , I

PUSTX h

 

| PROIZWODNAQ rADONA-nIKODIMA

e

 OTNOSITELXNO SLEDA � , T. E.

e

 = � (h

 

�); h

 

� 0 | SAMOSOPRQV�ENNYJ OPERATOR, PRISOEDIN�ENNYJ K R(M;�),

PRI^�EM �

s

(h) = e

�s

h (s 2 R). w ^ASTNOSTI, h

 

� -IZMERIM [65] TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA  OGRANI^EN.

pROSTRANSTWA L

p

(') OPREDELQ@TSQ TEPERX SLEDU@]IM OBRAZOM. pROSTRAN-

STWO L

p

(') (1 � p < +1) SOSTOIT IZ WSEH � -IZMERIMYH OPERATOROW, PRISO-

EDIN�ENNYH K R(M;�) I TAKIH, ^TO �

s

(h) = e

�s=p

h (s 2 R). pROSTRANSTWO

L

1

(') SOSTOIT IZ WSEH � -IZMERIMYH OPERATOROW, PRISOEDIN�ENNYH K R(M;�)

I TAKIH, ^TO �

s

(h) = h (s 2 R). (w SILU SKAZANNOGO WY[E L

1

(') = M.) iZ

PRIWED�ENNOJ KONSTRUKCII SLEDUET, ^TO

(A) L

p

(') \ L

q

(') = f0g, ESLI p 6= q,

(B) PRI p <1 WSE NENULEWYE OPERATORY IZ L

p

(') NEOGRANI^ENY.

w ^ASTNOSTI, L

1

(') SOSTOIT IZ WSEH � -IZMERIMYH OPERATOROW h, PRISOEDIN�ENNYH

K R(M;�) I TAKIH, ^TO �

s

(h) = e

�s

h, A L

1

(')

+

= fh

 

j 2 M

+

�

g. nA PRO-

STRANSTWE L

1

(') KORREKTNO OPREDEL�EN LINEJNYJ FUNKCIONAL Tr RAWENSTWOM

Tr (h

 

) =  (1). oTS@DA WYTEKAET SOGLASOWANNOSTX KONSTRUKCII hAAGERUPA S

KRITERIEM P. 1.3:

tEOREMA 8 [53]. pROSTRANSTWO L

1

('), SNABV�ENNOE NORMOJ khk

1

= Tr (jhj),

QWLQETSQ BANAHOWYM PROSTRANSTWOM, IZOMETRI^ESKI IZOMORFNYM PROSTRAN-

STWU M

�

.

nORMY khk

p

� [Tr (jhj

p

)]

1=p

(1 � p < +1), khk

1

� khk POZWOLQ@T GOWO-

RITX O [KALE BANAHOWYH PROSTRANSTW L

p

('). pRI \TOM WYPOLNENO NERAWENSTWO

g�ELXDERA

khkk

1

� khk

p

kkk

q

�

1

p

+

1

q

= 1; h 2 L

p

('); k 2 L

q

('); p; q 2 [1;+1)

�

;

I SPRAWEDLIW ANALOG KLASSI^ESKOJ DWOJSTWENNOSTI: ESLI p 2 [1;+1) I q =

p

p� 1

, TO KAVDYJ OPERATOR h 2 L

q

(') OPREDELQET FUNKCIONAL h�; hi 2 L

p

(')

�

:

hx; hi � Tr (hx) (x 2 L

p

(')), PRI^�EM OTOBRAVENIE h! h�; hi QWLQETSQ IZOMETRI-

^ESKIM IZOMORFIZMOM L

q

(') NA L

p

(')

�

.

1.9. iNAQ KONSTRUKCIQ PROSTRANSTW L

p

(') PREDLOVENAkONNOM [45] I RAZWITA

hILSUMOM [58]. pROSTRANSTWA L

p

(') REALIZU@TSQ ZAMKNUTYMI OPERATORAMI W

GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE, GDE DEJSTWUET ALGEBRAM. oDNAKO \TI OPERATORY,

WOOB]E GOWORQ, NE PRISOEDINENY K ALGEBREM.

pUSTX ' | T.N.P. WES NA ALGEBRE nEJMANAM, DEJSTWU@]EJ W GILXBERTOWOM

PROSTRANSTWE H, H | POPOLNENIE n

'

(SM. P. 1.1). kAVDOMU WEKTORU f IZ
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LINEALA WESA D

'

, SOPOSTAWIM OPERATOR R(f) : H! H, OPREDEL�ENNYJ FORMULOJ

R(f) � xf (x 2 n

'

). |TOT OPERATOR OGRANI^EN I TEM SAMYM KORREKTNO ZADAN NA

H. pRI \TOM SOPRQV�ENNYJ OPERATOR R(f)

�

DEJSTWUET IZ H W H I R(f)R(f)

�

2

M

0

(f 2 D

'

). dLQ KAVDOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA  NA ALGEBRE

nEJMANAM

0

TEM SAMYM OPREDELENA POLOVITELXNAQ B.F. a

 

:

D(a

 

) = ff 2 D

'

:  (R(f)R(f )

�

) < +1g;

a

 

(f; g) =  (R(f)R(g)

�

) (f; g 2 D(a

 

)):

|TA B.F. OKAZYWAETSQ ZAMYKAEMOJ I, SLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET SAMOSOPRQV�EN-

NYJ OPERATOR

d 

d'

� 0 TAKOJ, ^TO a

 

(f; f) =













�

d 

d'

�

1=2

f













2

(f 2 D(a

 

)). oPERA-

TOR

d 

d'

NAZYWAETSQ \PROSTRANSTWENNOJ" PROIZWODNOJ rADONA-nIKODIMA WESA  

PO WESU '.

pROSTRANSTWO L

p

(') OPREDELQETSQ TEPERX KAK MNOVESTWO ZAMKNUTYH OPERA-

TOROW h, DEJSTWU@]IH W n I TAKIH, ^TO jhj

p

=

d 

d'

PRI NEKOTOROM  2 M

0

�

+

.

e]�E ODNA KONSTRUKCIQ [KALY L

p

, BLIZKAQ K PRIWED�ENNOJ ZDESX KONSTRUKCII

kONNA I hILSUMA, POSTROENA W RABOTAH aRAKI I mASUDY ([40] (SLU^AJ SOSTO-

QNIQ) I mASUDY [63] (SLU^AJ WESA). |LEMENTAMI PROSTRANSTWA L

p

(M; '), GDE

' | T.N.P. WES NA ALGEBRE nEJMANAM, ZDESX QWLQ@TSQ ZAMKNUTYE OPERATORY,

DEJSTWU@]IE W PROSTRANSTWE H PREDSTAWLENIQ, ASSOCIIROWANNOGO S ' (SM. P.

1.1). (oTMETIM, ^TO \TI OPERATORY, WOOB]E GOWORQ, NE PRISOEDINENY K ALGEBRE

nEJMANA �

'

(M).) pRI \TOM PROIZWEDENIE OPERATORA IZ L

p

NA OPERATOR IZ L

q

LEVIT W L

r

(r

�1

= p

�1

+ q

�1

; r � 1), A KANONI^ESKAQ DWOJSTWENNOSTX L

p

I

L

q

(1 = p

�1

+ q

�1

) INDUCIRUETSQ SKALQRNYM PROIZWEDENIEM IZ H. pOLU^ENY

TAKVE POLQRNOE I VORDANOWO RAZLOVENIQ OPERATOROW IZ L

p

(M; ') OTNOSITELX-

NO POLOVITELXNOJ ^ASTI L

p

(M; ')

+

. pOSTROENNYE PROSTRANSTWA NE ZAWISQT

S TO^NOSTX@ DO IZOMETRI^ESKOGO IZOMORFIZMA OT WYBORA ' I ESTESTWENNYM

OBRAZOM IZOMORFNY PROSTRANSTWAM L

p

W UPOMINAW[IHSQ WY[E KONSTRUKCIQH

hAAGERUPA, kONNA I hILSUMA.

1.10. pRI RASSMOTRENII [KALY PROSTRANSTW L

p

(1 � p � 1) ESTESTWENNO

POSTAWITX WOPROS O TOM, QWLQETSQ LI TAKAQ [KALA INTERPOLQCIONNOJ. kOSA-

KI [61] POSTROIL PROSTRANSTWA L

p

DLQ SOSTOQNIQ NA ALGEBRE nEJMANA M KAK

PROSTRANSTWA KOMPLEKSNOJ INTERPOLQCIONNOJ [KALY, SOEDINQ@]EJM IM

�

,

I POKAZAL, ^TO \TI PROSTRANSTWA IZOMORFNY PROSTRANSTWAM L

p

hAAGERUPA (SM.

P. 1.8). dLQ SLU^AQ T.N.P. WESA PROSTRANSTWA L

p

hAAGERUPA BYLI REALIZOWANY

S POMO]X@ K-METODA pETRE WE]ESTWENNOJ INTERPOLQCII W RABOTE kOSAKI [60].

w RABOTE tERP [75] BYL USTANOWLEN IZOMORFIZM MEVDU PROSTRANSTWAMI L

p

kON-

NA I hILSUMA (SM. P. 1.9) I PROSTRANSTWAMI KOMPLEKSNOJ INTERPOLQCIONNOJ

[KALY, SOEDINQ@]EJM IM

�

.

w RABOTAH a. a. zOLOTAREWA [7, 8] POSTROENIE I ISSLEDOWANIE PROSTRANSTW

L

p

, ASSOCIIROWANNYH S SOSTOQNIEM NA ALGEBRE nEJMANA, OSNOWYWALOSX NA IS-

POLXZOWANII [KALY L

1;�

(0 � � � 1), WWED�ENNOJ W P. 1.7. pRI \TOM PODHO-

DE W KA^ESTWE ANALOGA PROSTRANSTWA L

p

PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM � 2 [0; 1]
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WYSTUPAET PROSTRANSTWO L

p;�

KOMPLEKSNOJ INTERPOLQCIONNOJ [KALY, POSTRO-

ENNOJ PO BANAHOWOJ PARE (L

1;�

;M). pRI KAVDOM FIKSIROWANNOM p 2 [1;1]

PROSTRANSTWA L

p;�

POPARNO IZOMORFNY I SEMEJSTWO L

p;�

(0 � � � 1) OBRAZUET

KOMPLEKSNU@ INTERPOLQCIONNU@ [KALU. iMEET MESTO KANONI^ESKAQ DWOJSTWEN-

NOSTX L

�

p;�

' L

p

0

;�

0

(p

�1

+p

0�1

= 1; �+�

0

= 1). dLQ SOSTOQNIQ NA POLUKONE^NOJ

ALGEBRE nEJMANA [KALA L

p;�

SOWPADAET S SOOTWETSTWU@]EJ [KALOJ, WWED�ENNOJ

W P. 1.7. aNALOGI^NO PROSTRANSTWU L

1

, OPISANNOMU W P. 1.4, PROSTRANSTWA

L

p;�

REALIZU@TSQ KAK PROSTRANSTWA B.F. NA PLOTNOM LINEALE W GILXBERTOWOM

PROSTRANSTWE STANDARTNOGO PREDSTAWLENIQ; ODNAKO OKAZYWAETSQ [8], ^TO DLQ

PROIZWOLXNYH p I � LINEAL SOSTOQNIQ DLQ \TIH CELEJ UVE NE PODHODIT.

1.11. e]�E ODNA KONSTRUKCIQ PROSTRANSTW L

p

PREDLOVENA o. e. tIHONOWYM

[24]. oNA OSNOWANA NA TEORII OBOB]�ENNYH RAZLOVENIJ EDINICY. pUSTX ' |

T.N.P. WES NA ALGEBRE nEJMANAM. dLQ x 2 M

sa

POLOVIM

kxk

p

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

inf

�

Z




jf j

p

'(dX)

�

1=p

; ESLI 1 � p < +1;

inf vrai

!(X)

sup

!2


jf(!)j; ESLI p = +1:

zDESX inf BER�ETSQ PO WSEM PREDSTAWLENIQM x =

Z




f dX (INTEGRAL PONIMAETSQ W

ULXTRASLABOM SMYSLE), GDE X = fX(Q) : Q 2 A(
)g | OBOB]�ENNOEM-ZNA^NOE

RAZLOVENIE EDINICY NA �-ALGEBRE A(
) PODMNOVESTW MNOVESTWA 
 (SM., NA-

PRIMER, [36]), f | WE]ESTWENNAQ OGRANI^ENNAQ IZMERIMAQ FUNKCIQ NA 
, A

'(X) | �-ADDITIWNAQ NEOTRICATELXNAQ MERA NA A(
), ZADANNAQ RAWENSTWOM

'(X)(Q) = '(X(Q)); Q 2 A(
). pROSTRANSTWO L

p

(') (1 � p � 1) OPREDELQETSQ

KAK POPOLNENIE LINEALA fx 2 M

sa

: kxk

p

< +1g PO NORME k � k

p

. pRI \TOM LI-

NEAL m

sa

'

PLOTEN W L

p

(') (1 � p � +1). uSTANOWLEN RQD ESTESTWENNYH SWOJSTW,

ANALOGI^NYH SWOJSTWAM KLASSI^ESKIH PROSTRANSTW L

p

. w ^ASTNOSTI, POLU^EN

ANALOG NERAWENSTWA gELXDERA. oDNAKO WOPROS O KANONI^ESKOJ DWOJSTWENNOSTI

DLQ DANNOJ KONSTRUKCII OSTA�ETSQ POKA OTKRYTYM.

1.12. w ZAKL@^ENIE \TOGO RAZDELA OTMETIM RQD KONSTRUKCIJ NEKOMMUTA-

TIWNOGO INTEGRIROWANIQ, PRIMYKA@]IH K IDEQM I METODAM, IZLOVENNYM W PP.

1.4|1.7. w RABOTAH AWTOROW [33] (SLU^AJ SOSTOQNIQ) I [35] (SLU^AJ WESA) WWEDENO

I IZU^ENO W RAMKAH TEORII PROSTRANSTWA L

1

(') INTEGRIRUEMYH B.F. PONQTIE

NEKOMMUTATIWNOGO USLOWNOGO OVIDANIQ. |TOT PODHOD, W OTLI^IE OT PRINQTO-

GO W ALGEBRAH OPERATOROW (SR. [6, 73]), QWLQETSQ WOZWRA]ENIEM K IZNA^ALXNOJ

KLASSI^ESKOJ IDEE OPREDELENIQ USLOWNOGO OVIDANIQ NA KLASSE WSEH INTEGRIRUE-

MYH OB_EKTOW. dANNAQ SHEMA BYLA RAS[IRENA a. a. zOLOTAREWYM [8] NA [KALU

L

p;�

(PP. 1.7, 1.10) I ISPOLXZOWANA IM DLQ OBOB]ENIQ REZULXTATA gROSSA [50]

O SU]ESTWOWANII OSNOWNYH FIZI^ESKIH SOSTOQNIJ NA KLASS ALGEBR nEJMANA,

WKL@^A@]IJ W SEBQ NEKOTORYE FAKTORY TIPA III.

w RABOTAH [25, 30] ISSLEDOWALASX ZADA^A PRODOLVENIQ OTOBRAVENIQ 
 (SM. P.

1.5), ASSOCIIROWANNOGO S T.N.P. WESOM ' S KONUSA m

+

'

NAM

+

I

c

M

+

, ESTESTWENNO

WOZNIKA@]AQ W SWQZI S NEKOMMUTATIWNYM ANALOGOM TEOREMY rADONA-nIKODIMA
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DLQ NORMALXNYH WESOW W RAMKAH PODHODA, OPISANNOGO W PP. 1.4{1.5. oKAZYWA-

ETSQ, ^TO SU]ESTWOWANIE RE[ENIQ \TOJ ZADA^I \KWIWALENTNO DOPOLNITELXNOMU

TREBOWANI@ NA WES ', NAZWANNOMU W [25] LOKALXNOJ KONE^NOSTX@. w [30] POLU-

^ENO POLNOE OPISANIE NORMALXNYH LOKALXNO KONE^NYH WESOW NA POLUKONE^NYH

ALGEBRAH nEJMANA (POKAZANO, ^TO \TOT KLASS SOWPADAET S KLASSOM LOKALXNO IZ-

MERIMYH WESOW) I IZU^ALSQ WOPROS IH SU]ESTWOWANIQ NA OB]IH ALGEBRAH nEJ-

MANA.

w RABOTE o. e. tIHONOWA [22] PREDLOVENA KONSTRUKCIQ PROSTRANSTWA L

1

(')

OTNOSITELXNO \RMITOWA ULXTRASLABO NEPRERYWNOGO FUNKCIONALA ' NA ALGEB-

RE nEJMANA, SOGLASU@]AQSQ DLQ POLOVITELXNOGO ' S KONSTRUKCIEJ P. 1.4, NO

PRINCIPIALXNO NE SWODQ]AQSQ K NEJ W OB]EJ SITUACII.

x2. ob integrirowanii w JBW -algebrah

2.1. oSNOWNYE SWEDENIQ O JB- I JBW -ALGEBRAH SODERVATSQ W RABOTAH aLXF-

SENA, {ULXCA I {TERMERA [37, 71]; W DALXNEJ[EM BUDEM PRIDERVIWATXSQ PRI-

NQTOJ W \TIH RABOTAH TERMINOLOGII I OBOZNA^ENIJ.

nAPOMNIM, ^TO JB-ALGEBROJ NAZYWAETSQ WE]ESTWENNAQ JORDANOWA ALGEBRA A

S 1, NADEL�ENNAQ NORMOJ, PREWRA]A@]EJ E�E W BANAHOWO PROSTRANSTWO, PRI^�EM

DLQ L@BYH x; y 2 A:

(i) kx � yk � kxk kyk,

(ii) kx

2

k = kxk

2

,

(iii) kx

2

k � kx

2

+ y

2

k.

zDESX I DALEE ^EREZ x�y OBOZNA^AETSQ JORDANOWO PROIZWEDENIE \LEMENTOW x; y 2

A; BUDEM POLAGATX, SLEDUQ [39]:

U

x

y � 2x � (x � y) � x

2

� y:

JB-ALGEBRA A NAZYWAETSQ JBW -ALGEBROJ, ESLI ONA KAK BANAHOWO PROSTRAN-

STWO QWLQETSQ SOPRQV�ENNYM K NEKOTOROMU BANAHOWU PROSTRANSTWU A

�

, KOTO-

ROE MOVET BYTX OTOVDESTWLENO, ^TO MY I BUDEM PREDPOLAGATX W DALXNEJ-

[EM, S PROSTRANSTWOM WSEH NORMALXNYH FUNKCIONALOW NA A [71]. bUDEM DA-

LEE ^EREZ A

+

(SOOTWETSTWENNO A

+

�

) OBOZNA^ATX KONUS POLOVITELXNYH \LEMENTOW

JBW -ALGEBRY A (SOOTWETSTWENNO PREDDWOJSTWENNOGO PROSTRANSTWA A

�

). sLA-

BOJ (SOOTWETSTWENNO SILXNOJ) TOPOLOGIEJ JBW -ALGEBRY A NAZYWAETSQ LOKALX-

NO WYPUKLAQ TOPOLOGIQ, POROVD�ENNAQ WSEMI POLUNORMAMI WIDA x! j�(x)j (� 2

A

�

) (SOOTWETSTWENNO POLUNORMAMI x ! �(x

2

)

1=2

(� 2 A

+

�

)). |TI TOPOLOGII

SLUVAT ANALOGAMI SOOTWETSTWENNO ULXTRASLABOJ I ULXTRASILXNOJ TOPOLOGIJ

ALGEBR nEJMANA.

wAVNYM PRIMEROM JBW -ALGEBRY SLUVIT JW -ALGEBRA: \TO JORDANOWA AL-

GEBRA SAMOSOPRQV�ENNYH ORGANI^ENNYH OPERATOROW W KOMPLEKSNOM GILXBERTO-

WOM PROSTRANSTWE H S SIMMETRIZOWANNYM PROIZWEDENIEM x � y =

1

2

(xy + yx),

ZAMKNUTAQ W SLABOJ OPERATORNOJ TOPOLOGII I SODERVA]AQ TOVDESTWENNYJ OPE-

RATOR. kAVDAQ JBW -ALGEBRA A DOPUSKAET RAZLOVENIE WIDA A = A

sp

� A

ex

,

GDE A

sp

| JW -ALGEBRA, A

ex

= C(X;M

8

3

) | JBW -ALGEBRA WSEH NEPRERYWNYH

FUNKCIJ NA GIPERSTOUNOWSKOM OTDELIMOM KOMPAKTE X SO ZNA^ENIQMI W ISKL@-

^ITELXNOJ JORDANOWOJ ALGEBRE M

8

3

WSEH SIMMETRI^ESKIH MATRIC 3-GO PORQDKA

NAD ^ISLAMI k\LI [7].
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2.2. pO ANALOGII SO SLU^AEM ALGEBR nEJMANA WESOM NA JBW -ALGEBRE A

[59,32] NAZYWAETSQ OTOBRAVENIE ' : A

+

! [0;+1] SO SWOJSTWAMI: '(x + y) =

'(x) + '(y), '(�x) = �'(x) (x; y 2 A

+

; � � 0) (PRI \TOM 0(+1) � 0). pOLOVIM

m

+

'

= fx 2 A

+

: '(x) < +1g; n

'

= fx 2 A : '(x

2

) < +1g;

I PUSTX m

'

| LINEJNAQ OBOLO^KA W A NASLEDSTWENNOGO KONUSAm

+

'

; TOJ VE BUKWOJ

' BUDEM OBOZNA^ATX I LINEJNOE PRODOLVENIE OGRANI^ENIQ ' jm

+

'

NA m

'

. eSLI

A =M

sa

| \RMITOWA ^ASTX NEKOTOROJ ALGEBRY nEJMANAM, TO MY NE BUDEM

RAZLI^ATX PONQTIJ: WES NA A I WES NAM (OTMETIM, ^TO W \TOM SLU^AE, SOGLASNO

P. 1.4, SOOTWETSTWU@]IE OB_EKTY OBOZNA^ALISX BY ^EREZ m

sa

'

I n

sa

'

). wES ' NA

JBW -ALGEBRE A NAZYWAETSQ

| TO^NYM, ESLI '(x

2

) = 0; x 2 A) x = 0,

| POLUKONE^NYM, ESLI m

'

SLABO PLOTNO W A,

| NORMALXNYM, ESLI SU]ESTWUET SEMEJSTWO (�

i

) � A

+

�

TAKOE, ^TO '(x) =

P

i

�

i

(x) (x 2 A

+

).

oTMETIM, ^TO DLQ SLU^AQ JW -ALGEBRY A ISPOLXZUEMOE ZDESX PONQTIE NORMALX-

NOSTI \KWIWALENTNO (KAK I W SLU^AE ALGEBR nEJMANA [52]) TREBOWANI@: DLQ

KAVDOJ WOZRASTA@]EJ SETI x

i

% x (x

i

; x 2 A

+

) : '(x) = sup

i

'(x

i

) (SM. [32]).

dLQ WESA ' NA JBW -ALGEBRE A ([59, 32]):

(A) m

'

I n

'

| KWADRATI^NYE IDEALY W A, PRI^�EM

m

+

'

= m

'

\ A

+

; m

'

= fx � y : x; y 2 n

'

g;

(B) SLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) WES ' POLUKONE^EN,

(ii) SU]ESTWUET WOZRASTA@]AQ SETX e

�

% 1; e

�

2 m

+

'

,

(iii) m

'

PLOTNO W A W SILXNOJ TOPOLOGII.

dLQ T.N.P. WESA ' NA JBW -ALGEBRE A BUDEM ^EREZ H

'

OBOZNA^ATX WE]EST-

WENNOE GILXBERTOWO PROSTRANSTWO, QWLQ@]EESQ POPOLNENIEM n

'

PO SKALQRNOMU

PROIZWEDENI@ hbx; byi

]

� '(x � y), I PUSTX kbxk

]

� '(x

2

)

1=2

, GDEb) : n

'

! H

'

|

KANONI^ESKOE WLOVENIE. oTMETIM, ^TO W OB]EM SLU^AE OTSUTSTWUET (SR. S P.

1.1) ESTESTWENNYJ SPOSOB PREDSTAWLENIQ A OPERATORAMI W H

'

.

2.3. wES � NA JBW -ALGEBRE A NAZYWAETSQ SLEDOM, ESLI � (U

s

x) = � (x) DLQ

WSEH x 2 A

+

; s 2 A; s

2

= 1.

sHEMA INTEGRIROWANIQ OTNOSITELXNO TO^NOGO NORMALXNOGO KONE^NOGO SLEDA

NA JBW -ALGEBRE A, BLIZKAQ K PODHODU sIGALA, PREDLOVENA{. a. a@POWYM [3].

pROSTRANSTWA L

1

(� ) I L

2

(� ) PRI \TOM WWODQTSQ KAK POPOLNENIQ A PO NORMAM

x! � (jxj) I x! � (x

2

)

1=2

SOOTWETSTWENNO. w RAMKAH TEORII OJ-ALGEBR POKAZA-

NA WOZMOVNOSTX REALIZACII \TIH PROSTRANSTW NEOGRANI^ENNYMI IZMERIMYMI

\LEMENTAMI I, W ^ASTNOSTI, DLQ JW -ALGEBRY A | NEOGRANI^ENNYMI SAMOSO-

PRQV�ENNYMI OPERATORAMI, PRISOEDIN�ENNYMI K A. oTOBRAVENIE x ! � (x�)

DOPUSKAET PRODOLVENIE DO IZOMORFIZMA L

1

(� ) NA PREDDWOJSTWENNOE PROSTRAN-

STWO A

�

.
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uKAZANNAQ KONSTRUKCIQ PERENESENA NA SLU^AJ T.N.P. SLEDA m. a. bERDIKU-

LOWYM [5]. r. z. aBDULLAEWYM [1, 2] W \TOJ VE SITUACII POSTROENA [KALA

L

p

(1 � p � 1). w RABOTAH r. z. aBDULLAEWA [1], {. a. a@POWA I r. z. aB-

DULLAEWA [4] NA POLUKONE^NYE JBW -ALGEBRY PERENESENY KONSTRUKCII [KAL L

p

OTNOSITELXNO SOSTOQNIQ I WESA NA POLUKONE^NYH ALGEBRAH nEJMANA, PREDLO-

VENNYE W RABOTAH [26, 28] (SM. P. 1.7).

nAIBOLEE OB]IJ SLU^AJ | NEASSOCIATIWNOE INTEGRIROWANIE OTNOSITELXNO

NORMALXNOGO WESA NA JBW -ALGEBRE, | IZU^EN W RABOTE [32]. pEREJDEM K IZLO-

VENI@ \TOJ KONSTRUKCII.

2.4. oTPRAWNOJ TO^KOJ ZDESX QWLQETSQ SLEDU@]IJ REZULXTAT, PERENOSQ]IJ

NA JORDANOW SLU^AJ I USILIWA@]IJ TEOREMU 2 (P. 1.5).

tEOREMA 9 [32]. pUSTX ' | NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA JBW -ALGEBRE

A. sU]ESTWUET, I PRITOM EDINSTWENNOE, OTOBRAVENIE 
 : m

'

! A

�

, UDOWLE-

TWORQ@]EE USLOWIQM:

(
1) 
(x)(1) = '(x) (x 2 m

'

),

(
2) 
(m

+

'

) = f� 2 A

+

�

: 9� > 0 (� � �')g,

(
3) fx; yg ! 
(x)(y) | SIMMETRI^ESKAQ POLOVITELXNAQ BILINEJNAQ FOR-

MA NA m

'

.

pRI \TOM OTOBRAVENIE 
 LINEJNO I SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ:

(
4) k
(x)k = kxk

'

(x 2 m

'

,

(
5) 
(x)(x) � '(x

2

) (x 2 m

'

).

(zDESX k � k

'

| WYPUKLAQ FUNKCIQ NA m

'

, ZADAWAEMAQ FORMULOJ (1) P. 1.4.)

oTMETIM QWNYJ WID OTOBRAVENIQ 
 W SLEDU@]EM WAVNOM ^ASTNOM SLU^AE.

sLEDSTWIE 1 [32]. pUSTX � | TO^NYJ NORMALXNYJ KONE^NYJ SLED NA

JBW -ALGEBRE A I WES ' = � (h

2

� (�)), GDE h 2 A; �1 � h � 1 DLQ NEKOTO-

ROGO � > 0. tOGDA


(x)(y) = � ((U

h

x) � y); kxk

'

= � (jU

h

xj) (x; y 2 A):

nEASSOCIATIWNYM ANALOGOM TEOREMY 2 (P. 1.5) QWLQETSQ SLEDU@]EE UTWERV-

DENIE.

sLEDSTWIE 2 [32]. pUSTX ' | T.N.P. WES NA JBW -ALGEBRE A. tOGDA

k � k

'

| NORMA NA m

'

I OTOBRAVENIE 
 PEREWODIT m

'

NA PLOTNU@ ^ASTX A

�

I, SLEDOWATELXNO, PRODOLVAETSQ DO IZOMETRI^ESKOGO IZOMORFIZMA BANAHOWA

PROSTRANSTWA L

1

(') | POPOLNENIQ m

'

PO NORME k � k

'

| NA A

�

.

pRIWODIMYJ NIVE REZULXTAT USTANAWLIWAET ESTESTWENNU@ SWQZX NEASSOCI-

ATIWNYH PROSTRANSTW L

1

(') I L

2

(') � H

'

I OTRAVAET SPECIFIKU JORDANOWA

SLU^AQ.

sLEDSTWIE 3 [32]. pUSTX ' | T.N.P. WES NA JBW -ALGEBRE A. oTOBRAVENIE

fx; yg ! 
(x � y) (x; y 2 n

'

) PRODOLVAETSQ PO NEPRERYWNOSTI DO A

�

-ZNA^NOGO

\SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ" NA H

'

, T. E. SU]ESTWUET EDINSTWENNOE BILINEJ-

NOE OTOBRAVENIE �) : H

'

�H

'

! A

�

TAKOE, ^TO

(i) � � � 2 A

+

�

; � � � = 0) � = 0 (� 2 H

'

);
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(ii) jh�; �i

]

j � k� � �k � k�k

]

k�k

]

(�; � 2 H

'

);

(iii) bx � by = 
(x � y) (x; y 2 n

'

).

pRI \TOM A

�

= f� � � j �; � 2 H

'

g.

oTMETIM, ^TO IZ POSLEDNEGO UTWERVDENIQ SLEDSTWIQ 3 WIDNO, ^TO SILXNAQ

(SOOTWETSTWENNO SLABAQ) TOPOLOGIQ A POROVDAETSQ POLUNORMAMI WIDA x !

[x

2

; � � �]

1=2

(SOOTWETSTWENNO x ! j[x; � � �]j), GDE �; � 2 H

'

, A [�; �] | SPARI-

WANIE A I A

�

.

2.5. oPREDELIM DLQ NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA ' NA JBW -ALGEBRE A

SIMMETRI^ESKU@ POLOVITELXNU@ FORMU [�; �]

'

NA m

'

, POLAGAQ [x; y] � 
(x)(y),

GDE OTOBRAVENIE 
 ASSOCIIROWANO S ' PO TEOREME 9. oTMETIM, ^TO ESLI '(1) <

+1, T. E. ' 2 A

+

�

, TO [�; �]

'

| AWTOPOLQRNAQ FORMA NA A, ASSOCIIROWANNAQ S ' W

SMYSLE RABOT RABOT hAAGERUPA I hAN^E-oLSENA [56, 57]. s POMO]X@ \TOJ FORMY

W UKAZANNYH RABOTAH PREDLOVEN JORDANOW ANALOG MODULQRNOJ GRUPPY � TEO-

RII tOMITA-tAKESAKI (SM. P. 1) DLQ NORMALXNOGO SOSTOQNIQ NA JBW -ALGEBRE.

sLEDU@]IJ REZULXTAT PERENOSIT \TOT ANALOG NA SLU^AJ WESA. pREDWARITELXNO

USLOWIMSQ, SLEDUQ [56], NAZYWATX ODNOPARAMETRI^ESKIM KOSINUS-SEMEJSTWOM NA

LINEJNOM PROSTRANSTWE L SEMEJSTWO (V

t

)

t2R

LINEJNYH OPERATOROW W L, UDOWLE-

TWORQ@]IH FUNKCIONALXNOMU URAWNENI@ KOSINUSA: 2V

s

V

t

= V

s+t

+V

s�t

; V

0

= 1.

tEOREMA 10 [56,57,32]. pUSTX ' | T.N.P. WES NA JBW -ALGEBRE A. sU]EST-

WUET, I PRITOM EDINSTWENNOE, KOSINUS-SEMEJSTWO (�

t

)

t2R

POLOVITELXNYH,

SOHRANQ@]IH 1 LINEJNYH OTOBRAVENIJ A W SEBQ, TAKOE, ^TO

(i) OTOBRAVENIE t! �

t

(x) SLABO NEPRERYWNO DLQ WSEH x 2 A,

(ii) '(�

t

�) = '(�); '(�

t

(x) � y) = '(x � �

t

(y)) (x; y 2 n

'

; t 2 R),

(iii) [x; y]

'

=

Z

+1

�1

'(x � �

t

(y))

ch(�t)

dt (x; y 2 m

'

).

2.6. wS@DU W \TOM RAZDELE A | JW -ALGEBRA W KOMPLEKSNOM GILXBERTOWOM

PROSTRANSTWE H, '| T.N.P. WES NA A. mY OPI[EM W \TOJ, NAIBOLEE INTERESNOJ

S TO^KI ZRENIQ NEASSOCIATIWNOGO INTEGRIROWANIQ, SITUACII SODERVATELXNYE

REALIZACII POPOLNENIJ m

'

I n

'

PO NORMAM k � k

'

I k � k

]

= '((�)

2

)

1=2

SOOTWET-

STWENNO.

nAZOW�EM LINEALOM WESA ' (SR. S P. 1.4) LINEJNOE MNOGOOBRAZIE

D

'

� ff 2 H : 9� > 0 8x 2 A

+

(hxf; fi � �'(x))g:

nAZOW�EM B.F. a, ZADANNU@ NA D

'

(SOOTWETSTWENNO LINEJNYJ OPERATOR r W H,

D(r) = D(')), INTEGRIRUEMOJ (SOOTWETSTWENNO INTEGRIRUEMYM S KWADRATOM)

OTNOSITELXNO ', ESLI SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � m

'

(SOOTWETSTWEN-

NO (x

n

) � n

'

), NAZYWAEMAQ OPREDELQ@]EJ, TAKAQ, ^TO

(A) a(f; g) = lim

n

hx

n

f; gi (f; g 2 D

'

),

(B) kx

n

� x

m

k

'

! 0 (m;n!1),

(SOOTWETSTWENNO,

(A

0

) rf = lim

n

x

n

f (f 2 D

'

),

(B

0

) kx

n

� x

m

k

]

! 0 (m;n!1)).
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oBOZNA^IM ^EREZ L

1

(') (SOOTWETSTWENNO L

2

(')) WE]ESTWENNOE LINEJNOE PRO-

STRANSTWO WSEH INTEGRIRUEMYH OTNOSITELXNO ' B.F. (SOOTWETSTWENNO INTEGRI-

RUEMYH S KWADRATOM OPERATOROW). oTMETIM, ^TO WSE B.F. IZ L

1

(') (SOOTWET-

STWENNO OPERATORY IZ L

2

(')) \RMITOWY. eSLI A | \RMITOWA ^ASTX NEKOTOROJ

ALGEBRY nEJMANA, TO SOOTWETSTWU@]IE OB_EKTY, SOGLASNO P. 1.4, SLEDOWALO BY

OBOZNA^ATX ^EREZ L

1

(')

sa

I L

2

(')

sa

. uSLOWIMSQ DLQ KAVDYH r; s 2 L

2

(') ^EREZ

r � s OBOZNA^ATX B.F. NA D

'

, ZADANNU@ RAWENSTWOM

r � s(f; g) =

1

2

[hrf; sgi + hsf; rgi] (f; g 2 D

'

):

tEOREMA 11 [32]. (i). pUSTX B.F. a 2 L

1

(') I (x

n

) | E�E OPREDELQ@]AQ POSLE-

DOWATELXNOSTX. rAWENSTWO kak

'

� lim

n

kx

n

k

'

KORREKTNO OPREDELQET NORMU,

PREWRA]A@]U@ L

1

(') W WE]ESTWENNOM BANAHOWO PROSTRANSTWO, IZOMETRI^ES-

KI IZOMORFNOE A

�

. sOOTWETSTWU@]IJ IZOMORFIZM PRODOLVAET OTOBRAVE-

NIE 
 I PEREWODIT KONUS POLOVITELXNYH B.F. L

1

(')

+

NA KONUS A

+

�

.

(ii). pUSTX OPERATORY r; s 2 L

2

(') I (x

n

); (y

n

) | IH OPREDELQ@]IE POSLEDO-

WATELXNOSTI. rAWENSTWO hr; si

]

= lim

n

'(x

n

� y

n

) KORREKTNO ZADA�ET SKALQRNOE

PROIZWEDENIE, PREWRA]A@]EE L

2

(') W WE]ESTWENNOE GILXBERTOWO PROSTRAN-

STWO, IZOMETRI^ESKI IZOMORFNOE H

'

. sOOTWETSTWU@]IJ IZOMORFIZM PRO-

DOLVAET WLOVENIEb) : n

'

! H

'

. pRI \TOM B.F. r � s 2 L

1

(') I 
(r � s) = br �bs.

oTMETIM, ^TO WSE OGRANI^ENNYE B.F. IZ L

1

(')

+

(SOOTWETSTWENNO OGRANI^EN-

NYE OPERATORY IZ L

2

(')) OPREDELQ@TSQ OPERATORAMI IZ m

+

'

(SOOTWETSTWENNO IZ

n

'

). w SLEDU@]EM UTWERVDENII RE[AETSQ WOPROS O TOM, KAKIE NEOGRANI^ENNYE

B.F. IZ L

1

(') OPREDELQ@TSQ OPERATORAMI (SR. S TEOREMOJ 4).

sLEDSTWIE. dLQ B.F. a 2 L

1

(')

+

SLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) a = r � r DLQ NEKOTOROGO r 2 L

2

('),

(ii) B.F. a ZAMYKAEMA,

(iii) SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX (�

n

) � A

+

�

TAKAQ, ^TO

�

n

� �

n

' (�

n

� 0) I 
(a) =

1

X

n=1

�

n

:

2.7. dLQ JB-ALGEBR OTSUTSTWUET POLNOCENNYJ ANALOG KONSTRUKCII gns.

oDNAKO OPISANNAQ WY[E SHEMA NEASSOCIATIWNOGO INTEGRIROWANIQ POZWOLQET

PREDLOVITX SLEDU@]IJ OSLABLENNYJ WARIANT TAKOJ KONSTRUKCII.

pUSTX B | JB-ALGEBRA, � | FIKSIROWANNOE SOSTOQNIE NA B (T. E. � 2

B

�

; � � 0; �(1) = 1). pOLOVIM N

�

= fx 2 B : �(x

2

) = 0g, I PUSTX H

�

| WE-

]ESTWENNOE GILXBERTOWO PROSTRANSTWO, QWLQ@]EESQ POPOLNENIEM FAKTORPRO-

STRANSTWA B=N

�

PO SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ hbx; byi = �(x � y) (W \TOM PUNKTE

ZNA^KOMb) OBOZNA^AETSQ KANONI^ESKAQ S@R_EKCIQ B ! B=N

�

). oBOZNA^IM ^E-

REZ (H

�

)

1

ZAMYKANIE

b

B

1

W H

�

, GDE B

1

= fx 2 B : kxk � 1g.

oKAZYWAETSQ, SU]ESTWUET LI[X EDINSTWENNYJ ESTESTWENNYJ SPOSOB SOPO-

STAWLENIQ WEKTORAM IZ H

�

FUNKCIONALOW IZ B

�

.
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tEOREMA 12 [32]. sU]ESTWUET, I PRITOM EDINSTWENNOE, OTOBRAVENIE

�) : H

�

�H

�

! B

�

TAKOE, ^TO

1

0

:

b

1 �

b

1 = �; bx

2

�

b

1 = bx � bx (x 2 B),

2

0

: f� � � : � 2 (H

�

)

1

g = f� 2 B

�

: 0 � � � �g,

3

0

. fx; yg ! [x; by�

b

1]| SIMMETRI^ESKAQ POLOVITELXNAQ BILINEJNAQ FORMA

NA B,

4

0

jh�; �ij � k� � �k � k�k k�k (�; � 2 H

�

).

pRI \TOM OTOBRAVENIE �) QWLQETSQ SIMMETRI^ESKOJ POLOVITELXNOJ BILI-

NEJNOJ FORMOJ NA H

�

SO ZNA^ENIQMI W B

�

I SOGLASOWANO S UMNOVENIEM W B:

5

0

: (
d
x � y) �

b

1 = bx � by (x; y 2 B).

sLEDU@]IJ REZULXTAT SLUVIT ANALOGOM HORO[O IZWESTNOGO SWOJSTWA gns-

KONSTRUKCII DLQ C

�

-ALGEBR: W gns-PREDSTAWLENII, ASSOCIIROWANNYM S FIKSI-

ROWANNYM SOSTOQNIEM, KAVDYJ AWTOMORFIZM C

�

-ALGEBRY, NE MENQ@]IJ \TOGO

SOSTOQNIQ, REALIZUETSQ S POMO]X@ UNITARNOGO OPERATORA.

sLEDSTWIE [32]. pUSTX � | TAKOJ AWTOMORFIZM JB-ALGEBRY B, ^TO

�(� �) = �. tOGDA SU]ESTWUET TAKOJ UNITARNYJ OPERATOR U W H

�

, ^TO

[�(x); � � �] = [x;U� � U�] (x 2 B; �; � 2 H

�

):

x3. o probleme integrirowaniq otnositelxno

neograni~ennyh mer na proektorah

3.1. w ZAKL@^ITELXNOM PARAGRAFE OSTANOWIMSQ NA PROBLEME INTEGRIROWA-

NIQ OTNOSITELXNO MER NA PROEKTORAH. pOD MEROJ NA PROEKTORAH ALGEBRY nEJ-

MANA M MY PONIMAEM OTOBRAVENIE m : M

pr

! [0;+1], UDOWLETWORQ@]EE

TREBOWANI@:

p =

X

i2I

p

i

(p; p

i

2 M

pr

; p

i

p

j

= 0) (i 6= j))) m(p) =

X

i2I

m(p

i

):

w ^ASTNOSTI, ESLI '| NORMALXNYJ WES NAM, TO 'jM

pr

| MERA NA PROEKTORAH.

pRI \TOM W SILU SPEKTRALXNOJ TEOREMY NORMALXNYJ WES OPREDEL�EN ODNOZNA^NO

SWOIM OGRANI^ENIEM 'jM

pr

. oBRATNO, ESLI MERA NA PROEKTORAH PRODOLVAETSQ

DO NORMALXNOGO WESA, TO PROBLEMA POSTROENIQ INTEGRALA PO TAKOJ MERE RE-

DUCIRUETSQ K PROBLEME POSTROENIQ INTEGRALA PO WESU, RE[ENIE KOTOROJ BYLO

OPISANO WY[E.

pO\TOMU W OB]EM SLU^AE SNA^ALA ESTESTWENNO OTWETITX NA WOPROS, PRODOLVA-

ETSQ LI MERA NA PROEKTORAH ALGEBRY nEJMANA DO NORMALXNOGO WESA. |TO | IZ-

WESTNAQ PROBLEMA LINEJNOSTI. pOLOVITELXNOE E�E RE[ENIE DLQ UNITARNO INWA-

RIANTNYH MER NA PROEKTORAH POLU^ENO PO SU]ESTWU E]�E m@RREEM I nEJMANOM

(ZADOLGO DO POSTANOWKI OB]EJ PROBLEMY LINEJNOSTI). pROGRAMMA POSTROENIQ

INTEGRALA OTNOSITELXNO TAKIH MER REALIZOWANA sIGALOM [70] (REZULXTAT, OT-

ME^AW[IJSQ WY[E W P. 1.2, POLU^EN sIGALOM IMENNO METODOM RASPROSTRANENIQ
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MERY NA PROEKTORAH DO INTEGRALA). sLEDU@]IM PRINCIPIALXNYM PRODWIVE-

NIEM QWLQETSQ IZWESTNAQ TEOREMA gLISONA [49], DA@]AQ OPISANIE WSEH KONE^NYH

MER NA PROEKTORAH FAKTORA I

n

(3 � n �1) W SEPARABELXNOM GILXBERTOWOM PRO-

STRANSTWE H. iMENNO DLQ WSQKOJ MERY m, ZADANNOJ NA B(H)

pr

(m(1) < +1),

SU]ESTWUET I OPREDEL�EN ODNOZNA^NO QDERNYJ OPERATOR k � 0, DEJSTWU@]IJ W

H, TAKOJ, ^TO m(p) = Tr (kp) (p 2 B(H)

pr

). nETRUDNO WIDETX, ^TO RAWENSTWO

'(x) = Tr (kx) (x 2 B(H)) OPREDELQET PRODOLVENIE MERY m DO NORMALXNOGO

FUNKCIONALA ' NA ALGEBRE B(H).

k NASTOQ]EMU WREMENI USILIQMI CELOGO RQDA MATEMATIKOW PROBLEMA LINEJ-

NOSTI DLQ KONE^NYH MER POLU^ILA IS^ERPYWA@]EE RE[ENIE [51, 16{18, 21, 41,

77, 78]. iMENNO, ESLI ALGEBRA nEJMANA M NE SODERVIT W KA^ESTWE PRQMOGO

SLAGAEMOGO ALGEBRU TIPA I

2

, TO WSQKAQ KONE^NAQ MERA NAM

pr

PRODOLVAETSQ DO

NORMALXNOGO FUNKCIONALA

3

.

3.2. tAKIM OBRAZOM, PROBLEMA POSTROENIQ INTEGRIROWANIQ OTNOSITELXNO

MER NA PROEKTORAH OSTA�ETSQ OTKRYTOJ DLQ NEOGRANI^ENNYH MER (m(1) = +1).

|TO OB_EKTY SU]ESTWENNO BOLEE SLOVNYE, ^EM NORMALXNYE WESA, I IH STROENIE

IZU^ENO POKA LI[X DLQ ALGEBRY B(H) [12, 14, 9, 10]. pRIWED�EM ZDESX STRUKTUR-

NU@ TEOREMU O STROENII NEOGRANI^ENNYH MER W NESKOLXKO BOLEE OB]EJ FORME,

PO SRAWNENI@ S [12]. mERU m NA PROEKTORAH ALGEBRY nEJMANA M NAZOW�EM

POLUKONE^NOJ, ESLI SU]ESTWUET SEMEJSTWO (p

i

)

i2I

POPARNO ORTOGONALXNYH PRO-

EKTOROW IZ M TAKOE, ^TO 1 =

P

i2I

p

i

I m(p

i

) < +1 (i 2 I). w ^ASTNOSTI, ESLI

I = N, MERU NAZOW�EM �-KONE^NOJ.

tEOREMA 13 [10]. pUSTX H | GILXBERTOWO PROSTRANSTWO (dimH � 3) I m

| POLUKONE^NAQ MERA NA B(H)

pr

. tOGDA SU]ESTWUET I OPREDELENA ODNOZNA^NO

PLOTNO ZADANNAQ POLOVITELXNAQ B.F. t TAKAQ, ^TO

m(p) =

�

Tr (t � p); ESLI t � p 2 S

1

;

+1 W PROTIWNOM SLU^AE:

(2)

(zDESX t � p 2 S

1

OZNA^AET, ^TO 1) pH SODERVITSQ W LINEALE D(t) | OBLASTI

OPREDELENIQ B.F. t, 2) B.F. t�p(f; f) � t(pf; pf) (f 2 H) OPREDELQETSQ NEKOTORYM

QDERNYM OPERATOROM, KOTORYJ OTOVDESTWLQETSQ S \TOJ FORMOJ.) w ^ASTNOSTI,

ESLI B.F. t ZAMKNUTA, TO MERA PRODOLVAETSQ DO NORMALXNOGO WESA NA ALGEBRE

B(H). wMESTE S TEM, KLASS POLUKONE^NYH MER SU]ESTWENNO [IRE KLASSA NOR-

MALXNYH POLUKONE^NYH WESOW NA B(H). uMESTNO OTMETITX, ODNAKO, ^TO DALEKO

NE WSQKAQ POLOVITELXNAQ B.F. t OPREDELQET S POMO]X@ RAWENSTWA (2) POLUKO-

NE^NU@ MERU [12, 11]. uSLOWIE, HARAKTERIZU@]EE B.F., ZADA@]IE �-KONE^NYE

MERY, NAJDENO g. d. lUGOWOJ [9]. |TO VE USLOWIE HARAKTERIZUET B.F., ZADA@-

]IE POLUKONE^NYE MERY. oTMETIM ZAME^ATELXNU@ OSOBENNOSTX ISSLEDUEMYH

MER. eSLI m | POLUKONE^NAQ MERA NA B(H)

pr

, TO SREDI NORMALXNYH WESOW,

OGRANI^ENIE KOTORYH NA B(H)

pr

MAVORIRUETSQ MEROJ m, SU]ESTWUET NAIBOLX-

[IJ NORMALXNYJ (NEOBHODIMO POLUKONE^NYJ) WES ', NAZYWAEMYJ REGULQRNOJ

KOMPONENTOJ MERY m. eSLI 'jB(H)

pr

6= m, TO '(1) = +1 I ' ZAWEDOMO NE

WYDELQETSQ KAK ADDITIWNOE SLAGAEMOE MERY m (SM. [14, 11]).



142 n. w. trunow, a. n. {erstnew

3.3. nA OSNOWE PRIWED�ENNYH WY[E REZULXTATOW O STROENII NEOGRANI^ENNYH

MER OKAZYWAETSQ WOZMOVNYM WWESTI PROSTRANSTWO L

1

DLQ [IROKOGO KLASSA NE-

OGRANI^ENNYH MER NA PROEKTORAH B(H)

pr

I REALIZOWATX EGO PREDDWOJSTWENNYM

PROSTRANSTWOM PODHODQ]EJ ALGEBRY nEJMANA.

sLEDUQ [15], NAZOWEM POLUKONE^NU@ MERU m : B(H)

pr

! [0;+1] ABSOL@TNO

TO^NOJ, ESLI TO^EN WES ' | REGULQRNAQ KOMPONENTA MERY m. dLQ POLOVI-

TELXNOJ B.F. t, ASSOCIIROWANNOJ S MEROJ m, OBOZNA^IM ^EREZ K

+

t

KONUS WSEH

KONE^NOMERNYH NEOTRICATELXNYH OPERATOROW x W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE

H TAKIH, ^TO OBLASTX ZNA^ENIJR(x) � D(t). pUSTX K

t

(SOOTWETSTWENNO K

sa

t

|

LINEJNAQ (SOOTWETSTWENNO WE]ESTWENNAQ LINEJNAQ) OBOLO^KA K

+

t

. iZ REZULXTA-

TOW STATXI [13] SLEDUET, ^TO MERA m PRODOLVAETSQ DO LINEJNOGO FUNKCIONALA

(TAKVE OBOZNA^AEMOGO m) NA K

t

. oPREDELIM NA K

sa

t

WYPUKLU@ FUNKCI@ (SR. S

(1) P. 1.4)

x! kxk

m

= inffm(x

1

) +m(x

2

) : x = x

1

� x

2

; x

i

2 K

+

t

g:

dLQ ABSOL@TNO TO^NOJ MERY k�k

m

| NORMA. bANAHOWYM PROSTRANSTWOM L

1

(m)

sa

NAZOW�EM POPOLNENIE PROSTRANSTWA K

sa

t

PO NORME k � k

m

. dLQ FORMULIROWKI

REZULXTATA O REALIZACII PROSTRANSTWA L

1

(m)

sa

NAM PONADOBITSQ SLEDU@]IJ

ANALOG KONSTRUKCII gns.

pUSTX n

m

| LEWYJ IDEAL (W ALGEBRE B(H)) WSEH KONE^NOMERNYH OPERATOROW

x TAKIH, ^TO x

�

x 2 K

+

t

. tOGDA RAWENSTWO

(xjy) �m(y

�

x) (x; y 2 n

m

)

ZADA�ET SKALQRNOE PROIZWEDENIE W n

m

. pUSTX H | GILXBERTOWO PROSTRANSTWO,

QWLQ@]EESQ POPOLNENIEM n

m

PO \TOMU SKALQRNOMU PROIZWEDENI@. oTOBRAVENIE

�

m

: B(H)! B(H), ZADANNOE RAWENSTWOM

�

m

(a)x � ax (a 2 B(H); x 2 n

m

)

| MORFIZM ALGEBR nEJMANA. bOLEE TOGO, �

m

| IZOMETRIQ. pRI \TOM RAWENSTWO

(SR. [52], LEMMA 1.1)

�(y

�

x)(a

0

) � (a

0

xjy) (a

0

2 �

m

(B(H))

0

; x; y 2 n

m

)

ODNOZNA^NO OPREDELQET LINEJNOE OTOBRAVENIE � : K

t

! �

m

(B(H))

0

�

TAKOE, ^TO

k�(a)k = kak

m

(a 2 K

sa

t

).

tEOREMA 14 [15]. pUSTX m : B(H)

pr

! [0;+1] | ABSOL@TNO TO^NAQ MERA.

tOGDA BANAHOWO PROSTRANSTWO L

1

(m)

sa

IZOMETRI^ESKI IZOMORFNO PROSTRAN-

STWU �

m

(B(H))

0 sa

�

.

oPREDELIM, NAKONEC, BANAHOWO PROSTRANSTWO L

1

(m) KAK POPOLNENIE K

t

PO

NORME a ! k�(a)k (a 2 K

t

). tOGDA L

1

(m) | KOMPLEKSIFIKACIQ WE]ESTWEN-

NOGO BANAHOWA PROSTRANSTWA L

1

(m)

sa

S SOGLASOWANIEM SOOTWETSTWU@]IH NORM,

PRI^�EM ONO IZOMETRI^ESKI IZOMORFNO PROSTRANSTWU �

m

(B(H))

0

�

.
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pRIME^ANIQ

1

w \TOM RAWENSTWE �

t

(x) I x RASSMATRIWA@TSQ KAK \LEMENTY H W SMYSLE WLOVENIQ n

'

� H.

2

pOZDNEE kONN PEREOTKRYL \TO PONQTIE ([45], OPREDELENIE 1).

3

aNALOGI^NYE REZULXTATY DLQ JW -ALGEBR NEDAWNO POLU^ENY m. s. mATWEJ^UKOM [19,20].
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XII. lokalxno kone~nye wesa na algebrah

nejmana i kwadrati~nye formy

kONSTRUKTIWN. TEORIQ FUNKCIJ I FUNKC. ANALIZ,

kAZANX, 1985, WYP. 5, 80{94

w RABOTE PRODOLVAETSQ IZU^ENIE ODNOGO SPECIALXNOGO KLASSA NORMALXNYH

WESOW NA ALGEBRAH nEJMANA, WWEDENNOGO AWTOROM W [3] W SWQZI S ZADA^AMI NEKOM-

MUTATIWNOGO INTEGRIROWANIQ. w SHEME INTEGRIROWANIQ W DUHE [2] OTNOSITELXNO

WESOW \TOGO KLASSA, NAZWANNYH W [3] LOKALXNO KONE^NYMI, UDALOSX POLU^ITX \F-

FEKTIWNYE TEOREMY TIPA rADONA{nIKODIMA [3, 5], PRI^EM USLOWIE LOKALXNOJ

KONE^NOSTI OKAZYWAETSQ DLQ \TOGO FAKTI^ESKI NEOBHODIMYM.

rABOTA SOSTOIT IH TREH PARAGRAFOW. w x1 SOBRANY NEOBHODIMYE PREDWARI-

TELXNYE SWEDENIQ. w x2 POLU^EN NOWYJ KRITERIJ LOKALXNOJ KONE^NOSTI TO^NO-

GO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA W TERMINAH ASSOCIIROWANNOJ S NIM GRUP-

PY MODULQRNYH AWTOMORFIZMOW. w x3 PREDLAGAETSQ KONSTRUKCIQ, POZWOLQ@]AQ

OPISYWATX S POMO]X@ KWADRATI^NYH FORM NA LINEALE FIKSIROWANNOGO TO^NOGO

NORMALXNOGO LOKALXNO KONE^NOGO WESA WSE NORMALXNYE WESA NA ALGEBRE nEJMA-

NA, ESTESTWENNO SOGLASOWANNAQ S TEORIEJ NEKOMMUTATIWNOGO PROSTRANSTWA L

1

IZ [2].

x1. predwaritelxnye swedeniq i obozna~eniq

1. wS@DU NIVEM { ALGEBRA nEJMANA, DEJSTWU@]AQ W GILXBERTOWOM PROSTRAN-

STWE n ,M

�

{ EE PREDDWOJSTWENNOE PROSTRANSTWO,M

+

(SOOTWETSTWENNOM

+

�

) {

KONUS POLOVITELXNYH \LEMENTOW M (SOOTWETSTWENNO M

�

). mY BUDEM PRIDER-

VIWATXSQ W DALXNEJ[EM TERMINOLOGII I OBOZNA^ENIJ RABOT [1, 2, 8 I 10]. w

^ASTNOSTI, DLQ WESA ' NAM POLAGAEM

m

+

'

= fx 2 M

+

j '(x) <1g; n

'

= fx 2 M j '(x

�

x) <1g; m

'

= n

�

'

n

'

:

dLQ TO^NOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA ' ^EREZ (�

'

;H

'

) OBOZNA^A-

ETSQ PREDSTAWLENIE M, ASSOCIIROWANNOE c ', b):n

'

! H

'

{ TOVDESTWENNOE

WLOVENIE. ~EREZ J

'

;�

'

; : : : OBOZNA^ENY IZWESTNYE OB_EKTY TEORII tOMITA{

tAKESAKI, ASSOCIIWANNYE S OBOB]ENNOJ GILXBERTOWOJ ALGEBROJ

\

n

�

'

\ n

'

W H

'

;

(�

'

t

) { GRUPPA MODULQRNYH AWTOMORFIZMOWM, SWQZANNAQ S '. sLEDUQ [2], BUDEM

^EREZ L

1

(') OBOZNA^ATX BANAHOWO PROSTRANSTWO INTEGRIRUEMYH OTNOSITELXNO

' BILINEJNYH FORM (B.F.) NA LINEALE WESA

D

'

= ff 2 H j 9� > 0 : (xf; f) � �'(x); 8x 2 M

+

g;

I PUSTX 


'

:L

1

(')!M

�

{ SOOTWETSTWU@]IJ KANONI^ESKIJ IZOMORFIZM.
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2. nAPOMNIM [2, 5], ^TO NORMALXNYJ WES ' NA ALGEBRE nEJMANAM NAZYWAETSQ

LOKALXNO KONE^NYM, ESLI ON UDOWLETWORQET ODNOMU IZ SLEDU@]IH \KWIWALENT-

NYH USLOWIJ:

(i) 8x 2 M

+

('(x) =1) 9y 2 M

+

: y � x; 0 < '(y) <1;

(ii) 8x 2 M

+

9(x

i

) 2 m

+

'

: x

i

% x;

(iii) 8x 2 M

+

: '(x) = supf'(y) j y 2 m

+

'

; y � xg:

3. zAME^ANIE. oTMETIM, ^TO NORMALXNYJ WES ' NAM LOKALXNO KONE^EN TOG-

DA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ON NASLEDSTWENNO POLUKONE^EN W SLEDU@]EM SMYSLE:

DLQ KAVDOGO PROEKTORA p 2 M WES '

R

{ REDUKCIQ ' NA ALGEBRU pMp { POLUKONE-

^EN. dEJSTWITELXNO, DOSTATO^NO WSPOMNITX O SU]ESTWOWANII WM NAIBOLX[EGO

PROEKTORA e TAKOGO, ^TO WES '

e

POLUKONE^EN.

4. zAME^ANIE. w KLASSE WSEH NORMALXNYH WESOW NAM WWEDEM SLEDU@]EE OTNO-

[ENIE PORQDKA: SKAVEM, ^TO  PRODOLVAET ' (PI[EM ' �  ), ESLI '(x) =  (x)

DLQ KAVDOGO x 2 m

+

'

: o^EWIDNO, ^TO KAVDYJ NORMALXNYJ LOKALXNO KONE^NYJ

WES ' MAKSIMALEN OTNOSITELXNO \TOGO PORQDKA, BOLEE TOGO, DAVE NASLEDSTWENNO

MAKSIMALEN (T. E. DLQ KAVDOGO PROEKTORA R 2 M WES '

R

MAKSIMALEN). nAOBOROT,

IZ ZAME^ANIQ 3 SLEDUET, ^TO KAVDYJ NASLEDSTWENNO MAKSIMALXNYJ NORMALXNYJ

WES QWLQETSQ LOKALXNO KONE^NYM.

5. nAPOMNIM [4, 5], ^TO NORMALXNYJ WES ' NA ALGEBRE nEJMANA M NAZYWAET-

SQ REGULQRNYM, ESLI ON UDOWLETWORQET ODNOMU IZ SLEDU@]IH \KWIWALENTNYH

USLOWIJ:

(i) 8! 2 M

+

�

(! 6= 0) 9!

0

2 M

+

�

(!

0

6= 0) : !

0

� !; !

0

� ';

(ii) 8! 2 M

+

�

9(!

n

) �M

+

�

: ! =

P

1

n=1

!

n

; !

n

� �

n

';

(iii) 8! 2 M

+

�

9(f

n

) � D

'

: ! =

P

1

n=1

((:)f

n

; f

n

):

x2. modulqrnye swojstwa lokalxno kone~nyh wesow

w \TOM PARAGRAFE ' { TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE

nEJMANA M. oBOZNA^IM ^EREZ D(�

'

i=2

) MNOVESTWO TEH OPERATOROW z 2 M, DLQ

KOTORYH FUNKCIQ t! �

'

t

(z) (t 2 R)PRODOLVAETSQ DO FUNKCII �! �

'

�

(z)(2 M),

NEPRERYWNOJ W POLOSE f� 2 C j 0 � Im� � 1=2g I ANALITI^ESKOJ WNUTRI \TOJ

POLOSY.

1. tEOREMA. dLQ TO^NOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA ' NA M SLEDU@-

]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) WES ' LOKALXNO KONE^EN,

(ii) DLQ KAVDOGO x 2 M

+

NAJDETSQ z 2 D(�

'

i=2

) TAKOJ, ^TO x = z

�

z.

dOKAZATELXSTWO. (ii) =) (i). wOSPOLXZUEMSQ KRITERIEM, USTANOWLENNYM W RA-

BOTE [3] (TEOREMA 2.3), SOGLASNO KOTOROMU DOSTATO^NO PROWERITX, ^TO DLQ KAV-

DOGO x 2 M

+

NAJDETSQ TAKOJ NORMALXNYJ WES  NAM, ^TO

 (y) = 


'

(y)(x) (y 2 m

+

'

) (1)
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(SM. TAKVE [5], TEOREMA 5). mY PROWERIM, ^TO ISKOMYJ WES  OPREDELQETSQ

RAWENSTWOM

 (y) = '(�

'

i=2

(z)y�

'

i=2

(z)

�

) (y 2 M

+

); (2)

GDE z 2 �

'

i=2

TAKOW, ^TO x = z

�

z. dLQ \TOGO, WO-PERWYH, OTMETIM, ^TO RAWENSTWO

(2), O^EWIDNO, ZADAET NEKOTORYJ NORMALXNYJ WES NA M, TAK ^TO DOSTATO^NO

USTANOWITX (1). pUSTX y 2 m

+

'

. wOSPOLXZOWAW[ISX WYKLADKAMI DOKAZATELXSTWA

LEMMY 7 RABOTY a. kONNA [6] I IZWESTNYMI SOOTNO[ENIQMI TEORII tOMITA{

tAKESAKI [1], NETRUDNO POKAZATX, ^TO y

1=2

�

'

i=2

(z)

�

2 n

'

, PRI^EM

\

y

1=2

�

'

i=2

(z)

�

=

J

'

�

'

(z)J

'

d

y

1=2

. w TAKOM SLU^AE PO OPREDELENI@ 


'

[2] IMEEM




'

(y)(z

�

z) = (J

'

�

'

(z

�

z)J

'

d

y

1=2

;

d

y

1=2

) = k

\

y

1=2

�

'

i=2

(z)

�

k

2

= '(�

'

i=2

(z)y�

'

i=2

(z)

�

): (3)

(i) =) (ii). pUSTX x 2 M

+

. tOGDA (SM. [3], TEOREMA 2.3) SU]ESTWUET EDIN-

STWENNYJ NORMALXNYJ WES  NA M, UDOWLETWORQ@]IJ USLOWI@ (1), PRI^EM

 � jjxjj'. pUSTX e { NOSITELX  I  

e

; '

e

{ REDUKCIQ  I ' SOOTWETSTWENNO NA

ALGEBRU eMe. tOGDA  

e

I '

e

{ TO^NYE NORMALXNYE POLUKONE^NYE WESA NA eMe

(OTMETIM, ^TO POLUKONE^NOSTX '

e

ESTX SLEDSTWIE TOGO, ^TO WES ', A ZNA^IT I

'

e

, LOKALXNO KONE^EN). pOSKOLXKU  

e

� jjxjj'

e

, TO NAJDETSQ OPERATOR b 2 eMe

TAKOJ, ^TO  

e

(�) = '

e

(b � b

�

) (SM. [6], TEOREMA 1 I ZAME^ANIE 2). pUSTX a = be,

TOGDA a 2 M, I DLQ KAVDOGO y 2 M

+

IMEEM

'(aya

�

) = '

e

(b(eyjeH)b

�

) =  

e

(eyjeH) =  (y) � jjxjj'(y):

w TAKOM SLU^AE W SILU LEMMY 7 RABOTY [6] FUNKCIQ t ! �

'

t

(a) PRODOLVAETSQ

DO FUNKCII � ! �

'

�

(a) (2 M) NEPRERYWNOJ W POLOSE f� 2 C j �1=2 � Im� �

0g I ANALITI^ESKOJ WNUTRI \TOJ POLOSY. pOLOVIM z = �

'

i=2

(a). nETRUDNO

PROWERITX, ^TO z 2 D(�

'

i=2

) I �

'

i=2

(z) = a. wOSPOLXZUEMSQ TEPERX WYKLADKOJ (3),

OTKUDA SLEDUET, ^TO




'

(y)(z

�

z) = '(aya

�

) =  (y) = 


'

(y)(x) (y 2 m

+

'

):

oTS@DA SLEDUET, ^TO x = z

�

z W SILU TOTALXNOSTI MNOVESTWA FUNKCIONALOW




'

(m

+

'

) WM

�

. tEOREMA DOKAZANA.

2. zAME^ANIE. dOKAZANNAQ TEOREMA DAET POLEZNYJ KRITERIJ LOKALXNOJ KO-

NE^NOSTI PO SU]ESTWU DLQ L@BYH NORMALXNYH POLUKONE^NYH WESOW, A NE TOLXKO

DLQ TO^NYH, POSKOLXKU W [5] (LEMMA 3) POKAZANO, ^TO DLQ LOKALXNOJ KONE^NOSTI

NORMALXNOGO WESA DOSTATO^NA I, O^EWIDNO, NEOBHODIMA LOKALXNAQ KONE^NOSTX

TO^NOGO NORMALXNOGO WESA, QWLQ@]EGOSQ EGO REDUKCIEJ NA NOSITELX.

nIVE MY WOSPOLXZUEMSQ OBOZNA^ENIQMI, WWEDENNYMI W [3] I [5], GDE DLQ TO^-

NOGO NORMALXNOGO LOKALXNO KONE^NOGO WESA ' NA M ^EREZ 


'

(x) OBOZNA^AETSQ

NORMALXNYJ WES  NAM, EDINSTWENNYM OBRAZOM OPREDELQEMYJ USLOWIEM (1) PO

x 2 M

+

.
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3. sLEDSTWIE. pRI WYPOLNENII \KWIWALENTNYH USLOWIJ TEOREMY 1 DLQ KAV-

DOGO z 2 D(�

'

i=2

) SPRAWEDLIWO RAWENSTWO




'

(z

�

z)(x) = '(�

'

i=2

(z)x�

'

i=2

(z)

�

) (x 2 M

+

): (4)

sLEDU@]IJ REZULXTAT USTANAWLIWAET SWQZX MEVDU PROIZWODNOJNORMALXNOGO

WESA  � ' PO ' W SMYSLE [3] I [5] I KOCIKLOM kONNA (D : D')

t

[6].

4. sLEDSTWIE. pUSTX ';  { TO^NYE NORMALXNYE WESA NAM, PRI^EM  � '

I ' LOKALXNO KONE^EN. tOGDA FUNKCIQ t! u

t

� (D : D')

t

PRODOLVAETSQ DO

FUNKCII � ! u

�

(2 M), NEPRERYWNOJ W POLOSE f� 2 C j �1=2 � Im� � 0g I

ANALITI^ESKOJ WNUTRI \TOJ POLOSY, PRI^EM

 (x) = 


'

(u

�i=2

u

�

�i=2

)(x) (x 2 M

+

):

dOKAZATELXSTWO. dOSTATO^NO WOSPOLXZOWATXSQ RAWENSTWOM (4) I U^ESTX, ^TO

 (x) = '(u

�

�i=2

xu

�i=2

) (x 2 m

+

'

):

(cM. [6], ZAME^ANIE 4).

x3. normalxnye kwadrati~nye

formy na lineale wesa

wS@DU W \TOM PARAGRAFE BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO ' { FIKSIROWANNYJ TO^-

NYJ NORMALXNYJ LOKALXNO KONE^NYJ WES NA ALGEBRE nEJMANA M, DEJSTWU@-

]EJ W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H. zDESX BUDET WWEDENO PONQTIE NORMALXNOJ

KWADRATI^NOJ FORMY, ZADANNOJ NA LINEALE D

'

WESA ', I USTANOWLENO WZAIM-

NO ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE MEVDU TAKIMI FORMAMI I NORMALXNYMI WESAMI

NAM. |TO SOOTWETSTWIE QWLQETSQ ESTESTWENNYM PRODOLVENIEM SOOTWETSTWIQ

MEVDU B.F. IZ L

+

1

(') I POLOVITELXNYMI NORMALXNYMI FUNKCIONALAMI NAM .

nAPOMNIM SLEDU@]EE IZWESTNOE

1. oPREDELENIE. kWADRATI^NOJ FORMOJ (K.F.) NA D

'

NAZYWAETSQ OTOBRAVE-

NIE q:D

'

! [0;+1] TAKOE, ^TO

(A) q(�f) = j�j

2

q(f) (� 2 C ; f 2 D

'

), PRI^EM 0 � 1 � 0,

(B) q(f + g) + q(f � g) = 2(q(f) + q(g)) (f; g 2 D

'

).

mY BUDEM NAZYWATX K.F. q NA D

'

NORMALXNOJ, ESLI SU]ESTWUET TAKAQ WOZ-

RASTA@]AQ SETX B.F. (a

i

) � L

+

1

('), ^TO

q(f) = sup

i

a

i

(f; f) (f 2 D

'

):

uSLOWIMSQ ^EREZ Q(') OBOZNA^ATX MNOVESTWO WSEH NORMALXNYH KWADRATI^-

NYH FORM NA D

'

. zAMETIM, ^TO KAVDAQ K.F. q 2 Q(') PRISOEDINENA K M W

SLEDU@]EM SMYSLE: DLQ KAVDOGO UNITARNOGO OPERATORA u 2 M

0

I f 2 D

'

SPRAWEDLIWO RAWENSTWO q(uf) = q(f).

oPREDELIM W Q(') OTNO[ENIE PORQDKA I OPERACII SLOVENIQ I UMNOVENIQ NA

NEOTRICATELXNYE SKALQRY, POLAGAQ

(A) q

1

� q

2

, ESLI q

1

(f) � q

2

(f) (f 2 D

'

),

(B) (q

1

+ q

2

)(f) = q

1

(f) + q

2

(f) (f 2 D

'

),

(W) (�q)(f) = �q(f) (� � 0; f 2 D

'

).
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oTMETIM, ^TO KAVDAQ WOZRASTA@]AQ SETX K.F. (q

i

) � Q(') IMEET W Q(')

TO^NU@ WERHN@@ GRANX q = sup q

i

, PRI^EM

q(f) = sup

i

q

i

(f) (f 2 D

'

):

2. pRIMERY. (A) s KAVDOJ B.F. a 2 L

+

1

(') SWQZANA K.F. [a] 2 Q('), OPREDELQ-

EMAQ RAWENSTWOM [a](f) = a(f; f). tAKIE K.F. MY BUDEM NAZYWATX INTEGRIRUE-

MYMI.

(B) dLQ KAVDOGO x 2 M

+

K.F. [x], ZADANNAQ NAD

'

RAWENSTWOM [x](f) = (xf; f),

QWLQETSQ NORMALXNOJ. dEJSTWITELXNO, PUSTX WOZRASTA@]AQ SETX (x

i

) � m

+

'

TAKOWA, ^TO x

i

% x. tOGDA WSE K.F. [x

i

] INTEGRIRUEMY I [x](f) = sup

i

[x

i

](f)

(f 2 D

'

). o^EWIDNO, ^TO FORMAMI WIDA [H ] (x 2 M

+

) IS^ERPYWA@TSQ WSE

OGRANI^ENNYE K.F. IZ Q(').

(W) pUSTX

d

M

+

{ RAS[IRENNAQ POLOVITELXNAQ ^ASTX ALGEBRY nEJMANAM [9].

dLQ KAVDOGO m 2

d

M

+

OPREDELIM K.F. [m] NA D

'

, POLAGAQ

[m](f) =

Z

1

0

�dke(�)(1 � p)fk

2

+1 � kpfk

2

;

GDE m =

R

1

0

�de(�)+1�p { SPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIEm. tOGDA [m] 2 Q('),

POSKOLXKU SU]ESTWUET WOZRASTA@]AQ SETX (x

i

) � M

+

TAKAQ, ^TO x

i

% m W

d

M

+

(SM. [9], SLEDSTWIE 1.6), I, SLEDOWATELXNO, [m](f) = sup

i

[x

i

](f) (f 2 D

'

). iZ

LEMMY 1.4 [7] (SM. TAKVE [9], LEMMA 5) SLEDUET, ^TO K.F. WIDA [m] (m 2

d

M

+

)

SUTX \LEMENTY Q('), POLUNEPRERYWNYE SNIZU W SILXNOJ TOPOLOGII H.

pERED FORMULIROWKOJ SLEDU@]EJ TEOREMY USLOWIMSQ ^EREZ H

f

OBOZNA^ATX

DLQ KAVDOGO f 2 D

'

OPERATOR IZ m

+

'

, ODNOZNA^NO OPREDELQEMYJ USLOWIEM




'

(x

f

)(x) = (xf; f) (x 2 M

+

): (5)

3. tEOREMA. dLQ KAVDOGO NORMALXNOGO WESA  NAM RAWENSTWO

[ ](f) =  (x

f

) (f 2 D

'

) (6)

OPREDELQET K.F. [ ] 2 Q('). nAOBOROT, DLQ KAVDOJ K.F. q 2 Q(') SU]ESTWU-

ET, I PRITOM EDINSTWENNYJ, NORMALXNYJ WES  NAM TAKOJ, ^TO [ ] = q.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX  { NORMALXNYJ WES NA M. tOGDA NAJDETSQ WOZRAS-

TA@]AQ SETX B.F. (a

i

) � L

+

1

(') TAKAQ, ^TO

 (x) = sup

i




'

(a

i

)(x) (x 2 M

+

)

[2, 8]. w TAKOM SLU^AE [ ](f) = sup

i

(a

i

f; f) DLQ KAVDOGO f 2 D

'

, POSKOLXKU IZ

(5) SLEDUET, ^TO

a(f; f) = 


'

(a)(x

f

) (a 2 L

1

('); f 2 D

'

): (7)
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tAKIM OBRAZOM, K.F. [ ] 2 Q(').

nAOBOROT, PUSTX K.F. q 2 Q(') I WOZRASTA@]AQ SETX B.F. (a

i

) � L

+

1

(') TAKOWA,

^TO q = sup

i

[a

i

] W Q('). pOSKOLXKU SETX 


'

(a

i

) POLOVITELXNYH NORMALXNYH

FUNKCIONALOW NAM WOZRASTAET, TO RAWENSTWO

 (x) = sup

i




'

(a

i

)(x) (x 2 M

+

)

OPREDELQET NORMALXNYJ WES  NA M. iZ RAWENSTWA (7) TOGDA SLEDUET, ^TO

[ ] = q. eDINSTWENNOSTX  WYTEKAET IZ SLEDU@]EJ LEMMY, ZAWER[A@]EJ DO-

KAZATELXSTWO TEOREMY.

4. lEMMA. dLQ KAVDOGO x 2 M

+

SU]ESTWUET SEMEJSTWO WEKTOROW (f

i

) � D

'

TAKOE, ^TO WES 


'

(x) =

P

i

((�)f

i

; f

i

) NAM

+

, PRI \TOM  (x) =

P

i

[ ](f

i

).

dOKAZATELXSTWO. sU]ESTWOWANIE NUVNOGO PREDSTAWLENIQ NORMALXNOGO WESA




'

(x) SLEDUET IZ NERAWENSTWA 


'

(x) � jjxjj' [3]. oBOZNA^IW DLQ KRATKOSTI

x

f

i

� x

i

, IMEEM 


'

(x) =

P

i




'

(x

i

). tOGDA, DLQ KAVDOGO y 2 n

'

(�

'

(x)J

'

by; J

'

by) = 


'

(y

�

y)(x) = 


'

(x)(y

�

y) =

X

i




'

(x

i

)(y

�

y)

=

X

i

(�

'

(x

i

)J

'

by; J

'

by):

w SILU PLOTNOSTI J

'

(cn

'

) W H

'

OTS@DA SLEDUET, ^TO �

'

(x) =

P

i

�

'

(x

i

), TAK ^TO

x =

P

i

x

i

. w TAKOM SLU^AE  (x) =

P

i

 (x

i

) =

P

i

[ ](f

i

): lEMMA DOKAZANA.

5. sLEDSTWIE. oTOBRAVENIE  ! [ ] QWLQETSQ MONOTONNO ADDITIWNOJ I

POLOVITELXNO ODNORODNOJ BIEKCIEJ MNOVESTWA WSEH NORMALXNYH WESOW NA AL-

GEBRE nEJMANA M NA Q('), PRI^EM

(A)  (1) <1 () K.F. [ ] INTEGRIRUEMA,

(B)  � �' DLQ NEKOTOROGO � > 0 () K.F. [ ] OGRANI^ENA,

(W)  = 


'

(m) DLQ NEKOTOROGO m 2

d

M

+

() K.F. [ ] POLUNEPRERYWNA

SNIZU.

pRI \TOM [


'

(a)] = [a] (a 2 L

+

1

(')) I [


'

(m)] = [m] (m 2

d

M

+

), GDE DLQ

m 2

d

M

+

NORMALXNYJ WES 


'

(m) OPREDELEN W [5] (TEOREMA 5).

6. zAME^ANIE. w RABOTE [7] a. kONN PREDLOVIL OPISYWATX NORMALXNYE PO-

LUKONE^NYE WESA  NA M S POMO]X@ PROSTRANSTWENNYH PROIZWODNYH d =d'

0

OTNOSITELXNO FIKSIROWANNOGO TO^NOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA '

0

NA

KOMMUTANTE M

0

ALGEBRY M. |TI PROIZWODNYE QWLQ@TSQ POLUNEPRERYWNYMI

SNIZU PLOTNO OPREDELENNYMI KWADRATI^NYMI FORMAMI NA LINEALE D

'

0

I, SLE-

DOWATELXNO, OPREDELQ@TSQ POLOVITELXNYMI SAMOSOPRQVENNYMI OPERATORAMI.

oDNAKO DAVE DLQ KONE^NYH WESOW  SOOTWETSTWU@]IE OPERATORY, WOOB]E GOWO-

RQ, NE PRISOEDINENY KM. w NA[EM PODHODE NORMALXNYE WESA  NAM OPISY-

WA@TSQ K.F. [ ], PRISOEDINENNYMI KM, ODNAKO NE WSEGDA POLUNEPRERYWNYMI
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SNIZU, T. E. NE SWODQ]IMISQ, WOOB]E GOWORQ, K OPERATORAM. bOLEE TOGO, IZ TEO-

REMY 6 RABOTY [5] SLEDUET, ^TO WSE K.F. IZ Q(') POLUNEPRERYWNY SNIZU TOGDA I

TOLXKO TOGDA, KOGDA WES ' REGULQREN (TOGDA, W ^ASTNOSTI, ALGEBRAM QWLQETSQ

POLUKONE^NOJ).

rASSMOTRIM TEPERX PODROBNEE WOPROS O TOM, DLQ KAKIH NORMALXNYH WESOW  

NAM IH PROIZWODNYE { K.F. [ ] { SWODQTSQ K OPERATORAM. dLQ \TOGO, WO-PERWYH,

USLOWIMSQ OTOVDESTWLQTX SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR h � 0, PRISOEDINENNYJ

K M, S SOOTWETSTWU@]IM \LEMENTOM RAS[IRENNOJ POLOVITELXNOJ ^ASTI

d

M

+

ALGEBRYM. pRI \TOM, KAK NETRUDNO PROWERITX, DLQ f 2 D

'

[h](f) =

�

kh

1=2

fk; ESLI f 2 D(h

1=2

) \D

'

,

+1; W PROTIWNOM SLU^AE.

oTMETIM TAKVE, ^TO IZ h � k SLEDUET [h] � [k], I ESLI SETX h

i

% h, TO SETX

K.F. [h

i

] % [h] (PO POWODU PORQDKA I SHODIMOSTI W KLASSE SAMOSOPRQVENNYH

POLOVITELXNYH OPERATOROW SM. [10]).

sLEDU@]IJ REZULXTAT QWLQETSQ O^EWIDNYM SLEDSTWIEM PREDYDU]IH RAS-

SMOTRENIJ I TEOREMY rADONA{nIKODIMA, DOKAZANNOJ g. pEDERSENOM I m. tAKE-

SAKI [10] DLQ �

'

t

-INWARIANTNYH WESOW NAM. nIVE ^EREZM

'

OBOZNA^ENA POD-

ALGEBRAM, SOSTOQ]AQ IZ NEPODWIVNYH TO^EK GRUPPY AWTOMORFIZMOW (�

'

t

)

t2R

.

7. pREDLOVENIE (Sp. [2], TEOREMA 4). dLQ KAVDOGO SAMOSOPRQVENNOGO OPE-

RATORA h � 0, PRISOEDINENNOGO KM, K.F. IZ Q('), OTWE^A@]AQ NORMALXNOMU

POLUKONE^NOMU WESU '(h�) NA M, ESTX [h]. nAOBOROT, ESLI  { NORMALXNYJ

POLUKONE^NYJ, �

'

t

-INWARIANTNYJ WES NA M, TO SU]ESTWUET, PRITOM EDIN-

STWENNYJ, SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR h � 0, PRISOEDINENNYJ KM

'

, TAKOJ,

^TO K.F. [ ] = [h].

8. oPREDELENIE (SR. [4], OPREDELENIE 7 x2). sKAVEM, ^TO WES ' PO^TI DOMINI-

RUET NORMALXNYJ WES  NAM, ESLI DLQ KAVDOJ POSLEDOWATELXNOSTI (x

n

) �M

IZ USLOWIQ lim

n;m

 ((x

n

�x

m

)

�

(x

n

�x

m

)) = 0 I lim

n

'(x

�

n

x

n

) = 0 WSQKIJ pas SLEDUET,

^TO lim

n

 (x

�

n

x

n

) = 0.

9. tEOREMA (SR. [4], TEOREMA 9 x2). pUSTX  { NORMALXNYJ LOKALXNO KONE^NYJ

WES NAM. sLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) SU]ESTWUET SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR h � 0, PRISOEDINENNYJ KM,

TAKOJ, ^TO K.F. [ ] = [h];

(ii) SU]ESTWUET WOZRASTA@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX (x

n

) � M

+

TAKAQ,

^TO Wec  (�) = sup

n




'

(x

n

)(�);

(iii) SU]ESTWUET SEMEJSTWO (f

i

) � D

'

TAKOE, ^TO WES  =

P

((�)f

i

; f

i

) NA

M

+

;

(iv) K.F. [ ] POLUNEPRERYWNA SNIZU;

(v) K.F. [ ] ZAMYKAEMA (T. E. DLQ KAVDOJ POSLEDOWATELXNOSTI (f

n

) � D

'

IZ USLOWIQ lim

m;n

[ ](f

n

� f

m

) = 0 I lim

n

kf

n

k = 0 WSQKIJ RAZ SLEDUET, ^TO

lim

n

[ ](f

n

) = 0);

(vi) WES ' PO^TI DOMINIRUET WES  .



154 n. w. trunow

dLQ DOKAZATELXSTWA \TOJ TEOREMY NAM PONADOBITSQ SLEDU@]AQ

10. lEMMA. dLQ KAVDOGO NORMALXNOGO LOKALXNO KONE^NOGO WESA  NA M

LINEAL

D([ ]) = ff 2 D

'

j [ ](f) <1g

PLOTEN W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H.

dOKAZATELXSTWO. pOSKOLXKU K.F. [ ] PRISOEDINENA KM, TO LINEAL D([ ]) IN-

WARIANTEN OTNOSITELXNO M

0

I, SLEDOWATELXNO, NAM DOSTATO^NO PROWERITX, ^TO

D([ ]) { RAZDELQ@]EE MNOVESTWO WEKTOROW DLQM. s \TOJ CELX@ PREDPOLOVIM,

^TO OPERATOR x 2 M OBRA]AETSQ W NULX NA D([ ]), I PROWERIM, ^TO x = 0. pO-

SKOLXKU D

'

PLOTNO W H [2], TO DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO x OBRA]AETSQ W NULX

NA D

'

, ^To MY SEJ^AS I SDELAEM. pUSTX f 2 D

'

. zAMETIM, ^TO 


'

(x

�

x)(y) = 0

DLQ KAVDOGO y 2 m

+

'

TAKOGO, ^TO y � x

f

. dEJSTWITELXNO, NORMALXNYJ WES 


'

(y)

NAM MOVNO ZAPISATX W WIDE 


'

(y) =

P

i

((�)f

i

; f

i

), GDE (f

i

) � D

'

. oTMETIM, ^TO

WSE f

i

2 D([ ]), POSKOLXKU PO LEMME 4

[ ](f

i

) �

X

i

[ ](f

i

) =  (y) <1:

sLEDOWATELXNO,




'

(x

�

x)(y) = 


'

(y)(x

�

x) =

X

i

jx

f

i

j

2

= 0:

wYBEREM TEPERX WOZRASTA@]U@ SETX (y

i

) � m

+

'

TAKU@, ^TO y

i

% x

f

. w TAKOM

SLU^AE 


'

(x

�

x)(y

i

) � 0 I, SLEDOWATELXNO,

jx

f

j

2

= 


'

(x

f

)(x

�

x) = 


'

(x

�

x)(x

f

) = sup

i




'

(x

�

x)(y) = 0:

lEMMA DOKAZANA.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 9.

(i) =) (ii). pO SPEKTRALXNOJ TEOREME NAJDETSQ WOZRASTA@]AQ POSLEDOWATELX-

NOSTX OPERATOROW (H

n

) � M

+

TAKAQ, ^TO [h](f) = sup

n

(x

n

f; f) DLQ WSEH f 2 D

'

.

tOGDA PO SLEDSTWI@ 5 WES  (�) = sup

n




'

(x

n

)(�).

(ii) =) (iii). pOLAGAQ y

1

= x

1

, y

n

= x

n

� x

n�1

(n = 2; 3; : : : ), IMEEM  =

1

P

n=1




'

(y

n

). zAMETIM TEPERX, ^TO DLQ KAVDOGO n = 1; 2; : : : NORMALXNYJ WES




'

(y

n

) DOPUSKAET PREDSTAWLENIE 


'

(y

n

) =

P

i

((�)f

(n)

i

; f

(n)

i

), GDE (f

(n)

i

) � D

'

,

POSKOLXKU 


'

(y

n

) � ky

n

k'.

(iii) =) (iv). oBOZNA^IW DLQ KRATKOSTI x

f

i

= x

i

, IMEEM DLQ KAVDOGO f 2 D

'

[ ](f) =  (x

f

) =

X

i

(x

f

f

i

; f

i

) =

X

i




'

(x

i

)(x

f

) =

X

i




'

(x

f

)(x

i

) =

X

i

[x

i

](f):
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oTS@DA SLEDUET, ^TO K.F. [ ] POLUNEPRERYWNA SNIZU KAK SUMMA NEPRERYWNYH

K.F. [x

i

].

(iv) =) (v). pO POWODU \TOJ IMPLIKACII SM., NAPRIMER, [7], LEMMA 5.

(v) =) (i). pOSKOLXKU D([ ]) PLOTNO W H I K.F. [ ] ZAMYKAEMA NA D([ ]),

TO W SILU HORO[O IZWESTNOGO REZULXTATA O SWQZI ZAMYKAEMYH FORM I OPERA-

TOROW SU]ESTWUET, PRITOM EDINSTWENNYJ, SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR h � 0

W H TAKOJ, ^TO D([ ]) { SU]ESTWENNAQ OBLASTX OPREDELENIQ OPERATORA h

1=2

I

[ ](f) = jjh

1=2

f jj

2

DLQ WSEH f 2 D([ ]). pOSKOLXKU K.F. [ ] PRISOEDINENA K M,

TO IZ EDINSTWENNOSTI TAKOGO OPERATORA h LEGKO WYWESTI, ^TO ON PRISOEDINEN K

M. dLQ PROWERKI RAWENSTWA [ ] = [h] W SILU SLEDSTWIQ 5 DOSTATO^NO UBEDITXSQ

W TOM, ^TO  = 


'

([h]), A DLQ \TOGO W SILU LOKALXNOJ KONE^NOSTI  NUVNO LI[X

PROWERITX, ^TO NORMALXNYE WESA  I 


'

([h]) SOWPADA@T NA m

+

 

. dLQ PROWER-

KI POSLEDNEGO UTWERVDENIQ PREDPOLOVIM, ^TO y 2 m

+

 

. tOGDA IZ RASSUVDENIJ,

PROWODIW[IHSQ PRI DOKAZATELXSTWE LEMMY 10, SLEDUET, ^TO WES 


'

(y) DOPUSKAET

PREDSTAWLENIE 


'

(y) =

P

i

((�)f

i

; f

i

), GDE (f

i

) � D

'

. w TAKOM SLU^AE PO LEMME 4

 (y) =

X

i

[ ](f

i

) =

X

i

[h](f

i

) = 


'

([h])(y):

dOKAZATELXSTWO \KWIWALENTNOSTI USLOWIJ (v) I (vi) PO^TI DOSLOWNO POWTORQ-

ET DOKAZATELXSTWO \KWIWALENTNOSTI USLOWIJ (i) I (vi) W TEOREME 9 IZ x2 RABOTY

[4].

tEOREMA DOKAZANA.

11. zAME^ANIE. . oPERATOR h OPREDELQETSQ USLOWIEM (i) TEOREMY 9, WOOB]E

GOWORQ, NE EDINSTWENNYM OBRAZOM DAVE DLQ KONE^NYH ' I  (SM. [2], ZAME^ANIE

NA S. 88). oDNAKO, KAK SLEDUET IZ DOKAZATELXSTWA IMPLIKACII (v) =) (i) \TOJ

TEOREMY, SREDI TAKIH h SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ S USLOWIEM, ^TO D([ ]) ESTX

SU]ESTWENNAQ OBLASTX OPREDELENIQ oneRATORA h

1=2

.

rEZULXTAT TEOREMY 9 MOVNO NESKOLXKO USILITX, ESLI POTREBOWATX REGULQR-

NOSTX ' (^TO, W ^ASTNOSTI, WLE^ET POLUKONE^NOSTX ALGEBRYM W SILU TEOREMY

2 RABOTY [5]). oTMETIM, ^TO, KAK POKAZANO W [4], \TO RAWNOSILXNO WYPOLNENI@

\KWIWALENTNYH USLOWIJ (i) { (vi) TEOREMY 9 DLQ WSEH KONE^NYH NORMALXNYH

WESOW  NAM.

12. pREDLOVENIE. pUSTX NORMALXNYJ LOKALXNO KONE^NYJ WES ' REGULQREN I

 { NORMALXNYJ WES NAM. sLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY:

(i) LINEAL D([ ]) PLOTEN W H,

(ii) SU]ESTWUET SAMOSOPRQVENNYJ OPERATOR h � 0, PRISOEDINENNYJ KM,

TAKOJ, ^TO K.F. [ ] = [h].

pRI WYPOLNENII \TIH USLOWIJ TAKOJ OPERATOR h EDINSTWENEN.

dOKAZATELXSTWO. (i) =) (ii). sOGLASNO [5] (TEOREMA 6) NAJDETSQ m 2

d

M

+

S

USLOWIEM  = 


'

(m). eSLIm =

R

1

0

�de(�)+1�p { SPEKTRALXNOE PREDSTAWLENIE

m [9], TO W SILU PLOTNOSTI D([ ]) PROEKTOR p = 0, I OSTAETSQ ZAMETITX, ^TO

K.F. [ ] = [m].
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(ii) =) (i). pOSKOLXKU LINEAL D([ ]) = D

'

\ D(h

1=2

) INWARIANTEN OTNO-

SITELXNOM

0

, TO DOSTATO^NO PROWERITX, ^TO D([ ]) { RAZDELQ@]EE MNOVESTWO

WEKTOROW DLQM. s \TOJ CELX@ PREDPOLOVIM, ^TO OPERATOR x 2 M OBRA]AETSQ

W NULX NA D([ ]), I PROWERIM, ^TO x = 0. pOSKOLXKU D(h

1=2

) PLOTNO W H, TO

DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO x OBRA]AETSQ W NULX NA D(h

1=2

), ^TO MY SEJ^AS I SDE-

LAEM. pUSTX f 2 D(h

1=2

). nAJDETSQ POSLEDOWATELXNOSTX (f

i

) � D

'

TAKAQ, ^TO

FUNKCIONAL ((�)f; f) =

1

P

i=1

((�)f

i

; f

i

) NAM. pUSTX h =

R

1

0

�de(�) { SPEKTRALXNOE

PREDSTAWLENIE h I h

n

=

R

n

0

�de(�) (n = 1; 2; : : : ). tOGDA

sup

n

(h

n

f

i

; f

i

) � sup

n

(h

n

f; f) = jjh

1=2

f jj

2

<1 (i = 1; 2; : : : );

OTKUDA SLEDUET, ^TO WSE f

i

2 D(h

1=2

). w TAKOM SLU^AE

kxfk

2

=

1

X

i=1

kxf

i

k

2

= 0;

OTKUDA, W SILU PROIZWOLXNOSTI f 2 D(h

1=2

), OPERATOR x = 0. dOKAZATELXSTWO

EDINSTWENNOSTI OPERATORA h PO^TI DOSLOWNO POWTORQET SOOTWETSTWU@]IE RAS-

SUVDENIQ IZ DOKAZATELXSTWA TEOREMY 6 IZ x7 RABOTY [4]. tEOREMA DOKAZANA.

13. sLEDSTWIE. pUSTX ' { TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ SLED NA M.

nORMALXNYJ WES  NA M UDOWLETWORQET \KWIWALENTNYM USLOWIQM (i) I (ii)

PREDLOVENIQ 12 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ON POLUKONE^EN, PRI \TOM  =

'(h�).

dOKAZATELXSTWO. dOSTATO^NO WOSPOLXZOWATXSQ PREDLOVENIEM 7, U^ITYWAQ,

^TO WES ' LOKALXNO KONE^EN I REGULQREN, PRI^EMM

'

=M.
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XIII. ob uslownyh ovidaniqh

w algebrah nejmana

(w SOAWTORSTWE S a. n. {ERSTNEWYM)

kONSTR. TEORIQ FUNKCIJ I FUNKC. ANALIZ,

kAZANX, 1985, WYP. 5, 94{111

zAMETKA NEPOSREDSTWENNO PRIMYKAET K RABOTAM AWTOROW [2] I [3]. w NEJ

PRODOLVAETSQ ISSLEDOWANIE ODNOGO OBOB]ENIQ PONQTIQ USLOWNOGO OVIDANIQ W

ALGERBAH nEJMANA, WWED�ENNOGO W \TIH RABOTAH W SWQZI S TEORIEJ NEKOMMUTATIW-

NOGO PROSTRANSTWA L

1

.

x1. mY NA^N�EM SO SLU^AQ SOSTOQNIQ. pUSTXM| ALGEBRA nEJMANA W GILXBER-

TOWOM PROSTRANSTWE H, ' | TO^NOE NORMALXNOE SOSTOQNIE NAM. w TERMINO-

LOGII I OBOZNA^ENIQH, KASA@]IHSQ TEORII PROSTRANSTWA L

1

(') INTEGRIRUEMYH

BILINEJNYH FORM (B.F.) NA LINEALE SOSTOQNIQ

D

'

= ff 2 H j 9� > 0 : hxf; fi � '(x);8x 2 M

+

g;

MY BUDEM PRIDERVIWATXSQ RABOT [2] I [3]. w ^ASTNOSTI, USLOWIMSQ NE RAZLI-

^ATX OPERATOR x 2 M I POROVD�ENNU@ IM INTEGRIRUEMU@ B.F. hx(�); �i NA D

'

.

pUSTX N | PODALGEBRA nEJMANA ALGEBRYM; '

0

= ' jN | OGRANI^ENIE ' NA

N ; 
 : L

1

(')!M

�

I 


0

: L

1

('

0

)! N

�

| KANONI^ESKIE IZOMORFIZMY.

nAPOMNIM SLEDU@]IJ REZULXTAT (SM. [2], PREDLOVENIE 6) , QWLQ]IJSQ PROS-

TYM SLEDSTWIEM TEORII PROSTRANSTWA L

1

('). pRI DANNYH PREDPOLOVENIQH SU-

]ESTWUET I ODNOZNA^NO OPREDELENO USLOWIEM


(a)(x) = 


0

(Ea)(x) (x 2 N ; a 2 L

1

(')) (1)

OTOBRAVENIE E : L

1

(')! L

1

('

0

), OBLADA@]EE SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:

E1. E | LINEJNAQ S@RXEKCIQ,

E2. E POLOVITELXNO I TO^NO,

E3. kEk = 1,

E4. '

0

(Ea) = '(a) (a 2 L

1

(')),

E5. eSLI a

n

% a W L

1

(')

+

, TO Ea

n

% Ea.

(zDESX SIMWOL a

n

% a OZNA^AET, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX a

n

NE UBYWAET I

sup

n

a

n

= a 2 L

1

(')

+

W SMYSLE PORQDKA, ZADAWAEMOGO KONUSOM L

1

(')

+

.)

oSNOWNOJ REZULXTAT RABOTY [2] (TEOREMA 11) UTWERVDAET, ^TO DOPOLNITELX-

NOE TREBOWANIE

Ex = x (x 2 N ) (2)
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(ANALOG IDEMPOTENTNOSTI E) \KWIWALENTNO SU]ESTWOWANI@ OBY^NOGO (OGRANI-

^ENNOGO) USLOWNOGO OVIDANIQ " :M ! N OTNOSITELXNO ' W SMYSLE [1] I [6],

PRI^�EM OGRANI^ENIE E NAM SOWPADAET S ".

s CELX@ OBOB]ENIQ PONQTIQ USLOWNOGO OVIDANIQ W ALGEBRAH nEJMANA ZAJ-

M�EMSQ IZU^ENIEM OGRANI^ENIQ E = E jM OTOBRAVENIQ E, OPREDEL�ENNOGO USLO-

WIEM (1), NA ALGEBRUM. oTMETIM, ^TO W KLASSI^ESKOJ (KOMMUTATIWNOJ) TEORII

WEROQTNOSTEJ USLOWNOE OVIDANIE W L

1

WWODITSQ, KAK PRAWILO, IMENNO TAKIM

SPOSOBOM.

tEOREMA 1. oTOBRAVENIE E = E jM DEJSTWUET IZM W N I OBLADAET SLE-

DU@]IMI SWOJSTWAMI:

E1. E | LINEJNOE OTOBRAVENIE, E(1) = 1,

E2. E POLOVITELXNO I TO^NO,

E3. kEk = 1, T. E. kExk � kxk (x 2 M),

E4. '

0

(Ex) = '(x) (x 2 M),

E5. E ULXTRASLABO NEPRERYWNO,

E6. 
(Ex)(y) = 
(x)(Ey) (x; y 2 M).

dOKAZATELXSTWO. dLQ PROWERKI WKL@^ENIQ E(M) � N DOSTATO^NO USTANO-

WITX, ^TO Ex 2 N DLQ KAVDOGO x 2 M

sa

. s \TOJ CELX@ OPREDELIM WE]EST-

WENNYJ LINEJNYJ FUNKCIONAL ! NA PLOTNOM W N

sa

�

LINEALE 


0

(N

sa

), POLAGAQ

!(


0

(y)) = 


0

(Ex)(y) (y 2 N

sa

). tOGDA

j!(


0

(y))j = j


0

(Ex)(y)j = j
(x)(y)j = j
(y)(x)j � k
(y)k kxk = kyk

'

kxk

� kyk

'

0

kxk = k


0

(y)k kxk:

w \TOJ WYKLADKE MY WOSPOLXZOWALISX TEM, ^TO

k
(z)k = kzk

'

� inff'(z

1

+ z

2

) : z = z

1

� z

2

; z

1

; z

2

2 M

+

g (z 2 M

sa

)

(SM. [2]). w TAKOM SLU^AE NAJD�ETSQ x

0

2 N

sa

TAKOJ, ^TO !(


0

(y)) = 


0

(y)(x

0

)

DLQ WSEH y 2 N

sa

. sRAWNIWAQ S (1), IMEEM Ex = x

0

2 N

sa

.

pUSTX DALEE (�;H) | PREDSTAWLENIEM, ASSOCIIROWANNOE S ',b) :M! H|

TOVDESTWENNOE WLOVENIEM W GILXBERTOWO PROSTRANSTWO H, QWLQ@]EESQ POPOL-

NENIEM

c

M OTNOSITELXNO SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ hbx; byi = '(y

�

x), J | KANO-

NI^ESKAQ INWOL@CIQ TEORII tOMITA-tAKESAKI W H (NAPOMNIM , ^TO J�(M)J =

�(M)

0

). uSLOWIMSQ NULEWYM INDEKSOM OTME^ATX SOOTWETSTWU@]IE OB_EKTY,

SWQZANNYE S N I '

0

: �

0

;H

0

; J

0

I T. D. pUSTX p | ORTOGONALXNYJ PROEKTOR H

NA H

0

=

b

N . sLEDU@]AQ WYKLADKA SPRAWEDLIWA DLQ KAVDYH x 2 M; y; z 2 N W

SILU OPREDELENIQ 
 [2, 3]:

hJ�(x)

�

Jbz; byi = 
(x)(y

�

z) = 


0

(Ex)(y

�

z) = hJ

0

�

0

(Ex)

�

J

0

bz; byi:

oTS@DA SLEDUET, ^TO OGRANI^ENIE NA H

0

(pJ�(x)J)jH

0

= J

0

�

0

(Ex)J

0

;

TAK ^TO QWNOE WYRAVENIE E ZADA�ETSQ FORMULOJ

Ex = �

�1

0

(J

0

(pJ�(x)J jH

0

)J

0

) (x 2 M): (3)
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sWOJSTWA E1; E2; E4 NEPOSREDSTWENNO SLEDU@T IZ E1, E2 I E4 SOOTWETSTWENNO, S

U^�ETOM TOGO, ^TO 
(1) = '; 


0

(1) = '

0

; E3 ESTX PRQMOE SLEDSTWIE PREDSTAWLENIQ

(3); E6 SLEDUET IZ SIMMETRI^NOSTI FORMY 
(�)(�) NA M. dLQ PROWERKI E5

POKAVEM SNA^ALA, ^TO E NORMALXNO, T. E. IZ x

i

% x (x

i

; x 2 M

+

) SLEDUET, ^TO

Ex

i

% Ex. dEJSTWITELXNO, W SILU POLOVITELXNOSTI E SETX Ex

i

WOZRASTAET I

OGRANI^ENA SWERHU OPERATOROM Ex 2 N

+

. pOLAGAQ x

0

= supEx

i

, IMEEM


(x)(y) = 
(y)(x) = sup

i


(y)(x

i

) = sup

i




0

(Ex

i

)(y) = sup

i




0

(y)(Ex

i

)

= 


0

(y)(x

0

) = 


0

(x

0

)(y) (y 2 N

+

);

OTKUDA x

0

= Ex. zAMETIM TEPERX, ^TO W SILU NORMALXNOSTI E DLQ KAVDOGO

� 2 M

+

�

FUNKCIONAL �(E�) NA M POLOVITELEN I NORMALEN, A \TO NEMEDLENNO

WLE^�ET E5. tEOREMA DOKAZANA.

zAME^ANIE 1. zAMETIM, ^TO DOKAZATELXSTWO WKL@^ENIQ E(M) � N FAKTI^ES-

KI UVE SODERVITSQ W [2] (SM. DOKAZATELXSTWO IMPLIKACII (i) ) (ii) W TEOREME

11 UKAZANNOJ RABOTY). iNTERESNO OTMETITX, ^TO W RABOTE l. aKKARDI I k.

~EKKINI [4], GDE TAKVE RASSMATRIWALASX ZADA^A OBOB]ENIQ PONQTIQ USLOWNO-

GO OVIDANIQ W ALGEBRAH nEJMANA, SOOTWETSTWU@]EE PONQTIE WWODITSQ IZ DO-

STATO^NO OTDAL�NNOJ ANALOGII S KLASSI^ESKOJ SITUACIEJ. oDNAKO SRAWNENIE

FORMUL (3.18) I (3.20) RABOTY [4] I NA[EGO RAWENSTWA (3) POKAZYWAET, ^TO OTO-

BRAVENIE E : M ! N I ESTX '-USLOWNOE OVIDANIE W SMYSLE [4]. oTMETIM, W

^ASTNOSTI, ^TO E WPOLNE POLOVITELXNO (\TO SRAZU SLEDUET, NAPRIMER, IZ (3)).

zAME^ANIE 2. pRI PODGOTOWKE RUKOPISI K PE^ATI AWTORAM STALA IZWESTNA RA-

BOTA l. aKKARDI I k. ~EKKINI [5], GDE POLU^ENY BLIZKIE K NA[IM REZULXTATY.

oTMETIM, ^TO W [5] ISPOLXZUETSQ WLOVENIEM WM

�

, KOTOROE W NA[IH OBOZNA-

^ENIQH ESTX x! 
(x

�

).

x2. pEREHODQ K SLU^A@ WESA, BUDEM PRIDERVIWATXSQ OBOZNA^ENIJ I TERMINO-

LOGII [3]. pUSTX N | PODALGEBRA nEJMANA ALGEBRY M, ' | TO^NYJ NOR-

MALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA M TAKOJ, ^TO WES '

0

= 'jN POLUKONE^EN, m

+

'

= fx 2 M

+

: '(x) < 1g, m

'

| LINEJNAQ OBOLO^KA m

+

'

; m

+

'

0

I m

'

0

| SOOT-

WETSTWU@]IE OB_EKTY DLQ '

0

. ~EREZ E : L

1

(') ! L

1

('

0

) OBOZNA^IM, KAK I W

x1, OTOBRAVENIE, ODNOZNA^NO OPREDELQEMOE USLOWIEM (1). w RABOTE [3] (PRED-

LOVENIE 4) POKAZANO, ^TO OTOBRAVENIE E UDOWLETWORQET USLOWIQM E1{E4 I W

\TOM SLU^AE. oDNAKO, POSKOLXKU W DANNOM SLU^AE ALGEBRA M UVE NE OBQZANA

WHODITX CELIKOM W L

1

('), TO DLQ OPREDELENIQ OTOBRAVENIQ E :M ! N MY

WOSPOLXZUEMSQ PRI�EMOM, PRIMENQW[IMSQ PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 1.

tEOREMA 2. sU]ESTWUET I ODNOZNA^NO OPREDELENO USLOWIEM


(y)(x) = 


0

(y)(Ex) (y 2 m

+

'

0

) (4)

OTOBRAVENIE E :M!N , OBLADA@]EE SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:

E1. E | LINEJNOE OTOBRAVENIE, E(1) = 1,

E2. E POLOVITELXNO I TO^NO,

E3. kEk = 1, T. E. kExk � kxk (x 2 M),
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E4. '

0

(Ex) = '(x) (x 2 m

+

'

),

E5. E ULXTRASLABO NEPRERYWNO,

E6. 
(Ex)(y) = 
(x)(Ey) (x; y 2 m

'

),

E7. Ex = Ex (x 2 m

'

).

dOKAZATELXSTWO S O^EWIDNYMI IZMENENIQMI, KASA@]IMISQ ISPOLXZOWANIQ

m

'

I m

'

0

WMESTO M I N , DOSLOWNO POWTORQET DOKAZATELXSTWO TEOREMY 1. pRI

\TOM QWNOE WYRAVENIE (3) DLQ E OSTA�ETSQ, O^EWIDNO, WERNYM I W DANNOM SLU^AE.

zAME^ANIE 3. (SR. [3], ZAME^ANIE NA S. 89). pUSTX N

1

| E]�E ODNA PODALGEBRA

nEJMANA ALGEBRYM TAKAQ, ^TO N � N

1

�M , I PUSTX WES '

1

= 'jN

1

POLUKO-

NE^EN. dLQ OTOBRAVENIJ E; E

1

I E

2

, OPREDEL�ENNYH W TEOREME 2, KOMMUTATIWNA

SLEDU@]AQ DIAGRAMMA:

M

E

����! N

E

1

?

?

y

% E

2

N

1

|TO SWOJSTWO TRANZITIWNOSTI NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ OPREDELENIQ OTOBRA-

VENIQ E.

zAME^ANIE 4. oTOBRAVENIE E, POSTROENNOE W TEOREME 2, SOWPADAET S '-USLOW-

NYM OVIDANIEM W SMYSLE [4] (TEOREMA 7.5) I, W ^ASTNOSTI, WPOLNE POLOVITELX-

NO. oTMETIM, ^TO PEREHOD OT SOSTOQNIQ K WESU W [4] SWODITSQ K ISPOLXZOWANI@

QWNOGO SOOTNO[ENIQ TIPA (3), PRI^�EM LI[X DLQ x 2 m

'

, S POSLEDU@]IM PRO-

DOLVENIEM PO NEPRERYWNOSTI NA WSE x 2 M. tAKIM OBRAZOM, TEOREMA 2 W SWQZI

S REZULXTATAMI [3] DA�ET NEKOTORU@ DOPOLNITELXNU@ INFORMACI@ O '-USLOWNYH

OVIDANIQH PO SRAWNENI@ S [4].

x3. w KA^ESTWE PRILOVENIQ TEOREMY 2 MY PREDLOVIM NOWYE DOKAZATELXSTWA

TEOREMY 5 IZ [4] O SWQZI MEVDU OTOBRAVENIEM E I OGRANI^ENNYM USLOWNYM

OVIDANIEM, A TAKVE KRITERIEM m. tAKESAKI [6] SU]ESTWOWANIQ OGRANI^ENNOGO

USLOWNOGO OVIDANIQ W TERMINAH MODULQRNOJ GRUPPY, ASSOCIIROWANNOJ S WE-

SOM. sOHRANQQ OBOZNA^ENIQ x2, BUDEM ^EREZ (�

t

)

t2R

(SOOTWETSTWENNO (�

0

t

)

t2R

)

OBOZNA^ATX GRUPPU MODULQRNYH AWTOMORFIZMOW M (SOOTWETSTWENNO N ), ASSO-

CIIROWANNU@ S ' (SOOTWETSTWENNO '

0

).

nAPOMNIM, ^TO OGRANI^ENNYM USLOWNYM OVIDANIEM OTNOSITELXNO WESA '

NAZYWAETSQ OTOBRAVENIE " :M! N (NEOBHODIMO EDINSTWENNOE, SM. [3]) TAKOE,

^TO
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"1. " | LINEJNAQ S@R_EKCIQ, "1 = 1,

"2. " POLOVITELXNO I TO^NO,

"3. k"k = 1,

"4. '

0

("(x)) = '(x) (x 2 m

+

'

),

"5. " ULXTRASLABO NEPRERYWNO.

tEOREMA 3 ([3], TEOREMA 5; [6]). pUSTX N | PODALGEBRA nEJMANA ALGEB-

RY M, ' | TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA M I WES '

0

= ' jN

POLUKONE^EN. tOGDA \KWIWALENTNY SLEDU@]IE USLOWIQ:

(i) Ex = x (x 2 m

'

0

),

(ii) Ex = x (x 2 N ),

(iii) SU]ESTWUET OGRANI^ENNOE USLOWNOE OVIDANIE " :M!N OTNOSITELX-

NO ',

(iv) PODALGEBRA N INWARIANTNA OTNOSITELXNO (�

t

)

t2R

.

pRI WYPOLNENII \TIH USLOWIJ OTOBRAVENIE E | OGRANI^ENNOE USLOWNOE OVI-

DANIE OTNOSITELXNO '.

dOKAZATELXSTWO. |KWIWALENTNOSTX USLOWIJ (i) I (ii) SLEDUET IZ E5, E7 I ULXT-

RASLABOJ PLOTNOSTI m

'

0

W N .

iMPLIKACIQ (ii) ) (iii) O^EWIDNA W SILU TEOREMY 2.

nESLOVNAQ PROWERKA IMPLIKACII (iii) ) (iv) FAKTI^ESKI SODERVITSQ W

[3, S. 92{93]. dEJSTWITELXNO, PUSTX S (SOOTWETSTWENNO S

0

) | ZAMYKANIE AN-

TILINEJNOGO OTOBRAVENIQ x !

c

x

�

(x 2 m

'

) W H (SOOTWETSTWENNO OTOBRAVENIQ

x !

c

x

�

(x 2 m

'

0

) W H

0

) I S = J�

1=2

, S

0

= J

0

�

1=2

0

| IH POLQRNYE RAZ-

LOVENIQ. tOGDA, KAK POKAZANO W [3] (RAWENSTWO (12)), pbx =

d

"(x) DLQ KAVDO-

GO x 2 m

'

(NAPOMNIM, ^TO p | ORTOPROEKTOR NA PODPROSTRANSTWO H

0

). pO-

SKOLXKU "(x

�

) = "(x)

�

(x 2 M), TO S

0

= SjH

0

, TAK ^TO p KOMMUTIRUET S �

I �p = �

0

p. oSTA�ETSQ WOSPOLXZOWATXSQ IZWESTNYMI SOOTNO[ENIQMI TEORII

tOMITA-tAKESAKI:

[

�

t

(x) = �

i t

bx (x 2 m

'

);

\

�

0

t

(x) = �

i t

0

bx (x 2 m

'

0

; t 2 R): (5)

nAKONEC, DLQ PROWERKI IMPLIKACII (iv) ) (i) ZAMETIM, ^TO W SILU EDINSTWEN-

NOSTI ODNOPARAMETRI^ESKOJ ULXTRASLABO NEPRERYWNOJ GRUPPY AWTOMORFIZMOW

ALGEBRY nEJMANAN , UDOWLETWORQ@]EJ USLOWI@ k.m.{. OTNOSITELXNO TO^NOGO

NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA '

0

, SPRAWEDLIWO RAWENSTWO �

t

jN = �

0

t

(t 2 R).

tOGDA IZ (5) SLEDUET, ^TO � KOMMUTIRUET S p I �p = �

0

p. w TAKOM SLU^AE IZ

(3) SLEDUET, ^TO DLQ L@BYH x; y 2 m

'

0

:

�

0

(y)�

1=2

0

(

c

Ex) = J

0

�

0

(Ex)

�

J

0

by = J�(x)

�

Jby = �(y)�

1=2

bx = �

0

(y)�

1=2

0

bx:

uSTREMLQQ W \TOM RAWENSTWE SETX y 2 m

'

0

ULXTRASILXNO K 1, POLU^IM �

1=2

0

(

c

Ex)

= �

1=2

0

bx, OTKUDA

c

Ex = bx W SILU NESINGULQRNOSTI �

1=2

0

, T. E. Ex = x (x 2 m

'

0

).

oSTA�ETSQ U^ESTX USLOWIE E7. tEOREMA DOKAZANA.
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XIV. integrirowanie otnositelxno

wesa na JBW-algebrah

fUNKC. ANALIZ I EGO PRIL.,

1985, T. 19, WYP. 3, 77{78

w ZAMETKE OPISYWAETSQ KONSTRUKCIQ INTEGRIROWANIQ OTNOSITELXNO NORMALX-

NOGO WESA NA JBW-ALGEBRE, PERENOSQ]AQ NA NEASSOCIATIWNU@ SITUACI@ SHEMU

INTEGRIROWANIQ W ALGEBRAH nEJMANA [1, 2].

1. pUSTX A { JBW-ALGEBRA [3, 4], A

�

{ EE PREDSOPRQVENNOE PROSTRANSTWO,

A

+

I A

+

�

{ SOOTWETSTWU@]IE KONUSY NEOTRICATELXNYH \LEMENTOW. wESOM NA

JBW-ALGEBRE A NAZYWAETSQ OTOBRAVENIE ':A

+

! [0;+1] TAKOE, ^TO

'(x+ y) = '(x) + '(y); '(�x) = �'(x) (x; y 2 A

+

; � � 0; 0 � (+1) � 0):

w DALXNEJ[EM TOJ VE BUKWOJ ' BUDEM OBOZNA^ATX I SOOTWETSTWU@]IJ WESU LI-

NEJNYJ FUNKCIONAL NA m

'

� linfx 2 A

+

j '(x) < +1g. wES ' NAZYWAETSQ

NORMALXNYM, ESLI IZ x

i

% x (x

i

; x 2 A

+

) SLEDUET, ^TO '(x

i

) % '(x); POLUKO-

NE^NYM, ESLI m

'

SLABO PLOTNO W A; TO^NYM, ESLI IZ '(x

2

) = 0 (x 2 A) SLEDUET,

^TO x = 0.

oTPRAWNOJ TO^KOJ KONSTRUKCII QWLQETSQ SLEDU@]IJ REZULXTAT, PERENOSQ-

]IJ NA JORDANOW SLU^AJ I USILIWA@]IJ TEOREMU 2.1 [5].

tEOREMA 1. pUSTX ' { NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA A. sU]ESTWUET, I

PRITOM EDINSTWENNOE, OTOBRAVENIE 
:m

'

! A

�

, UDOWLETWORQ@]EE USLOWI-

QM:

(
1) 
(x)(1) = '(x) (x 2 m

'

);

(
2) 
(m

+

'

) = f� 2 A

+

�

j 9� � 0 (� � �')g;

(
3) fx; yg ! 
(x)(y) { SIMMETRI^ESKAQ POLOVITELXNAQ BILINEJNAQ FORMA

NA m

'

.

pRI \TOM OTOBRAVENIE 
 LINEJNO, I SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ:

(
4) k
(H )k = kxk

'

� inff'(x

1

+ x

2

) j H = x

1

� x

2

; H

i

2 m

+

'

g (x 2 m

'

);

(
5) 
(x)(x) � '(x

2

) (x 2 m

'

).

w ^ASTNOSTI, ESLI ' = � (h

2

� (�)), GDE � { TO^NYJ NORMALXNYJ KONE^NYJ SLED

NA A [6] I h 2 A

+

, TO 
(H )(U) = � (U

h

x � y) I kxk

'

= � (jU

h

xj) (x; y 2 A) (ZDESX

U

h

x � 2h � (h � x) � h

2

� H ).
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2. pUSTX ' { TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA A. iZ TEOREMY 1 SLEDU-

ET, ^TO k � k

'

{ NORMA NA m

'

I OTOBRAVENIE 
 PRODOLVAETSQ DO IZOMETRI^ESKOGO

IZOMORFIZMA POPOLNENIQ m

'

PO \TOJ NORME NA A

�

(SR. [1, 2]).

pOLOVIM n

'

� fx 2 A j '(x

2

) < +1g I PUSTX H

'

{ WE]ESTWENNOE GILXBER-

TOWO PROSTRANSTWO, QWLQ@]EESQ POPOLNENIEM n

'

PO SKALQRNOMU PROIZWEDENI@

(x̂; ŷ)

#

� '(x � y), GDE b): n

'

! H

'

{ TOVDESTWENNOE WLOVENIE.

tOGDA OTOBRAVENIE fx; yg ! 
(x � y) PRODOLVAETSQ DO A

�

-ZNA^NOGO \SKALQR-

NOGO PROIZWEDENIQ" NA H

'

, T. E. SU]ESTWUET EDINSTWENNOE BILINEJNOE OTOBRA-

VENIE

�

) : H

'

�H

'

! A

�

TAKOE, ^TO

(i) � � � 2 A

+

�

; � � � = 0 =) � = 0 (� 2 H

'

);

(ii) j(�; �)

#

j � k� � �k � k�k

#

� k�k

#

(�; � 2 H

'

);

(iii) x̂ � ŷ = 
(x � y) (x; y 2 n

'

).

pRI \TOM OKAZYWAETSQ, ^TO A

�

= f� � � j �; � 2 H

'

g.

oTMETIM, ^TO ESLI '(1) < +1, TO 
(�)(�) { AWTOPOLQRNAQ FORMA NA A W

SMYSLE [7], S POMO]X@ KOTOROJ W [7] PREDLOVEN ANALOG MODULQRNOJ GRUPPY TE-

ORII tOMITA{tAKESAKI DLQ SOSTOQNIQ NA JBW-ALGEBRE. sLEDU@]IJ REZULXTAT

OBOB]AET \TU KONSTRUKCI@ NA SLU^AJ WESA. pREDWARITELXNO USLOWIMSQ, SLE-

DUQ [7], NAZYWATX KOSINUS-SEMEJSTWOM NA A SEMEJSTWO (�

t

)

t2R

, LINEJNYH OTO-

BRAVENIJ A W SEBQ, UDOWLETWORQ@]EE FUNKCIONALXNOMU URAWNENI@ KOSINUSA:

2�

t

�

s

= �

s+t

+ �

s�t

, �

0

= 1.

tEOREMA 2. sU]ESTWUET, I PRITOM EDINSTWENNOE, KOSINUS-SEMEJSTWO

(�

t

)

t2R

POLOVITELXNYH, SOHRANQ@]IH 1, LINEJNYH OTOBRAVENIJ A W SEBQ TA-

KOE, ^TO

(i) OTOBRAVENIE t! �

t

(H ) SLABO NEPRERYWNO DLQ WSEH x 2 A,

(ii) '(�

t

�) = '(�); '(�

t

(x) � y) = '(x � �

t

(y)) (x; y 2 n

'

; t 2 R);

(iii) 
(x)(y) =

Z

+1

�1

'(x � �

t

(y))[ch(�t)]

�1

dt (x; y 2 m

'

).

3. pUSTX TEPERX A { JW-ALGEBRA [3, 4] W KOMPLEKSNOM GILXBERTOWOM PROSTRAN-

STWE H. oPI[EM W \TOJ, NAIBOLEE INTERESNOJ S TO^KI ZRENIQ NEASSOCIATIWNOGO

INTEGRIROWANIQ SITUACII, SODERVATELXNYE REALIZACII POPOLNENIJ m

'

I n

'

PO

NORMAM k � k

'

I k � k

#

� '((�)

2

)

1=2

SOOTWETSTWENNO.

nAZOWEM LINEALOM TO^NOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA ' NA A LINEJNOE

MNOGOOBRAZIE (SR. [1, 2])

D

'

� ff 2 H j 9� � 0 8x 2 A

+

((xf; f) � �'(x))g:

nAZOWEM BILINEJNU@ FORMU (B. F.) a, ZADANNU@ NA D

'

(SOOTWETSTWENNO, LI-

NEJNYJ OPERATOR r W H S D(r) = D

'

) INTEGRIRUEMOJ (SOOTWETSTWENNO, IN-

TEGRIRUEMYM S KWADRATOM) OTNOSITELXNO ', ESLI SU]ESTWUET POSLEDOWATELX-

NOSTX (x

n

) � m

'

(SOOTWETSTWENNO (x

n

) � n

'

), NAZYWAEMAQ OPREDELQ@]EJ, TA-

KAQ, ^TO a(f; g) = lim(x

n

f; g) (f; g 2 D

'

) I lim kx

n

� x

m

k

'

= 0 (SOOTWETSTWENNO,

rf = lim x

n

f (f 2 D

'

) I lim kx

n

� x

m

k

#

= 0). oBOZNA^IM ^EREZ L

1

(') (SOOT-

WETSTWENNO, L

2

(')) WE]ESTWENNOE LINEJNOE PROSTRANSTWO WSEH INTEGRIRUEMYH

OTNOSITELXNO ' B. F. (SOOTWETSTWENNO, INTEGRIRUEMYH S KWADRATOM OPERATO-

ROW). dLQ r; s 2 L

2

(') ^EREZ r � s USLOWIMSQ OBOZNA^ATX B. F. NA D

'

, ZADANNU@
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RAWENSTWOM

r � s(f; g) �

1

2

[(rf; sg) + (sf; rg)] (f; g 2 D

'

):

tEOREMA 3 (SR. [1, 2]). (i) pUSTX B. F. a 2 L

1

(') I (x

n

) { EE OPREDELQ@-

]AQ POSLEDOWATELXNOSTX. rAWENSTWO kak

'

� lim kH

n

k

'

KORREKTNO OPREDE-

LQET NORMU, PREWRA]A@]U@ L

1

(') W WE]ESTWENNOE BANAHOWO PROSTRANSTWO,

IZOMETRI^ESKI IZOMORFNOE A

�

. sOOTWETSTWU@]IJ IZOMORFIZM PRODOLVA-

ET OTOBRAVENIE 
 I PEREWODIT KONUS POLOVITELXNYH B. F. L

+

1

(') NA KONUS

A

+

�

.

(ii) pUSTX OPERATORY r; s 2 L

2

(') I (x

n

); (y

n

) { IH OPREDELQ@]IE POSLE-

DOWATELXNOSTI. rAWENSTWO (r; s)

#

� lim'(H

n

� U

n

) KORREKTNO OPREDELQET

SKALQRNOE PROIZWEDENIE, PREWRA]A@]EE L

2

(') W WE]ESTWENNOE GILXBERTOWO

PROSTRANSTWO, IZOMETRI^ESKI IZOMORFNOE H

'

. sOOTWETSTWU@]IJ IZMOR-

FIZM PRODOLVAET WLOVENIE b): n

'

! H

'

. pRI \TOM B. F. r � s 2 L

1

(') I


(r � s) = r̂ � ŝ.

4. pUSTX B { JB-ALGEBRA [3] I � { SOSTOQNIE NA B. dLQ JB-ALGEBR OTSUTSTWUET

POLNOCENNYJ WARIANT KONSTRUKCII gns. oDNAKO OPISANNAQ WY[E SHEMA IN-

TEGRIROWANIQ POZWOLQET PREDLOVITX SLEDU@]IJ OSLABLENNYJ WARIANT TAKOJ

KONSTRUKCII.

pUSTX N

�

� fH 2 B j �(H

2

) = 0g I H

�

{ WE]ESTWENNOE GILXBERTOWO PROSTRAN-

STWO, QWLQ@]EESQ POPOLNENIEM FAKTOR-PROSTRANSTWA B=N

�

PO SKALQRNOMU PRO-

IZWEDENI@ (x̂; ŷ) � �(x � y) (ZDESX b):B ! B=N

�

{ KANONI^ESKAQ S@R_EKCIQ).

oBOZNA^IM ^EREZ (H

�

)

1

ZAMYKANIE W H

�

MNOVESTWA

c

B

1

, GDE B

1

� fx 2 B j kHk �

1g.

tEOREMA 4. sU]ESTWUET, I PRITOM EDINSTWENNOE, OTOBRAVENIE

�

):H

�

�H

�

! B

�

TAKOE, ^TO:

1

�

.

^

1 �

^

1 = �,

c

x

2

�

^

1 = x̂ � Ĥ (x 2 B);

2

�

. f� � � j � 2 (H

�

)

1

g = f! 2 B

�

j 0 � ! � �g;

3

�

. fx; yg ! hx; Û �

^

1i | SIMMETRI^ESKAQ POLOVITELXNAQ BILINEJNAQ FOR-

MA NA B;

4

�

. j(�; �)j � k� � �k � k�k � k�k (�; � 2 H

�

). pRI \TOM OTOBRAVENIE

�

)

QWLQETSQ SIMMETRI^ESKOJ POLOVITELXNOJ BILINEJNOJ FORMOJ NA H

�

SO ZNA^ENIQMI W B

�

I SOGLASOWANO S UMNOVENIEM W B;

5

�

.

\

(x � y) �

^

1 = x̂ � ŷ (x; y 2 B).

sLEDU@]EE UTWERVDENIE QWLQETSQ JORDANOWYM ANALOGOM IZWESTNOGO SPOSOBA

REALIZACII AWTOMORFIZMOW C

�

-ALGEBR W PREDSTAWLENII gns.

pUSTX � { TAKOJ AWTOMORFIZM B, ^TO �(� �) = �. tOGDA IZ TEOREMY 4 WYTE-

KAET SU]ESTWOWANIE UNITARNOGO OPERATORA U W H

�

TAKOGO, ^TO

h�(x); � � �i = hx;U� � U�i (x 2 B; �; � 2 H

�

):

aWTOR PRIZNATELEN o. e. tIHONOWU, a. n. {ERSTNEWU I a. i. {TERNU ZA

POLEZNYE OBSUVDENIQ.
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XV. teorema plotnosti kaplanskogo

dlq jordanowyh algebr

iZW. WUZOW. mATEMATIKA,

1987, WYP. 4, 75{78.

tEOREMA PLOTNOSTI i. kAPLANSKOGO [1] NESOMNENNO QWLQETSQ (KAK POD^ERKI-

WAETSQ W IZWESTNOJ MONOGRAFIIs. sAKAI [2]) ODNOJ IZ NAIBOLEE POLEZNYH TEOREM

W TEORII OPERATORNYH ALGEBR. tAM VE (SM. [2], S. 23) UKAZANA W KA^ESTWE WAVNOJ

PROBLEMY ZADA^A RASPROSTRANENIQ \TOJ TEOREMY NA BOLEE OB]IE ALGEBRY.

w DANNOJ RABOTE TEOREMA PLOTNOSTI kAPLANSKOGO PERENOSITSQ NA KLASS WE-

]ESTWENNYH JORDANOWYH BANAHOWYH ALGEBR S PREDSOPRQVENNYM PROSTRANSTWOM

(JBW-ALGEBRY). |TI ALGEBRY, WWEDENNYE W RABOTE f. {ULXCA [3], INTENSIW-

NO IZU^A@TSQ W POSLEDNEE WREMQ W KA^ESTWE WE]ESTWENNYH NEASSOCIATIWNYH

ANALOGOW ALGEBR nEJMANA.

x1. pREDWARITELXNYE SWEDENIQ

oSNOWNYE SWEDENIQ O JB- I JBW-ALGEBRAH SODERVATSQ W RABOTAH [4] I [3], PO

POWODU OB]EJ TEORII JORDANOWYH ALGEBR SM. MONOGRAFI@ [5].

nAPOMNIM, ^TO JB-ALGEBROJ NAZYWAETSQ WE]ESTWENNAQ JORDANOWA ALGEBRA A

S EDINICEJ 1, NADELENNAQ NORMOJ, PREWRA]A@]EJ EE W BANAHOWO PROSTRANSTWO,

PRI^EM DLQ L@BYH \LEMENTOW x; y 2 A SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ

(i) kx � yk � kxk � kyk,

(ii) kx

2

k = kxk

2

,

(iii) kx

2

k � kx

2

+ y

2

k.

zDESX I DALEE ^EREZ x � y OBOZNA^AETSQ JORDANOWO PROIZWEDENIE \LEMENTOW

x; y 2 A; SLEDUQ [4], [5], BUDEM POLAGATX U

x

y � 2x � (x � y)� x

2

� y:

wAVNYM PRIMEROM JB-ALGEBRY SLUVIT JC-ALGEBRA: \TO JORDANOWA ALGEBRA

SAMOSOPRQVENNYH OGRANI^ENNYH OPERATOROW W KOMPLEKSNOM GILXBERTOWOM PRO-

STRANSTWE S SIMMETRIZOWANNYM PROIZWEDENIEM x�y � 1=2(xy+yx), OBLADA@]AQ

EDINICEJ I ZAMKNUTAQ W RAWNOMERNOJ OPERATORNOJ TOPOLOGII. oTMETIM, ^TO

U

x

y = xyx DLQ L@BYH OPERATOROW x; y IZ JC-ALGEBRY A.

JB-ALGEBRA A NAZYWAETSQ JBW-ALGEBROJ, ESLI ONA KAK BANAHOWO PROSTRAN-

STWO QWLQETSQ SOPRQVENNYM K NEKOTOROMU BANAHOWU PROSTRANSTWU A

�

. pRI

\TOM PREDSOPRQVENNOE PROSTRANSTWO A

�

, KAK POKAZANO W [3], MOVET BYTX OTOV-

DESTWLENO (^TO MY I BUDEM W DALXNEJ[EM PREDPOLAGATX) S PROSTRANSTWOM WSEH

NORMALXNYH FUNKCIONALOW NA A.



168 n. w. trunow

bUDEM DALEE ^EREZ A

+

(SOOTWETSTWENNO A

+

�

) OBOZNA^ATX KONUS POLOVITELX-

NYH \LEMENTOW JBW-ALGEBRY A (SOOTWETSTWENNO PREDSOPRQVENNOGO PROSTRAN-

STWA A

�

). oTMETIM, ^TO A = A

+

�A

+

I A

�

= A

+

�

�A

+

�

[3].

sLABOJ (SOOTWETSTWENNO SILXNOJ) TOPOLOGIEJ JBW-ALGEBRY A NAZYWAETSQ

LOKALXNO WYPUKLAQ TOPOLOGIQ A, POROVDENNAQ WSEMI POLUNORMAMI WIDA x !

j�(H )j (� 2 A

�

) (SOOTWETSTWENNO POLUNORMAMI x ! �(H

2

)

1=2

(� 2 A

+

�

)). |TI

TOPOLOGII SLUVAT ANALOGAMI SOOTWETSTWENNO ULXTRASLABOJ I ULXTRASILXNOJ

TOPOLOGIJ ALGEBR nEJMANA.

oTMETIM, ^TO W SILU O^EWIDNYH NERAWENSTW

�(H

2

) � jjxjj

2

�(1); �(H � y)j � �(H

2

)

1=2

�(y

2

)

1=2

(x; y 2 A; � 2 A

+

�

)

RAWNOMERNAQ (T. E. OPREDELQEMAQ NORMOJ) TOPOLOGIQ JBW-ALGEBRY A SILXNEE

SILXNOJ, KOTORAQ, W SWO@ O^EREDX, SILXNEE SLABOJ TOPOLOGII A. oTMETIM TAK-

VE, ^TO IZ TEOREMY 2.3 IZ [3] I LEMMY 4.1 IZ [4] SLEDUET, ^TO UMNOVENIE W

JBW-ALGEBRE RAZDELXNO SLABO NEPRERYWNO.

x2. wSPOMOGATELXNYE REZULXTATY

uTWERVDENIE SLEDU@]EJ LEMMY 1 PREDSTAWLQET I OPREDELENNYJ SAMOSTOQ-

TELXNYJ INTERES. oNO SLUVIT ANALOGOM HORO[O IZWESTNOGO (SM. [2], [6]) FAKTA

TEORII ALGEBR nEJMANA O SOGLASOWANNOSTI ULXTRASILXNOJ TOPOLOGII S DWOJ-

STWENNOSTX@ MEVDU ALGEBROJ nEJMANA I EE PREDSOPRQVENNYM PROSTRANSTWOM.

w ^ASTNOM SLU^AE, KOGDA A ESTX OBERTYWA@]AQ JBW-ALGEBRA NEKOTOROJ JB-

ALGEBRY, SOOTWETSTWU@]IJ REZULXTAT POLU^EN f. {ULXCEM [3] (LEMMA 1.3).

lEMMA 1. lINEJNYJ FUNKCIONAL ! NA JBW-ALGEBRE A SLABO NEPRERYWEN TOG-

DA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ON SILXNO NEPRERYWEN.

dOKAZATELXSTWO. pOSKOLXKU SILXNAQ TOPOLOGIQ A SILXNEE SLABOJ, TO DOSTA-

TO^NO PROWERITX, ^TO SILXNO NEPRERYWNYJ LINEJNYJ FUNKCIONAL ! NA A SLABO

NEPRERYWEN.

zAMETIM, ^TO MNOVESTWO POLUNORM x ! �(H

2

)

1=2

(� 2 A

+

�

), ZADA@]IH SILX-

NU@ TOPOLOGI@ A, QWLQETSQ, O^EWIDNO, FILXTRU@]IMSQ. sLEDOWATELXNO (SM.,

NAPR., [7], II, x5, PREDLOVENIE 9), NAJDETSQ TAKOJ FUNKCIONAL � 2 A

+

�

, ^TO

j!(x)j � �(H

2

)

1=2

(x 2 A): (1)

pUSTX N

�

� fH 2 A j �(x

2

) = 0g I

b

):A ! A=N

�

{ KANONI^ESKAQ FAKTORIZA-

CIQ. oBOZNA^IM ^EREZ H WE]ESTWENNOE GILXBERTOWO PROSTRANSTWO, QWLQ@]EESQ

POPOLNENIEM A=N

�

PO SKALQRNOMU PROIZWEDENI@ (x̂; ŷ) � �(x � y) (x; y 2 A).

w SILU NERAWENSTWA (1) OTOBRAVENIE x ! !(x) (x 2 A) KORREKTNO OPREDELQET

NA PLOTNOM W H LINEALE

^

A LINEJNYJ FUNKCIONAL, OGRANI^ENNYJ PO NORME H.

sLEDOWATELXNO, PO TEOREME rISSA NAJDETSQ TAKOJ WEKTOR � 2 H, ^TO

!(x) = (x; �) (x 2 A): (2)

oTMETIM, ^TO DLQ PROWERKI SLABOJ NEPRERYWNOSTI LINEJNOGO FUNKCIONALA !

DOSTATO^NO USTANOWITX SLABU@ NEPRERYWNOSTX OGRANI^ENIQ ! NA EDINI^NYJ
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[AR A

1

� fx 2 A j kxk � 1g (SM., NAPR., [7], IV, 5, SLEDSTWIE 1 IZ PREDLOVENIQ

3).

w SILU RAWENSTWA (2) DLQ \TOGO, W SWO@ O^EREDX, DOSTATO^NO PROWERITX, ^TO

OTOBRAVENIE x ! x̂ (x 2 A

1

) NEPRERYWNO W SLABOJ TOPOLOGII, INDUCIROWAN-

NOJ IZ A NA A

1

, I SLABOJ TOPOLOGII GILXBERTOWA PROSTRANSTWA H .

dLQ PROWERKI POSLEDNEGO UTWERVDENIQ PREDPOLOVIM, ^TO SETX x

�

! 0 W

SLABOJ TOPOLOGII A I kx

�

k � 1. tOGDA DLQ PLOTNOGO W H MNOVESTWA WEKTOROW

WIDA ŷ (y 2 A) IMEEM

lim

�

(Ĥ

�

; Û) = lim

�

�(x

�

� y) = 0

W SILU RAZDELXNOJ NEPRERYWNOSTI UMNOVENIQ W SLABOJ TOPOLOGII A. kROME

TOGO, IZ NERAWENSTWA kx

2

�

k = kx

�

k

2

� 1 SLEDUET, ^TO 0 � x

2

�

� 1 (SM. [4], TEO-

REMA 2.1). oTS@DA, W SWO@ O^EREDX, SLEDUET, ^TO SETX WEKTOROW x̂

�

RAWNOMERNO

OGRANI^ENA W H, POSKOLXKU kx̂

�

k

2

= �(x

2

�

) � �(1). tOGDA, KAK NETRUDNO WIDETX,

x̂

�

! 0 W SLABOJ TOPOLOGII H, ^TO I TREBOWALOSX PROWERITX. lEMMA DOKAZANA.

pUSTX TEPERX A ESTX JB-ALGEBRA I � { SOSTOQNIE NA A (T. E. � { LINEJNYJ

OGRANI^ENNYJ FUNKCIONAL NA A TAKOJ, ^TO �(H

2

) � 0 DLQ WSEH x 2 A I k�k =

�(1) = 1).

rASSMOTRIM WE]ESTWENNU@ NEPRERYWNU@ FUNKCI@

f(t) = 2t(1 + t

2

)

�1

(t 2 R); (3)

KOTORAQ ISPOLXZUETSQ PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY PLOTNOSTI kAPLANSKOGO W

MONOGRAFII v. dIKSMXE [6]. oTMETIM, ^TO \TA FUNKCIQ STROGO WOZRASTAET NA

SEGMENTE [�1; 1] I PRINIMAET WSE ZNA^ENIQ IZ [�1; 1].

dLQ KAVDOGO x 2 A OPREDELIM \LEMENT f(x) � 2x(1 + x

2

)

�1

2 A. w SI-

LU SWOJSTW NEPRERYWNOGO FUNKCIONALXNOGO IS^ISLENIQ W JB-ALGEBRAH (SM. [4])

jjf(x)jj � 1 I OPREDELENNOE TAKIM OBRAZOM OTOBRAVENIE f :A

1

! A

1

QWLQETSQ

BIEKCIEJ.

lEMMA 2. pRI UKAZANNYH PREDPOLOVENIQH DLQ L@BYH \LEMENTOW x; y 2 A

SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

j�(f(x) � f(y))j � 2[(�(U

(1+y

2

)

�1(H � U)

2

))

1=2

+

1

4

(�(U

f(y)

(H � U)

2

))

1=2

]: (4)

dOKAZATELXSTWO. pUSTX A

0

{ JORDANOWA PODALGEBRA A, POROVDENNAQ \LEMEN-

TAMI x; y I 1, B { EE RAWNOMERNOE ZAMYKANIE W A.

zAMETIM, ^TO JB-ALGEBRA B IZOMORFNA NEKOTOROJ JC-ALGEBRE. dEJSTWITELX-

NO, ALGEBRA A

0

PO TEOREME {IR[OWA (SM. [5], GL. 3, x3) QWLQETSQ SPECIALXNOJ.

eSLI F (a; b; c) = 0 { TAKOE s-TOVDESTWO OT TREH PEREMENNYH, KOTOROE WERNO W

KAVDOJ SPECIALXNOJ JORDANOWOJ ALGEBRE, NO NE WYPOLNQETSQ W ISKL@^ITELXNOJ

JORDANOWOJ ALGEBRE H(C

3

) WSEH SIMMETRI^ESKIH MATRIC TRETXEGO PORQDKA NAD

^ISLAMI k\LI (SM. [5]), TO F (a; b; c) = 0 I DLQ WSEH a; b; c 2 B W SILU RAWNO-

MERNOJ NEPRERYWNOSTI UMNOVENIQ PO SOWOKUPNOSTI PEREMENNYH W JB-ALGEBRE.

oSTAETSQ PRIMENITX LEMMU 9.4 RABOTY [4]. nESKOLXKO INOE, BOLEE DLINNOE DO-

KAZATELXSTWO \TOGO ZAME^ANIQ SODERVITSQ W PREDLOVENII 2.1 [8].
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zAMETIM TEPERX, ^TO POSKOLXKU \LEMENTY f(x), f(y), (1 + y

2

)

�1

I (x � y)

2

LEVAT W B, TO MOVNO SRAZU S^ITATX A = B. sLEDOWATELXNO, MY MOVEM BEZ

OGRANI^ENIQ OB]NOSTI PREDPOLAGATX, ^TO A ESTX JC-ALGEBRA OGRANI^ENNYH

SAMOSOPRQVENNYH OPERATOROW W KOMPLEKSNOM GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE H.

pUSTX A ESTX C

�

-ALGEBRA OPERATOROW W H, POROVDENNAQA, I A

\

{ EE \RMITOWA

^ASTX. oTMETIM, ^TO 1 (2 A) { EDINICA W A.

pRODOLVIM � PO TEOREME hANA{bANAHA DO WE]ESTWENNOGO OGRANI^ENNOGO LI-

NEJNOGO FUNKCIONALA �

0

NA A

\

S SOHRANENIEM NORMY (T. E. k�

0

k = k�k = �(1) =

1). oBOZNA^IM ^EREZ e� LINEJNOE PRODOLVENIE �

0

NA A = A

\

+ iA

\

I PROWERIM,

^TO e� { SOSTOQNIE NA C

�

-ALGEBRE A .

dEJSTWITELXNO, ESLI a 2 A

\

I kAk = 1, TO k1� a

2

k � 1, OTKUDA j1 � e�(a

2

)j =

j�

0

(1� a

2

)j � 1. 0TS@DA SLEDUET, ^TO e�(a

2

) � 0, TAK ^TO FUNKCIONAL ~� POLOVI-

TELEN.

pOSKOLXKU x, y I 1 { SAMOSOPRQVENNYE OPERATORY W H, TO O^EWIDNA SLE-

DU@]AQ WYKLADKA (SR. DOKAZATELXSTWO TEOREMY PLOTNOSTI kAPLANSKOGO W [6],

S. 44):

1

2

(f(x) � f(y)) = (1 + x

2

)

�1

[x(1 + y

2

) � (1 + x

2

)y](1 + y

2

)

�1

= (1 + x

2

)

�1

(x � y)(1 + y

2

)

�1

+ (1 + x

2

)

�1

x(y � x)y(1 + y

2

)

�1

= (1 + x

2

)

�1

(x � y)(1 + y

2

) +

1

4

f(x)(y � x)f(y): (5)

wOSPOLXZOWAW[ISX POLOVITELXNOSTX@ � I NERAWENSTWOM kO[I{bUNQKOWSKOGO,

IMEEM

je�((1 + x

2

)

�1

(x � y)(1 + y

2

)

�1

)j

� (�((1 + x

2

)

�2

))

1=2

(�((1 + y

2

)

�1

(x � y)

2

(1 + y

2

)

�1

))

1=2

� (�(U

1+y

2

)

�1
(x � y)

2

))

1=2

; (6)

je�(f(x)(x � y)f(y))j � (�(f(x)

2

)

1=2

(�(f(y)(x � y)

2

f(y)))

1=2

� (�(U

f(y)

(x � y)

2

))

1=2

; (7)

(ZDESX TAKVE U^TENO, ^TO kf(x)k � 1 I k(1 + x

2

)

�1

k � 1).

nERAWENSTWO (4) TEPERX NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ (5) I OCENOK (6), (7).

lEMMA DOKAZANA.

x3. oSNOWNOJ REZULXTAT

tEOREMA. pUSTXM;N { JORDANOWY PODALGEBRY JBW-ALGEBRY A, PRI^EMM �

N u M SILXNO PLOTNA W N. tOGDA EDINI^NYJ [AR M

1

� fx 2 M j kxk � 1g

ALGEBRY M SILXNO PLOTEN W EDINI^NOM [ARE N

1

ALGEBRY N .

dOKAZATELXSTWO. pUSTX M I N { ZAMYKANIQ M I N SOOTWETSTWENNO W RAWNO-

MERNOJ TOPOLOGII JBW-ALGEBRY A. tOGDA M I N { JORDANOWY PODALGEBRY A,

PRI^EM [ARYM

1

IN

1

PLOTNY PO NORME, A SLEDOWATELXNO, I SILXNO W EDINI^NYH
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[ARAH (M )

1

I (N )

1

ALGEBR M I N SOOTWETSTWENNO. pO\TOMU, NE OGRANI^IWAQ

OB]NOSTI, BUDEM PREDPOLAGATX, ^TOM I N ZAMKNUTY W RAWNOMERNOJ TOPOLOGII

A.

zAMETIM, ^TO POSKOLXKU PO LEMME 1 SILXNAQ TOPOLOGIQA SOGLASUETSQ S DWOJ-

STWENNOSTX@ MEVDU A I A

�

, TO W SILU WYPUKLOSTI M

1

I N

1

NAM DOSTATO^NO

UBEDITXSQ W SLABOJ PLOTNOSTI M

1

W N

1

(SM., NAPR., [7]).

pUSTX \LEMENT x 2 N

1

. zAJMEMSQ POSTROENIEM SETI y

�

� M

1

SLABO SHODQ-

]EJSQ K x.

w SILU SWOJSTW FUNKCII f (SM. [4]) NAJDETSQ TAKOJ \LEMENT y 2 A

1

, ^TO

x = f(y). zAMETIM, ^TO POSKOLXKU y LEVIT W RAWNOMERNOM ZAMYKANII MNO-

VESTWA POLINOMOW OT x BEZ SWOBODNOGO ^LENA, TO y 2 N . pO USLOWI@ NAJDETSQ

SETX (x

�

) � M , SHODQ]AQSQ K y W SILXNOJ TOPOLOGII. oPREDELIM SETX y

�

, PO-

LAGAQ y

�

= f(x

�

). tOGDA WSE y

�

2 M

1

, POSKOLXKU f(x

�

) LEVIT W RAWNOMERNOM

ZAMYKANII MNOVESTWA POLINOMOW OT x

�

BEZ SWOBODNOGO ^LENA I kf(x

�

)k � 1.

pUSTX TEPERX � 2 A

+

�

I �(1) = 1. wOSPOLXZOWAW[ISX NERAWENSTWOM (4) IZ

LEMMY 2, IMEEM

j�(x� y

�

)j = j�(f(x

�

) � f(y))j

� 2[(�(U

(1+y

2

)

�1
(x

�

� y)

2

))

1=2

+

1

4

(�(U

x

(x

�

� U)

2

))

1=2

]: (8)

pROWERIM, ^TO KAVDOE IZ SLAGAEMYH W POSLEDNEJ ^ASTI (8) STREMITSQ K 0. dEJ-

STWITELXNO, W SILU SILXNOJ SHODIMOSTI SETI x

�

K y SETX (x

�

� y)

2

! 0 SLABO.

tOGDA W SILU RAZDELXNOJ SLABOJ NEPRERYWNOSTI UMNOVENIQ W A SETI

U

(1+y

2

)

�1(x

�

� y)

2

! 0; U

x

(x

�

� U)

2

! 0

W SLABOJ TOPOLOGII A, OTKUDA I SLEDUET TREBUEMOE.

tAKIM OBRAZOM, MY POKAZALI, ^TO �(x � y

�

) ! 0. tOGDA W SILU RAWENSTWA

A

�

= A

+

�

�A

+

�

SETX y

�

! x W SLABOJ TOPOLOGII A. tEOREMA DOKAZANA.

zAME^ANIE. ~ASTNYM SLU^AEM DOKAZANNOJ TEOREMY (W ESTX JB-ALGEBRA, N =

A =M

��

{ EE OBERTYWA@]AQ JBW-ALGEBRA) QWLQETSQ PREDLOVENIE 3.9 RABOTY

[4].

pRIME^ANIE PRI KORREKTURE. pOSLE TOGO, KAK STATXQ BYLA SDANA W PE^ATX,

AWTORU STAL IZWESTEN E]E ODIN WARIANT TEOREMY PLOTNOSTI kAPLANSKOGO DLQ

JBW-ALGEBR, POLU^ENNYJ NESKOLXKO INYM SPOSOBOM W KNIGE: Hanche-Olsen H.,

St�rmer E. Jordan operator algebras, London, 1984, 183 p. (Th. 4.5.12).
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XVI. o wese haara na algebre nejmana

lokalxno kompaktnoj gruppy

(SOWMESTNO S i. i. fULXMANOM)

iZW. WUZOW. mATEMATIKA,

1992, 11, 65{71

w RABOTE PRODOLVAETSQ IZU^ENIE DWUH SPECIALXNYH KLASSOW NORMALXNYH WE-

SOW NA ALGEBRAH nEJMANA: LOKALXNO KONE^NYH I REGULQRNYH, WWEDENNYH OD-

NIM IZ AWTOROW W SWQZI S ZADA^AMI NEKOMMUTATIWNOGO INTEGRIROWANIQ (SM.

[1]{[3]). w PERWOM PARAGRAFE POLU^ENY NEKOTORYE NEOBHODIMYE USLOWIQ LO-

KALXNOJ KONE^NOSTI I REGULQRNOSTI, QWLQ@]IESQ I DOSTATO^NYMI DLQ WESA NA

POLUKONE^NOJ ALGEBRE. wO WTOROM PARAGRAFE S ISPOLXZOWANIEM \TIH USLOWIJ

POKAZANO, ^TO KANONI^ESKIJ WES hAARA NA LEWOJ ALGEBRE nEJMANA LOKALXNO KOM-

PAKTNOJ GRUPPY QWLQETSQ LOKALXNO KONE^NYM ILI REGULQRNYM TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA GRUPPA UNIMODULQRNA. oTS@DA, W ^ASTNOSTI, SLEDUET, ^TO ZADA^A

OB IZWLE^ENII POLOVITELXNO OPREDELENNOGO SWERTO^NOGO KWADRATNOGO KORNQ IZ

KAVDOJ POLOVITELXNO OPREDELENNOJ FUNKCII, PRINADLEVA]EJ ALGEBRE fURXE,

RAZRE[IMA TOLXKO DLQ UNIMODULQRNYH GRUPP.

w OBOZNA^ENIQH I TERMINOLOGII, KASA@]EJSQ ALGEBR nEJMANA I WESOW NA NIH,

MY BUDEM SLEDOWATX RABOTAM [4]{[7]. wS@DU NIVEM | ALGEBRA nEJMANA,M

+

(SOOTWETSTWENNO M

+

�

) | KONUS POLOVITELXNYH \LEMENTOWM (SOOTWETSTWENNO

PREDDWOJSTWENNOGO KM PROSTRANSTWAM

�

).

nAPOMNIM, ^TO WESOM NA M NAZYWAETSQ OTOBRAVENIE ' IZ M

+

W [0;+1]

TAKOE, ^TO

'(x + y) = '(x) + '(y); '(�x) = �'(x) (x; y 2 M

+

; � � 0; 0 � 1 � 0):

wES ' NAZYWAETSQ SLEDOM, ESLI '(x

�

x) = '(xx

�

) (x 2 M). wES ' NAZYWAETSQ:

| NORMALXNYM, ESLI '(x) = sup'(x

i

) DLQ KAVDOJ WOZRASTA@]EJ SETI

x

i

% x (x

i

; x 2 M

+

);

| TO^NYM, ESLI IZ '(x) = 0 (x 2 M

+

) SLEDUET, ^TO x = 0;

| POLUKONE^NYM, ESLI LINEJNAQ OBOLO^KA m

'

KONUSA m

+

'

� fx 2 M

+

j

'(x) <1g ULXTRASLABO PLOTNA WM.

nORMALXNYJ WES ' NAM NAZYWAETSQ:

| LOKALXNO KONE^NYM, ESLI

8x 2 M

+

('(x) =1) 9y 2 M

+

: y � x; 0 < '(y) <1;
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| REGULQRNYM, ESLI

8! 2 M

+

�

(! 6= 0) 9!

0

2 M

+

�

(!

0

6= 0): !

0

� !; !

0

� ':

oTMETIM, ^TO DLQ NORMALXNOGO SLEDA LOKALXNAQ KONE^NOSTX RAWNOSILXNA

POLUKONE^NOSTI, A REGULQRNOSTX | TO^NOSTI (SM. [3]).

x 1

oPREDELENIE. pUSTX M | ALGEBRA nEJMANA, DEJSTWU@]AQ W GILXBERTOWOM

PROSTRANSTWE H. oPERATOR k W H NAZOWEM PRAWILXNYM (OTNOSITELXNOM), ESLI

ON PLOTNO OPREDELEN, ZAMKNUT I DLQ KAVDOGO x 2 M OPERATOR xk ZAMYKAEM.

oTMETIM, ^TO ESLI ZAMKNUTYJ PLOTNO OPREDELENNYJOPERATOR k PRISOEDINEN

K M, TO EGO PRAWILXNOSTX RAWNOSILXNA LOKALXNOJ IZMERIMOSTI OTNOSITELXNO

M [8].

sLEDU@]AQ LEMMA OPISYWAET POLEZNYJ W DALXNEJ[EM KLASS PRAWILXNYH OPE-

RATOROW, NE OBQZATELXNO PRISOEDINENNYH KM.

lEMMA 1. pUSTX SAMOSOPRQVENNYE OPERATORY k

1

I k

2

PRISOEDINENY K AL-

GEBRE nEJMANA M I EE KOMMUTANTU M

0

SOOTWETSTWENNO. eSLI OPERATOR

k = k

1

� k

2

| IH SILXNOE (T.E. ZAMYKANIE OBY^NOGO) PROIZWEDENIE, TO PRA-

WILXNOSTX OPERATORA k RAWNOSILXNA PRAWILXNOSTI OPERATORA k

1

.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX OPERATOR k

1

PRAWILXNYJ. tOGDA DLQ KAVDOGO x 2 M

kx = (k

2

� k

1

)x � k

2

(k

1

x) = k

2

(u jk

1

xj) = (k

2

u)jk

1

xj � (uk

2

)jk

1

xj = u(k

2

jk

1

xj):

(zDESX k

1

x = u jk

1

xj | POLQRNOE PREDSTAWLENIE ZAMKNUTOGO PLOTNO OPREDE-

LENNOGO OPERATORA k

1

x.) oPERATOR k

2

jk

1

xj PLOTNO OPREDELEN KAK PROIZWEDENIE

KOMMUTIRU@]IH SAMOSOPRQVENNYH OPERATOROW, TAK ^TO PLOTNO OPREDELEN I

OPERATOR kx. w SILU PROIZWOLXNOSTI x 2 M I RAWENSTWA (x

�

k)

�

= kx OPERATOR

k PRAWILXNYJ.

pUSTX, NAOBOROT, OPERATOR k PRAWILXNYJ. pUSTX OPERATOR x 2 M OBRA-

TIM W M. pROWERIM, ^TO kx ESTX ZAMYKANIE k

2

k

1

x OPERATORA k

2

k

1

x. bUDEM

W DALXNEJ[EM ^EREZ D(h) OBOZNA^ATX OBLASTX OPREDELENIQ OPERATORA h. eS-

LI f 2 D(kx), T. E. xf 2 D(k), TO DLQ NEKOTOROJ POSLEDOWATELXNOSTI f

n

IZ

D(k

1

) POSLEDOWATELXNOSTX k

1

f

n

2 D(k

2

), f

n

! xf I POSLEDOWATELXNOSTX k

2

k

1

f

n

SHODITSQ. pOLAGAQ g

n

= x

�1

f

n

, IMEEM xg

n

= f

n

2 D(k

2

k

1

), g

n

! f , I POSLEDOWA-

TELXNOSTX k

2

k

1

xg

n

= k

2

k

1

f

n

SHODITSQ. tAKIM OBRAZOM, f 2 D(k

2

k

1

x), TAK ^TO

kx � k

2

k

1

x. oBRATNOE WKL@^ENIE ZDESX O^EWIDNO. w TAKOM SLU^AE OPERATOR

k

2

k

1

x PLOTNO OPREDELEN; OTS@DA PLOTNO OPREDELEN I OPERATOR k

1

x (DLQ OBRATI-

MOGO WM OPERATORA x!). dLQ PROIZWOLXNOGO x 2 M POLOVIM x

n

=

R

1

1=n

�de(�),

GDE jxj =

R

1

0

�de(�) | SPEKTRALXNOE RAZLOVENIE OPERATORA jxj = (x

�

x)

1=2

. w

TAKOM SLU^AE DLQ KAVDOGO f 2 D(k

1

) POSLEDOWATELXNOSTX kx

n

k

1

fk WOZRASTAET I

kxk

1

fk = sup kx

n

k

1

fk. w SILU OBRATIMOSTI OPERATOROW x

n

IZ UVE DOKAZANNOGO

I LEMMY 7.9 [6] (SM. TAKVE LEMMU 7 [3]) SLEDUET ZAMYKAEMOSTX OPERATORA xk

1

.

lEMMA DOKAZANA.



XVI. o wese haara na algebre nejmana 175

pUSTX ' | TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE nEJMANAM.

w DALXNEJ[EM BUDEM S^ITATX, ^TOM DEJSTWUET W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWE

H

'

STANDARTNOGO PREDSTAWLENIQ, ASSOCIIROWANNOGO S '. w OBOZNA^ENIQH, SWQ-

ZANNYH S TEORIEJ tOMITA{tAKESAKI OBOB]ENNYH GILXBERTOWYH ALGEBR, BUDEM

SLEDOWATX RABOTAM [5], [6], [9]. w ^ASTNOSTI n

'

= fx 2 M j '(x

�

x) < 1g,

b): n

'

! H

'

| TOVDESTWENNOE WLOVENIE, A

'

= n

'

\ n

�

'

| SOWER[ENNAQ OBOB-

]ENNNAQ GILXBERTOWA ALGEBRA, ASSOCIIROWANNAQ S '; �

'

; J

'

;

]

);

[

) | SOOT-

WETSTWENNO MODULQRNYJ OPERATOR, KANONI^ESKAQ IZOMETRI^ESKAQ INWOL@CIQ,

ZAMYKANIE W H

'

OTOBRAVENIQ bx 7!

c

x

�

(x 2 n

'

) I OTOBRAVENIE, SOPRQVENNOE

K

]

).

tEOREMA 1. pUSTX ' | TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ WES NA ALGEBRE

nEJMANA M. eSLI WES ' LOKALXNO KONE^EN (SOOTWETSTWENNO REGULQREN), TO

OPERATOR �

1=2

'

(SOOTWETSTWENNO �

�1=2

'

) PRAWILXNYJ. dLQ POLUKONE^NOJ AL-

GEBRY M SPRAWEDLIWY I OBRATNYE UTWERVDENIQ.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX WES ' LOKALXNO KONE^EN I x 2 M. pROWERIM, ^TO

OPERATOR x�

1=2

'

ZAMYKAEM. pEREHODQ K POLQRNOMU PREDSTAWLENI@ x, LEGKO PRO-

WERITX, ^TO DOSTATO^NO OGRANI^ITXSQ SLU^AEM x � 0. bOLEE TOGO, RASSMATRIWAQ

WOZRASTA@]U@ SETX x

i

% x, x

i

2 m

+

'

(SM. [3], LEMMA 1) I U^ITYWAQ UVE ISPOLX-

ZOWANNU@ LEMMU 7.9 [6], MOVNO SRAZU S^ITATX, ^TO x 2 m

+

'

. w TAKOM SLU^AE

D(�

1=2

'

x) �

b

A

'

, POSKOLXKU m

'

= A

2

'

� A

'

. oSTAETSQ U^ESTX PLOTNOSTX

b

A

'

W

H

'

.

eSLI WES ' REGULQREN, TO W SILU TEOREMY 2 IZ [3] ALGEBRAM POLUKONE^NA.

tAKIM OBRAZOM, OSTAETSQ PROWERITX UTWERVDENIQ TEOREMY, OTNOSQ]IESQ LI[X

K POLUKONE^NOMU SLU^A@. wSE ONI NEPOSREDSTWENNO WYTEKA@T IZ OPISANIQ LO-

KALXNO KONE^NYH I REGULQRNYH NORMALXNYH WESOW, POLU^ENNOGO W [3] (TEOREMA

1), IZ LEMMY 1 I SLEDU@]EJ LEMMY 2, QWLQ@]EJSQ NESLOVNOJ PEREFORMULIROW-

KOJ TEOREMY 14.1 [9] (TO^NEE, RAWENSTWA (14.17) IZ EE DOKAZATELXSTWA).

lEMMA 2. pUSTX M | POLUKONE^NAQ ALGEBRA nEJMANA, � | TO^NYJ NOR-

MALXNYJ POLUKONE^NYJ SLED NA M I ' = � (h �) | TO^NYJ NORMALXNYJ POLU-

KONE^NYJ WES NA M (ZDESX PRISOEDINENNYJ K M OPERATOR h | PROIZWODNAQ

' PO � W SMYSLE TEOREMY 5.12 [6]). tOGDA �

1=2

'

= (J

'

h

�1=2

J

'

) � h

1=2

.

zAME^ANIE. wOPROS O TOM, DOSTATO^NO LI PRAWILXNOSTI OPERATORA �

1=2

'

(SOOT-

WETSTWENNO �

�1=2

'

) DLQ LOKALXNOJ KONE^NOSTI (SOOTWETSTWENNO REGULQRNOSTI)

WESA ', W OB]EM SLU^AE OSTAETSQ OTKRYTYM.

x 2

pUSTX G | LOKALXNO KOMPAKTNAQ GRUPPA, ds | FIKSIROWANNAQ LEWAQ MERA

hAARA NA G. oBOZNA^IM ^EREZ l(�) LEWOE REGULQRNOE PREDSTAWLENIE G W GILXBER-

TOWOM PROSTRANSTWE L

2

(G) � L

2

(G; ds), T. E. (l(s)f)(t) = f(s

�1

t) (f 2 L

2

(G)).

lEWOJ ALGEBROJ nEJMANA GRUPPY G NAZYWAETSQ ALGEBRA nEJMANA

L(G) � fl(s) j s 2 Gg

00

:
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bUDEM NAZYWATX WESOM hAARA (SM. [10]) TO^NYJ NORMALXNYJ POLUKONE^NYJ

WES ' NA L(G), OPREDELENNYJ RAWENSTWOM

'(x) =

�

kfk

2

; ESLI x = �

l

(f)

�

�

l

(f) DLQ NEKOTOROGO f 2 L

2

(G);

+1 W PROTIWNOM SLU^AE

(x 2 L(G)

+

)

(ZDESX ^EREZ �

l

(f) OBOZNA^AETSQ OPERATOR W L

2

(G) LEWOJ SWERTKI S FUNKCIEJ f).

aLGEBROJ fURXE GRUPPY G (SM. [11]) NAZYWAETSQ ALGEBRA (OTNOSITELXNO UM-

NOVENIQ) A(G), SOSTOQ]AQ IZ WSEH FUNKCIJ NA G WIDA f � g

[

(f; g 2 L

2

(G)),

GDE g

[

(s) = g(s

�1

) (s 2 G). dLQ KAVDOJ TAKOJ FUNKCII � = f � g

[

OPREDELIM

FUNKCIONAL !

�

2 L(G)

�

, POLAGAQ !

�

(�) = ((�)f; g). oTMETIM, ^TO SOOTWETSTWIE

� 7! !

�

QWLQETSQ LINEJNOJ BIEKCIEJ A(G) NA L(G)

�

(SM. [11]).

dLQ DOKAZATELXSTWA SLEDU@]EJ TEOREMY 2 NAM PONADOBQTSQ NEKOTORYE SWE-

DENIQ IZ TEORII PROSTRANSTWA L

1

(') INTEGRIRUEMYH BILINEJNYH FORM, OPRE-

DELENNYH NA LINEALE D

'

TO^NOGO NORMALXNOGO POLUKONE^NOGO WESA ' NA AL-

GEBRE nEJMANA M. oTMETIM, ^TO W NA[EM SLU^AE D

'

= J

'

b

n

'

I SOWPADAET S

MNOVESTWOM OGRANI^ENNYH SPRAWA FUNKCIJ IZ L

2

(G). oTSYLAQ ZA TO^NYMI

OPREDELENIQMI K RABOTE [12] I OBZORU [7], NAPOMNIM, ^TO ^EREZ 


'

:L

1

(')!M

�

OBOZNA^AETSQ KANONI^ESKIJ PORQDKOWYJ IZOMORFIZM, ODNOZNA^NO OPREDELQEMYJ

USLOWIEM: ESLI x; y 2 n

'

I BILINEJNAQ FORMA a 2 L

1

(') OPREDELQETSQ OPERATO-

ROM y

�

x 2 m

'

, TO 


'

(a)(�) = ((�)J

'

by; J

'

bx). eSLI, W ^ASTNOSTI, ' | WES hAARA I

BILINEJNAQ FORMA a 2 L

1

(') TAKOWA, ^TO 


'

(a) = !

�

, GDE � = f � g

[

2 A(G), TO,

KAK NETRUDNO PROWERITX, a(�; �) = (�

l

(J

'

g)(�); �

l

(J

'

f)(�)).

nAM PONADOBITSQ TAKVE SLEDU@]EE PONQTIE PO^TI DOMINIRUEMOSTI WESOM

' FUNKCIONALA ! 2 M

+

�

, OZNA^A@]EE, ^TO DLQ KAVDOJ POSLEDOWATELXNOSTI

(x

n

) �M IZ

lim

m;n

!((x

n

� x

m

)

�

(x

n

� x

m

)) = 0 I lim

n

'(x

�

n

x

n

) = 0

WSQKIJ RAZ SLEDUET, ^TO lim

n

!(x

�

n

x

n

) = 0.

tEOREMA 2. pOLOVITELXNO OPREDELENNAQ FUNKCIQ � 2 A(G) IMEET WID � =

f � f DLQ NEKOTOROJ POLOVITELXNO OPREDELENNOJ FUNKCII f TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA WES hAARA NA L(G) PO^TI DOMINIRUET FUNKCIONAL !

�

.

dOKAZATELXSTWO. nAPOMNIM, ^TO POLOVITELXNAQ OPREDELENNOSTX FUNKCII �

OZNA^AET EE IZMERIMOSTX I SPRAWEDLIWOSTX NERAWENSTWA

Z

G

Z

G

�(s

�1

t)g(s)g(t) ds dt � 0

DLQ KAVDOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII g S KOMPAKTNYM NOSITELEM. w ^ASTNOSTI,

FUNKCIQ f 2 L

2

(G) POLOVITELXNO OPREDELENA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA OPE-

RATOR �

l

(Jf) LEWOJ SWERTKI S FUNKCIEJ (Jf)(s) � �

�1=2

(s)f(s

�1

) POLOVITELEN

W L

2

(G) (ZDESX �(s) | MODULQRNAQ FUNKCIQ GRUPPY G). oTMETIM TAKVE, ^TO

L

2

(G) ESTESTWENNO OTOVDESTWLQETSQ S GILXBERTOWYM PROSTRANSTWOM H

'

STAN-

DARTNOGO PREDSTAWLENIQ, ASSOCIIROWANNOGO S WESOM hAARA ', TAK, ^TO OPERA-

TORY IZ L(G) SOWPADA@T SO SWOIMI OBRAZAMI. pRI \TOM (�

'

f)(s) = �(s)f(s),
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J

'

= J , f

]

(s) = �(s)

�1

f(s

�1

) , A OTOBRAVENIE

[

) SOWPADAET S OPREDELENNYM

WY[E (SM. [10]).

pUSTX POLOVITELXNO OPREDELENNAQ FUNKCIQ � 2 A(G) IMEET WID � = f � f

DLQ NEKOTOROJ POLOVITELXNO OPREDELENNOJ FUNKCII f . tOGDA, U^ITYWAQ, ^TO

f = f

[

, IMEEM

Z

G

jf j

2

ds = (f � f

[

)(e) = �(e) <1;

SLEDOWATELXNO, f 2 L

2

(G). oPREDELIM TEPERX NA LINEALE WESA D

'

= J

'

b

n

'

POLOVITELXNU@ BILINEJNU@ FORMU a 2 L

1

('), POLAGAQ

a(�; �) = (�

l

(J

'

f)(�); �

l

(J

'

f)(�)):

w SILU POLOVITELXNOSTI OPERATORA �

l

(J

'

f) FORMA a ZAMYKAEMA, TAK ^TO WES '

PO^TI DOMINIRUET FUNKCIONAL 


'

(a) (SM. [2]). oSTAETSQ ZAMETITX, ^TO 


'

(a) =

!

�

.

pUSTX, NAOBOROT, WES ' PO^TI DOMINIRUET FUNKCIONAL !

�

I BILINEJNAQ FOR-

MA a 2 L

1

(') TAKOWA, ^TO 


'

(a) = !

�

. tOGDA a ZAMYKAEMA I, SLEDOWATELXNO,

IMEET WID

a(�; �) = (�

l

(�)(�); �

l

(�)(�))

DLQ NEKOTOROGO � 2 H

'

= L

2

(G) TAKOGO, ^TO OPERATOR �

l

(�) LEWOJ SWERTKI S

� POLOVITELEN (SM. [2]). rASSMOTRIM FUNKCI@ f = J

'

� 2 L

2

(G). tOGDA f

POLOVITELXNO OPREDELENA I, KAK NETRUDNO WIDETX, � = f � f .

sLEDSTWIE. wES hAARA NA L(G) REGULQREN TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA KAV-

DAQ POLOVITELXNO OPREDELENNAQ FUNKCIQ � 2 A(G) IMEET WID � = f � f DLQ

NEKOTOROJ POLOVITELXNO OPREDELENNOJ FUNKCII f . pRI \TOM TAKAQ FUNKCIQ

f 2 L

2

(G) I OPREDELENA PO � ODNOZNA^NO.

dOKAZATELXSTWO SRAZU SLEDUET IZ TEOREMY 2 I REZULXTATOW RABOTY [2].

zAME^ANIE. w RABOTE gODMANA [13] BYLO POKAZANO (SM. TAKVE [14], TEOREMA

13.8.6), ^TO KAVDAQ NEPRERYWNAQ POLOVITELXNO OPREDELENNAQ FUNKCIQ � IZ

L

2

(G) IMEET WID � = f � f DLQ NEKOTOROJ POLOVITELXNO OPREDELENNOJ FUNK-

CII f 2 L

2

(G). oTMETIM, ^TO WYDELENNYJ TEOREMOJ 2 KLASS POLOVITELXNO

OPREDELENNYH FUNKCIJ IZ A(G) SODERVIT KLASS FUNKCIJ, RASSMOTRENNYH gOD-

MANOM, NO NE SWODITSQ K NEMU DLQ NEKOMPAKTNYH GRUPP (W KOMPAKTNOM SLU^AE,

KAK IZWESTNO, A(G) � L

2

(G)). |TO O^EWIDNYM OBRAZOM SLEDUET IZ SU]ESTWOWA-

NIQ POLOVITELXNOGO SAMOSOPRQVENNOGO OPERATORA k, PRISOEDINENNOGO K L(G),

TAKOGO, ^TO '(k) < 1, NO '(k

2

) = 1 (O PRODOLVENII NORMALXNOGO WESA NA

NEOGRANI^ENNYE OPERATORY SM. [2]).

sLEDU@]AQ TEOREMA 3 RE[AET, W ^ASTNOSTI, WOPROS O SOWPADENII KLASSA

FUNKCIJ, WYDELENNOGO TEOREMOJ 2, S KLASSOM WSEH POLOVITELXNO OPREDELENNYH

FUNKCIJ IZ A(G) W TERMINAH GRUPPY G.

tEOREMA 3. pUSTX G | LOKALXNO KOMPAKTNAQ GRUPPA. sLEDU@]IE USLOWIQ

\KWIWALENTNY:

(i) WES hAARA NA L(G) LOKALXNO KONE^EN;

(ii) WES hAARA NA L(G) REGULQREN;
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(iii) KAVDAQ POLOVITELXNO OPREDELENNAQ FUNKCIQ � 2 A(G) IMEET WID � =

f � f DLQ NEKOTOROJ POLOVITELXNO OPREDELENNOJ FUNKCII f ;

(iv) GRUPPA G UNIMODULQRNA.

dOKAZATELXSTWO. iMPLIKACII (iv) =) (i), (iv) =) (ii) WYTEKA@T IZ TOGO, ^TO

DLQ UNIMODULQRNOJ GRUPPY G WES hAARA NA NEJ QWLQETSQ SLEDOM. rAWNOSILX-

NOSTX USLOWIJ (ii) I (iii) ESTX SLEDSTWIE TEOREMY 2.

dLQ PROWERKI IMPLIKACIJ (i) =) (iv) I (ii) =) (iv) NAM PONADOBQTSQ TRI

LEMMY. nIVE ^EREZ ZOBOZNA^AETSQ ADDITIWNAQ GRUPPA CELYH ^ISEL, NADELEN-

NAQ S^ITA@]EJ MEROJ; ^EREZ T| ODNOMERNYJ TOR, NADELENNYJ MEROJ lEBEGA,

RASSMATRIWAEMYJ KAK GRUPPA, DWOJSTWENNAQZ. ~EREZ F :L

2

(Z)! L

2

(T) OBOZNA-

^AETSQ SOOTWETSTWU@]EE PREOBRAZOWANIE fURXE{pLAN[ERELQ. w DALXNEJ[EM

\LEMENTY T KANONI^ESKIM OBRAZOM OTOVDESTWLQ@TSQ S TO^KAMI PROMEVUTKA

[0; 2�).

lEMMA 3. pUSTX FUNKCIQ f 2 L

2

(Z) I Ff OBRA]AETSQ W NULX PO^TI WS@DU

WNE OTREZKA [

3

4

�;

5

4

�]. eSLI DLQ NEKOTOROGO WE]ESTWENNOGO ^ISLA � 6= 0 FUNK-

CIQ

e

f , OPREDELENNAQ RAWENSTWOM

e

f (n) = e

�n

f(n) (n 2 Z), LEVIT W L

2

(Z), TO

f = 0.

dOKAZATELXSTWO. dOSTATO^NO RASSMOTRETX LI[X SLU^AJ � > 0. pROWERIM, ^TO

FUNKCIQ

r(z) =

+1

X

n=�1

e

�izn

f

2

(n) (�)

OPREDELENA I NEPRERYWNA W POLOSE 0 � Imz � 2� I ANALITI^NA WNUTRI NEE.

dEJSTWITELXNO, KAK NETRUDNO PROWERITX S POMO]X@ PRIZNAKA wEJER[TRASSA,

RQD (�) SHODITSQ ABSOL@TNO I RAWNOMERNO W POLOSE 0 � Imz � 2�, A REZULXTAT

EGO FORMALXNOGO DIFFERENCIROWANIQ | W KAVDOJ POLOSE �

1

� Im z � �

2

, GDE

0 < �

1

< �

2

< 2�. gRANI^NOE ZNA^ENIE r(z) PRI Im z = 0 SOWPADAET NA INTERWALE

[0; 2�) S FUNKCIEJ F(f

2

) = (Ff) � (Ff) I, SLEDOWATELXNO, OBRA]AETSQ W NULX

NA PROMEVUTKE [0; �=4]. w SILU EDINSTWENNOSTI ANALITI^ESKOGO PRODOLVENIQ

FUNKCIQ r(z) = 0 W POLOSE 0 � Im z � 2�. oTS@DA, W ^ASTNOSTI, SLEDUET, ^TO

F(f

2

) = 0, TAK ^TO f = 0.

zAME^ANIE. sPRAWEDLIW I NEPRERYWNYJ ANALOG LEMMY 3. pUSTX FUNKCIQ f 2

L

2

(R) TAKOWA, ^TO EE PREOBRAZOWANIE fURXE{pLAN[ERELQ OBRA]AETSQ W NULX

PO^TI WS@DU WNE NEKOTOROGO KOMPAKTA. eSLI DLQ NEKOTOROGO WE]ESTWENNOGO

^ISLA � 6= 0 FUNKCIQ

e

f , OPREDELENNAQ RAWENSTWOM

e

f(x) = e

�x

f(x) (x 2 R),

LEVIT W L

2

(R), TO f = 0 PO^TI WS@DU.

lEMMA 4. pUSTX WE]ESTWENNOE ^ISLO � 6= 0 I k | OPERATOR W L

2

(Z) UMNO-

VENIQ NA FUNKCI@ e

�n

. tOGDA k NE QWLQETSQ PRAWILXNYM OTNOSITELXNO LEWOJ

ALGEBRY nEJMANA L(Z).

dOKAZATELXSTWO. dOSTATO^NO UKAZATX PROEKTOR p 2 L(Z) TAKOJ, ^TO OPERATOR

kp NE QWLQETSQ PLOTNO OPREDELENNYM. pUSTX q | OPERATOR W L

2

(T) UMNOVENIQ

NA HARAKTERISTI^ESKU@ FUNKCI@ OTREZKA [

3

4

�;

5

4

�] I p = FqF

�1

. tOGDA p |

PROEKTOR IZ L(Z). pROWERIM, ^TO ON ISKOMYJ. dLQ \TOGO DOSTATO^NO POKAZATX,
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^TO D(k) \ pL

2

(Z) = f0g. nO ESLI FUNKCIQ f 2 D(k) \ pL

2

(Z), TO ONA, O^E-

WIDNO, UDOWLETWORQET WSEM USLOWIQM LEMMY 3 I, SLEDOWATELXNO, f = 0. lEMMA

DOKAZANA.

lEMMA 5. pUSTX U | ZAMKNUTAQ UNIMODULQRNAQ PODGRUPPA LOKALXNO KOM-

PAKTNOJ GRUPPY G, du | MERA hAARA NA U , V | BORELEWSKOE PODMNOVESTWO

G, SODERVA]EE ROWNO PO ODNOMU \LEMENTU IZ KAVDOGO PRAWOGO KLASSA SMEV-

NOSTI ODNORODNOGO PROSTRANSTWA UnG. tOGDA SU]ESTWUET TAKAQ BORELEW-

SKAQ MERA dv NA V , ^TO

L

2

(G) ' L

2

(U; du)
 L

2

(V; dv);

PRI^EM IZOMORFIZM OSU]ESTWLQETSQ OTOBRAVENIEM f 7!

b

f , GDE

b

f (u; v) =

f(uv).

dOKAZATELXSTWO. iZ REZULXTATA mAKKI [15] SLEDUET, ^TO (W NA[IH OBOZNA^E-

NIQH) DLQ L@BOJ STROGO POLOVITELXNOJ BORELEWSKOJ FUNKCII �:G! R, UDOWLE-

TWORQ@]EJ USLOWI@ �(us) = �(u)�(s) (u 2 U , s 2 G), SU]ESTWUET BORELEWSKAQ

MERA d

�

s NA ODNORODNOM PROSTRANSTWE UnG TAKAQ, ^TO

Z

G

f(s)�(s) d

r

s =

Z

UnG

�

Z

U

f(us) du

�

d

�

s;

GDE d

r

s | PRAWAQ MERA hAARA GRUPPY G,

�

s | SOOTWETSTWU@]IJ PRAWYJ KLASS

SMEVNOSTI \LEMENTA s 2 G. pODSTAWLQQ W \TO RAWENSTWO WMESTO � MODULQRNU@

FUNKCI@ � GRUPPY G I OBOZNA^AQ ^EREZ dv BORELEWSKU@ MERU NA V , W KOTORU@

PEREHODIT d

�

s PRI KANONI^ESKOM OTOBRAVENII UnG NA V , IMEEM

Z

G

f(s) ds =

Z

V

�

Z

U

f(uv) du

�

dv:

uTWERVDENIE LEMMY TEPERX ESTX PROSTOE SLEDSTWIE POSLEDNEGO RAWENSTWA. lEM-

MA DOKAZANA.

pEREJDEM TEPERX K DOKAZATELXSTWU IMPLIKACIJ (i) =) (iv), (ii) =) (iv).

pUSTX GRUPPA G NE QWLQETSQ UNIMODULQRNOJ. tOGDA NAJDETSQ \LEMENT s 2 G

TAKOJ, ^TO �(s) > 1. pOLAGAQ U = fs

n

j n 2 Zg, LEGKO WIDETX, ^TO U |

ZAMKNUTAQ PODGRUPPA G, IZOMORFNAQ Z. pUSTX

V = ft 2 G j �(t) 2 [1;�(s))g:

nETRUDNO PROWERITX, ^TO BORELEWSKOE MNOVESTWO V SODERVIT ROWNO PO ODNO-

MU \LEMENTU IZ KAVDOGO PRAWOGO KLASSA SMEVNOSTI ODNORODNOGO PROSTRANSTWA

UnG, I, SLEDOWATELXNO, MY NAHODIMSQ W USLOWIQH LEMMY 5. nAPOMNIM, ^TO

MODULQRNYJ OPERATOR �

'

WESA hAARA ' NA L(G) ESTX OPERATOR UMNOVENIQ W

L

2

(G) NA MODULQRNU@ FUNKCI@ � GRUPPY G. pUSTX W | UNITARNYJ OPE-

RATOR IZ LEMMY 5, OSU]ESTWLQ@]IJ IZOMORFIZM GILXBERTOWYH PROSTRANSTW

L

2

(G) I L

2

(U)
L

2

(V ), �

U

(SOOTWETSTWENNO �

V

) | OPERATOR W L

2

(U) (SOOTWET-

STWENNO W L

2

(V )) UMNOVENIQ NA FUNKCI@ �jU (SOOTWETSTWENNO �jV ). tOGDA
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IZ RAWENSTWA �(uv) = �(u)�(v) (u 2 U , v 2 V ) SLEDUET, ^TO W�

1=2

'

W

�1

=

�

1=2

U


�

1=2

V

. pO\TOMU W SILU TEOREMY 1 DOSTATO^NO UBEDITXSQ, ^TO OPERATORY

�

1=2

U


�

1=2

V

I �

�1=2

U


�

�1=2

V

NE QWLQ@TSQ PRAWILXNYMI OTNOSITELXNO ALGEBRY

nEJMANA M = fWxW

�1

j x 2 L(G)g, DEJSTWU@]EJ W GILXBERTOWOM PROSTRAN-

STWE L

2

(U) 
 L

2

(V ).

rASSMOTRIM ALGEBRU nEJMANA N = L(U) 
 O, GDE O | ALGEBRA OPERATOROW

W L

2

(V ), KRATNYH TOVDESTWENNOMU. tOGDA N � M W SILU LEGKO PROWERQEMOGO

RAWENSTWA

l

U

(u)
Wl(u)W

�1

(u 2 U);

GDE l (SOOTWETSTWENNO l

U

) | LEWOE REGULQRNOE PREDSTAWLENIE GRUPPY G (SOOT-

WETSTWENNO U) W L

2

(G) (SOOTWETSTWENNO W L

2

(U)). tAKIM OBRAZOM, DOSTATO^NO

UBEDITXSQ LI[X W TOM, ^TO OPERATORY �

1=2

U


 �

1=2

V

I �

�1=2

U


�

�1=2

V

NE QWLQ-

@TSQ PRAWILXNYMI OTNOSITELXNO PODALGEBRY N . dLQ \TOGO, W SWO@ O^EREDX,

DOSTATO^NO PROWERITX, ^TO OPERATORY �

1=2

U

I �

�1=2

U

NE QWLQ@TSQ PRAWILXNY-

MI OTNOSITELXNO ALGEBRY nEJMANA L(U). u^ITYWAQ, ^TO OTOBRAVENIE s

n

7! n

OSU]ESTWLQET IZOMORFIZM GRUPPY U NA Z, PEREWODQ]IJ OPERATOR �

U

W OPE-

RATOR UMNOVENIQ NA FUNKCI@ s

n

7! �(s)

n

W L

2

(G), DLQ ZAWER[ENIQ DOKAZA-

TELXSTWA OSTAETSQ SOSLATXSQ NA LEMMU 4 S � =

1

2

ln�(s) DLQ OPERATORA �

1=2

U

I

� = �

1

2

ln�(s) DLQ �

�1=2

U

. tEOREMA DOKAZANA.
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