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1. Wstep

Standardowy formalizm mechaniki kwantowej [von Neumann’32]:
» kinematyka:
> stany kwantowe = operatory gestosci na przestrzeni Hilberta H:
pEB(H), p>0, tr(p) =1,
> wielkosci kinematyczne okreslone s3 przez operatory samosprzezone na H
» dynamika:
> ewolucja uktadéw zamknietych: operatory unitarne: p(t) = U(t)pU (t)*
> pomiar: operatory rzutowe: p — ZZ PipP;, p — %.
Motywacje:

» Czy jest mozliwe geometryczne sformutowanie teorii kwantowej,
umozliwiajace nieliniowe rozszerzenie kwantowej kinematyki i dynamiki?
= kwantowa geometria informacji

» Czy jest mozliwe wyeliminowanie przestrzeni Hilberta z podstaw teorii
kwantowej? = podejscie algebraiczne

> Cel badan: skonstruowanie i zbadanie podejscia, ktére taczy zalety tych
dwéch podejsé.



2. Kwantowa geometria informacji
Kinematyka:
> przestrzenie: zbiory normalizowalnych operatoréw gestosci:
M(H) C S (H) == {z € B(H) | tr(|[Vz*z|) < 00, = >0}
> struktury geometryczne:
> niesymetryczna odlegtosé: D : &1 (H)T x &1(H)T — [0, 00] t.ze
D(p,0) =0 <= o = p. Istnieje wiele mozliwych wyboréw D, np.
Di(p,0) := tr(plogp — plog o), Dy,2(p,0) :=2||\/p — \/EHEZ(H)-
(Drugie i trzecie pochodne D umozliwiaja wprowadzenie riemannowskich
metryk i afinicznych koneksji na M(H).)
> nawias Poissona:
{0} O (61 (M) R) x CF (61 (H)* R) — C° (&1 (H)%; R). Jest on
catkowicie zdeterminowany przez komutator, {f, k}(2) := ([®L f,DFk])(2),
gdzie DF f € B(H)** C CF (61 (H)**;R).
> ‘obserwable’/‘estymatory’: funkcje rzeczywiste na M (H).
Dynamika:
» mozna sformutowaé dynamike hamiltonowska na &1(H)** w oparciu o
dowolna funkcje h € CE (&1 (H)**; R) [Bona'99]:
d .d F
3/ (P®) ={h, [} (p(t)) = iz p(t) = [Dpwh(p(1)), p(1)]-
W szczegélnosci, dla h(p) = tr(pH), H € B(H)**, otrzymujemy réwnanie
von Neumanna (ewolucje unitarna): i< p(t) = [H, p(t)].
» czy mozna dokona¢ geometrycznego opisu kwantowego.pomiaru?



3. Sformutowanie algebraiczne

» Punktem wyjscia sa W *-algebry [von Neumann'27,Sakai'56] :=
przestrzenie Banacha A/, bedace C-algebrami wyposazonymi w operacje
*: N = N spetniajaca (zy)* = y*z*, (z+y)" =2* +y*, (") ==,
(Az)* = Az*, i posiadajace unikalny predual (= zbiér N, wszystkich
C-liniowych ciagtych funkcjonatéw na N, t.ze elementy © € N sa
liniowymi funkcjonatami na N, ciagtymi w normie
lz| := sup{|z(¢)| | |¢] < 1,0 € N,}).

> umozliwia to uogdlnienia: B(H) ~» N, B1(H) ~» N (np. tr(p-) = ¢()),
&1 (H)T ~ NI (‘stany kwantowe').

» V¢ € N, konstrukcja Gelfanda—Najmarka—Segala ['43-'47] produkuje
przestrzen Hilberta H oraz reprezentacje g : N — B(Hs).
Reprezentacje 7y dla réznych ¢ moga by¢ unitarnie nieréwnowazne.

» Falcone—Takesaki'2001: konstrukcja kanonicznych przestrzeni L,(N),
p € [1,00], dla dowolnych W*-algebr N. Jest to dalekie uogélnienie
konstrukgji von Neumanna—Schattena['37-'50]

Bp(H) = {z € B(H) | (tr((z"z)"*))"/? < oo}

i Segala—Dixmier['53], L,(N,7) := {z € N | (r(z*z)?/?)}/? < o} dla
takich V' ze 37 : N7 — [0, 00] t.ze 7(0) = 0, 7(z +y) = 7(z) + 7(y),
A>0= 7(\z) = A (z), 7(u*zu) = 7(z) V unitarnego u € N Vo € N,



4. Kwantowa geometria bez przestrzeni Hilberta

» Czy mozna potaczy¢ sformutowanie geometryczne teorii kwantowej
(umozliwiajace nieliniowos¢) ze sformutowaniem algebraicznym
(niezaleznym od przestrzeni Hilberta)?

» Podstawowe przestrzenie: podzbiory M(N) C N} .

» Odzijewicz—Ratiu'2003: Uogélnienie struktury rozmaitosci Poissona na
preduale dowolnych W*-algebr.

» Niesymetryczne odlegtosci D : V" x N;F — [0, c0] stanowia b.duza
rodzing = konieczne s3 dodatkowe warunki. Najbardziej pozadane to:

1)

2)

Monotonicznos¢ ze wzgledu na odwzorowania markowowskie T :
D(T*(¢)7T*(¢)) 2 D(¢: 1/1) vd):d) € Nj vT*:

gdzie T : (NM2) — (N1)F sa zadane jako predualizacje odwz.catk.dod.,
tzn. liniowych map T : N7 — N> t.ze
T ®idpg, ) : N1 OMR(C) 3 2@y = T(z) ®y € N2 ® Mn(C)

sg dodatnie Vn € N. = "Odlegtos¢ miedzy stanami nie maleje przy stracie
informacji”.
Uogélnione twierdzenie Pitagorasa. Jesli Q@ C M(N) C N jest t.ze

Vi € M(N) P (Y) := arginf {D(p,¥)},
pEQ

wtedy D spetnia u.t.P. dla Q <—
D(¢,v) = D(¢, B3 () + DB (), ¥) Y(¢,¢) € Q x M(N).

= "Odlegtos¢ miedzy stanami jest rozktadalna na sume odlegtosci do rzutu
na podprzestrzen i odlegtosci w podprzestrzeni”.



5. Rodzina niesymetrycznych odlegtosci D,

» W pracy [Kostecki’'2011], dzieki zastosowaniu niekomutatywnej teorii
catkowania Falcone'a—Takesakiego, skonstruowana zostata rodzina D,
niesymetrycznych odlegtosci na N,

) y(1177) (’YW + (=7 - wwﬁf’l_'y) i Y €10,1], w < ¢
Dy(w,9) = [limy s, 555y (Gw+ (1 =F)¢ -9 7)) 17 €{0,1}, w < ¢
“+o00 © W pozost. przyp.,

oraz udowodniono, ze rodzina ta spetniajacych oba powyzsze warunki
(markowowska monotonicznosé i uogdln. tw.Pitagorasa). Nie sa znane
inne D na N, spetniajace oba warunki.

> W szczegélnoéci dla N = ‘B(’H) Di(p,0) :=tr(plogp — plogo),
D1)2(p,0) :==2||\/p — \F”@z(n)

» Znaczenie: Amarl[ 2009] udowodnit, ze w przypadku komutatywnej i
skonczenie wymiarowej algebry N rodzina D, moze byé scharakteryzowana
przez dwa powyzsze warunki (przy pewnych technicznych zatozeniach).
Bliskie zwigzki miedzy komutatywna i kwantowa geometria informacji
prowadza do (otwartej) hipotezy, ze analogiczna charakteryzacja zachodzi
dla powyzszej postaci D., dla ogélnych W*-algebr A/



6. “Kwantowy pomiar” jako maksymalizacja wzglednej entropii

» Kluczowy rezultat: Reguta von Neumanna—Liidersa moze by¢
wyprowadzona (zaréwno dla B(H), jak i dla ogélnych W*-algebr N) jako
szczegblny przypadek minimalizacji niesymetrycznej odlegtosci z wiezami:

P Z PipP; = afrgeignf {D1(p,0)},

k3

gdzie: D1(p,0) = tr(plogp — ologp),
Q:={pe®i(H)" | [P,,p| =0, PP, =8P, Vi,j €{1,...,n}, Y P =T}
i=1

» Znaczenie: zasada maksymalizacji wzglednej entropii (entropowy rzut na
podprzestrzen wiezéw) moze by¢ traktowana jako nieliniowe uogdlnienie
dynamiki opisujace]j “kwantowy pomiar”.

> Wynik ten stanowi nietrywialny kwantowy analog wyprowadzenia reguty
Bayesa jako szczegélnego przypadku entropowego rzutu z wiezami,
otrzymanego w pracach Warmuth&Kivinen'99, Caticha& Giffin'06.

> W ogdlnym przypadku, wiezy moga by¢ zadane przez dowolny podzbior
Q C M(N), ktéry moze zaleze¢ od dodatkowych parametréow
kontrolnych, np. czasu: Q(s). Umozliwia to m.in. opis dynamiki
kwantowej zadanej przez zalezne od czasu eksperymentalne wiezy na
wartosci oczekiwane niektérych obserwabli. = nieliniowa alternatywa dla
odwzorowan markowowskich.



7. Geometryczne uogdlnienia ewolucji unitarne;

» W podejsciu geometrycznym ewolucja unitarna jest uogélniona do ewolucji
hamiltonowskiej z dowolna funkcja Hamiltona h € CF (N*; R)
[Bona'99,0dzijewicz& Ratiu’2003].

» W podejsciu W*-algebraicznym ewolucja unitarna jest uogélniona do
izometrii przestrzeni N, zadanych przez predualizacje (). grupy stabo-x
ciagtych automorfizméw {a: € Aut(NV) | t € R}.

» Warunek zgodnosci tych dwéch sformutowan przyjmuje postac:
$((idy=at) ([Dlary. () Dlan). h])) = 0 Vo € NI* Vf,h € CF (NI R).

Ten warunek jest dos¢ restrykcyjny. Aby wybra¢ miedzy tymi podejsciami,
trzeba poréwnac ich zastosowania. = Czy mozna geometrycznie opisa¢
perturbacje 'ewolucji unitarnej’'?

» Konstrukcja GNS wytwarza wiazke przestrzeni Hilberta nad rozmaitoscia
N [Odzijewicz&Slizewska'2011].

> Vip € N t.ze Y(z*z) = 0 = = = 0 mozna bijektywnie przedstawi¢ kazdy
stan ¢ € N;' pod postacia wektora &, (@) € ij' spetniajacego warunek:

¢(z) = (€ (9), 1w (9)Ew (9)),, »

gdzie (Hy, my) to reprezentacja GNS.



8. Geometryczno-algebraiczny opis perturbacji

» Z tw.Haagerupa['75] wynika, ze V stabo-x ciagtej grupy
ar € Aut te istnieje jedyny samosprzezony operator na
Aut(N R} istnieje jedyny qzony Ky na Hy
(zwany liouvilleanem), t.ze ¢'**v ’Hi = HI.

» Majac dana rodzine {hy : Hy — Hy | € M(N) C N}
samosprzezonych operatoréw spetniajacych pewne warunki (okreslone przy
pomocy [Derezinski—Jaksi¢—Pillet'2003]) skonstruowana zostaje rodzina
liouvilleanéw Ly bedacych perturbacjami K7 przez hy.

» W szczegélnosci, w roli rodziny h, moga wystapi¢ jednoformy
dyf = D% f dowolnej funkeji gladkiej f € C3°(N;* R). Moga to by¢
réwniez operatory nieograniczone.

» Cofajac ewolucje ¢'*“¥ z 7-[2; na N przy pomocy 51;1 otrzymujemy opis
perturbacji algebraicznej dynamiki zadany odwzorowaniem

B(1) = Eay), () (€ C D E 0y, (0 (9)).

» Perturbacja automorfizmu algebry przez operatory samosprzezone daje sie
opisa¢ przy pomocy wiazki GNS oraz jako odzworowanie na M(N), ale
niekoniecznie jest to ewolucja hamiltonowska. Prowadzi to do sugestii, aby
zastapi¢ opis “obserwowalnej dynamiki” oparty na perturbacjach
hamiltonianéw przez opis oparty na maksymalizacji wzglednej entropii z
wiezami.



9. Podsumowanie

» W oparciu o teorie W*-algebr, niekomutatywne catkowanie, oraz
kwantowa geometrie informacji, mechanika kwantowa moze by¢
uogdlniona do nieliniowej teorii kwantowej, ktérej podstawy nie zalezg od
przestrzeni Hilberta.

» Podstawowym obiektem sa przestrzenie M(N) C Li(N)" = N}, bedace
uogdlnieniem modeli probabilistycznych M(u) C {p € 1(0)* | [ up =1}
oraz zbioréw macierzy gestosci M(H) C {p € &1(H)" | tr(p) = 1}.

» Dwie podstawowe struktury geometryczne:
niesymetryczna odlegtos¢ D(-,-) i nawiasy Poissona {-,-}.

» Dwie podstawowe struktury dynamiczne:

> Razuty entropowe ¢ — arginf, c o) {D(w,¢)}:

> nieliniowe i nielokalne
»> umozliwiaja kodowanie eksperymentalnych wigzéw
> redukuja si¢ w szczegélnym przypadku do reguty von Neumanna-Liidersa

> Hamiltonowska ewolucja ¢ — w}' (), %f(wf (@) = {h, f(wl(p)} Vf:
> nieliniowa i lokalna

» umozliwia kodowanie teoretycznych symetrii
> redukuje sie w szczegdlnym przypadku do réwnania von Neumanna



