
3. seria zadań do wykładu ”Algebra z geometria̧ II”

12. maja 2014 r.

Zadanie 1. Wyznacz postać Jordana macierzy endomorfizmu pewnej przestrzeni R-
liniowej V , który w bazie B ∶= (e1, e2, . . . , en) tej przestrzeni jest reprezentowany przez
macierz A ∈Mat(n;R). Rozłóż wektory odnośnej bazy jordanowskiej w bazie B.

(i) A ∶=
⎛
⎜
⎝

3 2 −3
4 10 −12
3 6 −7

⎞
⎟
⎠
, (ii) A ∶=

⎛
⎜
⎝

3 −1 −1
0 2 0
1 1 1

⎞
⎟
⎠
,

(iii) A ∶=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

3 −1 1 −7
9 −3 −7 −1
0 0 4 −8
0 0 2 −4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, (iv) A ∶=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

6 −9 5 4
7 −13 8 7
8 −17 11 8
1 −2 1 3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

(v) A ∶=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

α 0 1 0 0 0 ⋯ 0
0 α 0 1 0 0 ⋯ 0
0 0 α 0 1 0 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 1
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0
0 0 ⋯ ⋯ ⋯ 0 0 α

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (vi) A ∶=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

n n − 1 n − 2 ⋯ ⋯ 1
0 n n − 1 n − 2 ⋯ 2
0 0 n n − 1 ⋯ 3
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ n − 1
0 0 ⋯ ⋯ 0 n

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Zadanie 2. Wyznacz postać Jordana macierzy (i) A2 oraz (ii) A−1 na podstawie zadanej
(dowolnej) postaci Jordana JA macierzy A.

Zadanie 3. Wyznacz postać Jordana macierzy A spełniaja̧cej równość

(i) A2 = 1n×n , (ii) A2 = A.

Zadanie 4. Znajdź wszystkie rozwia̧zania równania macierzowego X2 = A (o niewiado-
mej X) dla

(i) A ∶= (
6 2
3 7

) , (ii) A ∶=
⎛
⎜
⎝

1 4 2
0 −3 −2
0 4 3

⎞
⎟
⎠
.

Które z tych rozwia̧zań zależa̧ wielomianowo od A?



Zadanie 5. Korzystaja̧c z postaci Jordana macierzy, oblicz

(i) (
1 1
−1 3

)

50

, (ii) (
7 −4
14 −8

)

64

, (iii)
⎛
⎜
⎝

1 3 −1
0 2 −2
0 0 2

⎞
⎟
⎠

7

.

Zadanie 6. Na podstawie twierdzenia o rozkładzie macierzy A ∈ Mat(n;C) na czȩść
diagonalna̧ i nilpotentna̧ udowodnij tożsamość

det(n) e
A = etr(n)A .

Zadanie 7. Wyznacz macierze exp(tAk) (określona̧ dla dowolnych (k, t) ∈ N ×R) oraz
∑
n
k=1 A

k (określona̧ dla dowolnego n ∈ N) dla

(i) A ∶=
⎛
⎜
⎝

−1 3 −1
−3 5 −1
−3 3 1

⎞
⎟
⎠
, (ii) A ∶=

⎛
⎜
⎝

3 −1 −1
0 2 0
1 1 1

⎞
⎟
⎠
, (iii) A ∶=

⎛
⎜
⎝

1 3 −1
0 2 −2
0 0 2

⎞
⎟
⎠
.

Zadanie 8. Oblicz

(i) th(1 + tA2) dla A ∶=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

i dowolnego t ∈ R ,

(ii) logA dla A ∶=
⎛
⎜
⎝

3 −1 −1
0 2 0
1 1 1

⎞
⎟
⎠
, przy czym {

log(z) ∶= log ∣z∣ + i arg(z) ,
−π < arg(z) ≤ π

dla z ∈ C ,

(iii) ∫
A

03×3
dt 1

t3−4t2+9t−36 dla A ∶=
⎛
⎜
⎝

−17 7 0
−16 −25 48
−4 −28 45

⎞
⎟
⎠
,

(iv) limN→∞ ∑
N
n=0 (−1

2
)
n
A2n dla A ∶= (

1 + 15
√
2 25

√
2

−9
√
2 1 − 15

√
2

) .

Zadanie 9. Rozważmy operator

p ∶ C2[t] → C2[t] ∶ w ↦
1

i
w′ , gdzie (a.t0 + b.t1 + c.t2)′ ∶= b.t0 + 2c.t1 dla a, b, c ∈ C .



Znajdź macierz operatora Tx ∶= eixp w bazie jednomianowej J ∶= (t0, t1, t2) przestrzeni
C2[t], a nastȩpnie wykaż, że Tx jest operatorem przesuniȩcia działaja̧cym według wzoru

Tx(a.t
0 + b.t1 + c.t2) = a.t0 + b.(t + x.t0)1 + c.(t + x.t0)2 .

Zadanie 10. Oznaczmy przez SO(n) dla n ∈ N>0 grupȩ

SO(n) ∶= { O ∈Mat(n;R) ∣ O ⋅OT = 1n×n = O
T ⋅O ∧ det(n)O = 1 }

(z iloczynem macierzy jako działaniem grupowym), zwana̧ grupa̧ ortogonalna̧ spec-
jalna̧ – jest to grupa obrotów w przestrzeni (euklidesowej) Rn zachowuja̧cych orientacjȩ
tej przestrzeni. Dowolna̧ macierz O ∈ SO(n) można zapisać w postaci O = eA, gdzie
A ∈ Mat(n;R) jest pewna̧ macierza̧ skośnie symetryczna̧, tj. AT = −A. Udowodnij, że
ilekroć n jest liczba̧ nieparzysta̧ z każda̧ macierza̧ O ∈ SO(n) jest stowarzyszony wektor
v ∈ Rn niezmienniczy wzglȩdem działania O, czyli taki, który spełnia równość

O ⋅ v = v

i tym samym wyznacza oś obrotu reprezentowanego przez macierz O.

Zadanie 11. Rozwia̧ż nastȩpuja̧ce rekurencje:

(i) xn = αxn−1−
α2

4 xn−2 dla α ∈ R∖{0} przy warunku pocza̧tkowym (
x1
x0

) ∶= (
1

2α−1
)

– dla jakich wartości parametru α cia̧g (xn)n∈N jest zbieżny?

(ii) xn+3 + 4xn+2 + 5xn+1 + 2xn = 0 przy warunku pocza̧tkowym
⎛
⎜
⎝

x2
x1
x0

⎞
⎟
⎠
∶=

⎛
⎜
⎝

3
2
1

⎞
⎟
⎠
;

(iii) xn+1 =
xn−1
4xn+5

przy warunku pocza̧tkowym x0 ∈ R.

Zadanie 12.∗ TBA

Powodzenia!


