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Feigenbaum jest fizykiem [...] i zrobit rzecz bardzo prosta
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Wstep

Niniejszy zbiér zada ma na celu przyhtienie czytelnikowi metodaywanych przy rozwiazywaniu zada

fizyki. Szczeg6towo omawiane sa aspekty fizyczne oraz metigrnne proponowanych sposobow postepowa-
nia, ktére prowadza do odpowiedzi. Samodzielne przepiaesmie wszystkich rachunkéw poamczytel-
nikowi nabyc sprawn&ci w prostych obliczeniach symbolicznych i numerycznydfszystkie zadania sa
tatwe. Zgodnie z przytoczonym na poczatku cytatem, tcsmikaw takich problemach tkwi istota fizyki.
Bedziemy starali sig ja sobie przybjit za pomoca wzoréw oraz rysunkéw. A jak pokazuje historia (n
tylko Feigenbauma), warto pwiecic réwniez troche czasu, aby uzyskavyniki liczbowe.

lUwagi dotyczace skryptu prosze kiercwaa adres: pniez@fuw.edu.pl
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Odnosniki do wyktadu

Ponizej zamieszczono odsytacze do transparencji z wyki&iyka dla Geologéw”prowadzonego przez
prof. Andrzeja Twardowskiego. Zapoznanie sie ze wskazemyateriatem umzliwia poprawne rozwiazanie
prezentowanych w tym skrypcie zadalransparencje sa dostepne na stronie

http://www.fuw.edu.pl/~twardows/geo/
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1 Zadanie — Odlegtée

Student wyruszyt z akademika do ksiegarni. Dotart tam prelpyciu 400 m, poruszajac sie caly czas
po linii prostej. Nastepnie udat sie w kierunku prostdgaddo odcinka akademik-ksiegarnia i przeszedt
jeszcze 300 m, zanim natrafit na kino. W jakiej odlégiood akademika znajduje sie kino?

Rozwiazanie

Dla wygody wprowadzam nastepujace oznaczenia:

L1 =400 m,

Ly =300 m,

a L niech bedzie szukana odle§ta od akademika do kina.

Poniewa autor zadania nie wprowadzit jakéegpecyficznej definicji odlegéui, wiec zaktadange chodzi
mu o odlegtét w zwyklym znaczeniu. Co to znaczy? Sllemam zmierz¢ odlegi&t miedzy dwoma
punktami, to rozciagam miedzy nimi np.Stag miernicza albo przyktadam do nich linijke. Niezale
od wytego przyrzadu odleghd miedzy dwoma punktami mierze wzdtprostej przez nie przechodzacej.
Dlatego odlegtét od akademika do kina obliczanalezy ,w linii prostej”. A wiec odcinkiL,, L, i L sa
bokami tréjkata, w ktérego wierzchotkactzbeakademik, ksiegarnia i kino.

akademik L ksiggarnia

kino

Poniewa odcinki L, i L, sa wzgledem siebie prostopadte, 7emy skorzysta z twierdzenia Pitagorasa.
Twierdzenie to gtosize w tréjkacie prostokatnym kwadrat najdézego boku (tzwprzeciwprostokatngj
réwny jest sumie kwadratéw pozostatych bokow (tpneyprostokatnych W naszym przypadku przeciw-
prostokatna ma diugb L, a przyprostokatne diugei L i L,, wiec otrzymuje réwnanie:

L*=L7+ 13

Aby uzyska& wynik w postacil = ..., powinienem skorzystaz dziatania odwrotnego do potegowania.
Jest nim pierwiastkowanie. Obliczam wiec pierwiastek @&vagowy (czyli drugiego stopnia) obu stron

VI = /L3 + I}

rownania:



Mozna to réwnanie zapigav nastepujacej, rbwnowaej postaci:
(L) = (L} + L)'

Tak jak chciatem, lewa strona réwna jest po prostuDla wprawienia sie w operowaniu wyktadnikami
mazemy to ,sprawdzi” nastgpujacoi(L?)'/? = [*(/2) = L' = L. Prawej strony nie mma uprécic.

Ostatecznie uzyskuje wynik:
L=+/L?+L3

Podstawiam warfeci liczbowe:

L = /L3 + L} = /(400m)? + (300m)? = v/42 - 1002 m? + 32 - 1002 m? =
= /(42 +32)-1002m2 = \/(16 +9) - 1002m? = V/25 - 1002 m? =
= V/25V1002vm2 = 5-100m = 500 m

OdpowiedzKino znajduje sie w odlegkri . = 500 m od akademika.

Dodatek matematyczny

Ponizej zamieszczono kilka réwioi, ktore ilustruja wtasrici potegowania oraz edie formy jego zapisu.

abc — (ab)c — (ac)b
223 — 43 — 82

a’’ = Va
273 = 21

0 = Var = (Ya)
83 = /82 = (V/8)?
abac — ab-‘,—c
2122 — 23

L 1/ab

572 = 1/25



2 Zadanie — Jednostki

Wiele wielkasci wystepujacych w fizyce wyranych jest w okrgonych jednostkach. Np. odlegfomazemy
wyrazic w metrach [m], mase w gramach [g], czas w sekundach [&,veihewtonach (niutonach) [N],
energie w joulach (gulach) [J]. Dla wygody postugujemy sie czesto wielokasiciami lub czéciami jed-
nostek. Powszechnie znanymi przyktadami sa:_kilogfegh (czyli 2000 gramow), kilometfkm] (czyli
1000 metréw), centymefcm] (czyli 0.01 metra), minuta [min] (czyli 60 sekund) oraz godzina [h] (czyli
60 minut). Czestozywanymi przedrostkami, ktére moa traktowa jak zwykte liczby mnaace jednostke,

sa:

Przedrostek Nazwa| Wartcst
G giga 10°
M mega | 10°
k kilo 103
h hekto 102
da deka 10
d decy | 107!
c centy | 1072
m mili 1073
U mikro | 1076
n nano | 107°

Warto pamieta rowniez nazwy niektdrych dzych liczb:10° to milion, 10° to miliard, a10'? to bilion.?

Przy potegowaniu wyktadnik potegi umieszcza sig tylkoygednostce, np.
(2 km)? = (2)? (km)? =4 (km)® = 4 km? .

Tak wiec
I mm? =1 (107°m)? = 107°m? |
aniel0—3m?.
Wyraz nastepujace wielkai:
a) 10.5 mm, 0.6 km oraz.1 - 103 cm w metrach [m],
b) 3.5 h (h=godzina), 45 min (min=minuta), 1 tydaj&65 dni w sekundach [s],
¢) 10 m/min, 5 km/h, 0.5 cm/rok w metrach na sekunde [m/s],
d) 1 kWh w dzulach [J], pamietajaze 1 W =1 J/s,
e) 1 n?, 102 mnm? w centymetrach kwadratowych [¢éin
f) 2 litry (czyli 2 dm?3), 5 m?* w centymetrach saeiennych [cr].

2W niniejszym zbiorze zadew utamkach dziesietnych stosuje sie kropke zamiastginka do oddzielania jed&oi od cz&ci
dziesiatych (np1/10 = 0.1, 3/100 = 0.03,5/2 = 2.5).
3Uwaga: W innych krajach, np. w USA, liczebnik0? to ,billion”, a 10'? to ,trillion”.



Rozwigzanie

Punkt (a)

Mam wyrazt 10.5 mm w metrach. Z tabeli odczytujge przedrostek m oznacza—3. Podstawiam te
liczbe:
10.5 mm=10.5-10"% m

Uzyskana odpowiedz moge zapisa rbwnowanej postaci:
10.5 mm=10.5-10" m = 0.0105 m
Teraz wyraam 0.6 km w metrach. Wienage przedrostek k oznaczé?, a wiec:
0.6 km=0.6-10° m = 600 m
W ostatnim przypadkus.1 - 10® cm, wystepuje przedrostek c, ktory jest rowity 2:
31-10°cm=31-10°-102m=31-10>?m=3.1-10m=31m

Odpowiedz:10.5 mm= 0.0105 m, 0.6 km = 600 m, 3.1 - 10> cm = 31 m.
Punkt (b)

Oczywiscie 3.5 h moge zapisajako 3.5 - (1 h). Godzing, czyli 1 h, zamieniam na sekundy, wiedzz,
1 h =60 min orazzel min = 60 s:

1 h=60 min= 60 - (1 min) = 60 - 60 s= 3600 s

W takim razie:
3.5h=3.5-(1 h)=3.5-(3600 s) = 12600 s

Analogicznie postepuje w kolejnym przypadku:
45 min =45 - (1 min) = 45 - (60 s) = 2700 s
Jeden tydziB to 7 - 24 godziny, a wiec:
1 tydzieh=7-24 h="7-24-3600 s= 604800 s~ 6-10° s
Jeden rok, czyli 365 dni, to:
1 rok=365-24 h=365-24-3600 s= 31536 - 10> s~ 3-10" s

Odpowiedz3.5 h = 12600 s,45 min = 2700 s. W przypadku tygodnia i roku podaje wyniki z doktadno
ciado jednej cyfry znaczacej tydzieh ~ 6 - 10° s,1 rok ~ 3 - 107 s.



Punkt (c)

Wartost 10 m/min moge zapiggako:
10 m/min= 10 m/(1 min) = 10 m/(60 s).

A wiec: .
10 m/min= 6 m/s

Predk&Ct ,marszowa” wyraam nastepujaco:
5km/h=5-(1km)/(1h)=5-(10*> m)/(3600 s).

| uzyskuje wynik:
5 km/h = i—g m/s~ 1.4 m/s

Analogicznie zamieniam jednostki dla ostatniej wadio
0.5 cm/rok= 0.5 - (1 cm)/(1 rok) ~ 0.5- (1072 m)/(3.15- 10" s),
gdzie wytem przyblzenial rok ~ 3.15 - 107 s zgodnie z wynikami w punkcie (b). Ostatecznie:
0.5 cm/rok ~ %10—2/107 m/s= 0.16-107>"" m/s= 1.6 - 107" m/s

Odpowiedz:10 m/min= £ m/s,5 km/h~ 1.4 m/s oraz).5 cm/rok~ 1.6 - 107'° m/s.
Punkt (d)

Wartcst 1 kWh rozbijam na skladowe:
1 kWh=1-(10%)-(1 W) - (1 h).
Zgodnie z rownécia 1 W = 1 J/s zamieniam jednostki:
1kWh=10%-(1J/s (1 h)y=10*-(1J)/(1s)-(1 hy=10*-(1J)-(1 h)/(1s).
Jesli wyraze godzine przez sekundy, to jednostki czasu sie skréca
1 kWh =10 (1 J)- (3600 s)/(1 s) = 36 - 10° J.
Mozna zapisaten wynik, lywajac przedrostkow:
1 kWh = 36 - 10° k= 3.6 MJ.

Odpowiedz:l kWh = 36 - 10° J= 3.6 MJ.
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Punkt (e)

Wartost 1 n¥ moge zapisanastepujaco:
1 m?=(1m?

Wiem, ze 1 cm = 1072 m, a mnaac obie strony tego réwnania prz&20 uzyskuje: 10> cm = 1 m.
Wykorzystujac ten wynik, otrzymuje odpowiedz:

1 m* = (1 m? = (10> cm)® = (10?)*(cm)? = 10* cn?.
Z kolejna wart&cia postepuje podobnie:
10° mn? = 10%(1 mm)%.
Wiem,zel mm=10"2 m= 1073(10? cm) = 10! cm. Ostatecznie:
10° mn? = 10*(1 mm)? = 103(10~! cm)? = 10*(10~)*(cm)? = 10 cn?.

Odpowiedz:l m? = 10* cn? oraz10®> mm? = 10 cm?.
Punkt (f)
Jeden litr, czyli 1 dr, zapisuje nastepujaco:

1 dm’ = (1 dm)?
Poniewa 1 dm= 10" m = 10"!(10%cm) = 10 cm, wigec:
2 dm? = 2(1 dm)® = 2(10 cm)® = 2- 10* cm?
Podobnie postepuje w kolejnym przypadku:
5m’ =5(1 m)* =5(10> cm)® = 5- 10° cn?’

Odpowiedz2 dn? = 2 - 10® cm?® oraz5 m? = 5 - 105 cn?,
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3 Zadanie — Predkdt srednia

Oblicz srednia predk&E pociagu na trasie Warszawa-Olsztyregiko, jeli pokonanie odcinka toréw o
dtugasci S; = 220 km z Warszawy do Olsztyna trwatf, = 3 h 30 min, a odcinek Olsztyn-@jcko o
diugasci S, = 140 km pociag przebyt w czasié, = 2 h 30 min. Predk& wyraz w jednostkach [km/h]
oraz [m/s].

Rozwigzanie

Czym jestsrednia predk&t pociagu? W opisanej podry pociag przebyt trase Warszawa-Olsztyn w czasie
T;. Dlugost torow wynosiS;. Z jaka predkécia poruszat sie pociag? Nie wiem! Moge wyobcazi
sobie r@ne scenariusze: pociag przez pewien czasSpiegzat, a potem jechat ze stata presiia; pociag
zatrzymywat sie po drodze; mogt nawet sie @ faviem tylko, ze w czasiel; pokonat odcinek toréw o
dtugasci S;. Zatzmy, ze czekam na przyjazd pociagu na dworcu w Olsztynie. Dlami@ ma znaczenia
sposob, w jaki maszynista prowadzit parowoAlJechatby zestata predkoSciadéwnav, = S; /13, to po
czasiel; wjechatby rownie na olsztyiski dworzec, gdy v, 7; = S;. | to wtasniev, jestSrednia predkécia
pociagu na odcinku Warszawa-Olsztyn.

Podobniesrednia predkst pociagu migdzy Olsztynem a &ickiem wynosiv, = Sy /7.

A ile wynosisrednia predkst pociagu na trasie Warszawa-Olsztyregiko? lle musiataby wynosipred-
koSt pociagu, gdyby nie prapieszat i nie hamowat na catej trasie? Catkowita droga to:

S =51+ 5,

A catkowity czas podray:
=T +1T

Wobec tegGrednia predk&t na catej trasie wynosi:
v=>S/T
Podstawiam warti liczbowe:
v=2_8/T = (S1+ S2)/(T1 + Tz) = (360 km)/(6 h) = 60 km/h
Wyrazam wynik w jednostkach [m/s]:
v = 60(1 km)/(1 h) = 60(10°> m)/(3600 s) = 5—; m/s~ 16.7 m/s

Odpowiedz: Srednia predk& pociagu na trasie Warszawa-Olsztyrz@ko wynosio = 60 km/h ~
16.7 m/s.
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4 Zadanie —Zyrandol

Zyrandol o masien = 7.4 kg przyczepiono do sufitu za pomoca linki. Oblicz, jaka siriata sufit na linke
i zaznacz na rysunku wektor tej sitgyrandol nie porusza sie, linka jest niexka, a caly uktad znajduje
sie w statym polu grawitacyjnym o natgniug = 10 m/s.

S S S S

Rozwigzanie

Czym jest sita dziatajaca na ciato 0 masi@ Zgodnie z druga zasada dynamiki sita jest odpowiedaizén
przyspieszenieg, z jakim ciato sie porusza:

ma=F.

Przyspieszenie ciata to zmiana jego pre#l&iow jednostce czasu. Moa to zapisanastepujaco:

_Av
At

QL

Czym jestAv? Jest to zmiana pred&o ciata, jaka zaszta w czasi®t. J&li w pewnej chwili czasu
predka&e ciata wynositai;, a po czasie\t wynosiv,, to zmiana predi&ci jest rownaAv = v, — ;. Im
przedziat czasu\t jest mniejszy, tym szczeg6towiej memy opisa ruch ciata. Strzatki umieszczone nad
v, a orazF przypominajaze predk@&t, przyspieszenie oraz sita seektorami

W rozwazanym przypadkazyrandol nie porusza sie, a wiec jego prestkaie zmienia sie. Innymi stowy
jego przyspieszenie wynosi = 0 i z drugiej zasady dynamiki otrzymuje proste rownanie:

—

0=F

O jaka site chodzi? Sit&’ jest suma wszystkich sit dziatajacych na ciato. Réwnaueyzsze wskazuije,
zewypadkowsasita wynosi0. Nazyrandol dziata sita grawitacji:

F, =mg,

ktérej diugdst wynosi|F,| = myg.
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S S LS

Fy

Wektor £, zaczepiony jest verodku masyzyrandola. Nie mpe byt to jedyna sita, gdy wtedyzyrandol
poruszatby sie z prapieszeniem. Dayrandola przymocowana jest linka i ona dziata na niegm]@ﬁ.c
Zgodnie z trécia zadania sita grawitacji i sita reakcji linki sa jegyni sitami dziatajacymi nayrandol, a
wigc ich suma jest sita wypadkow&, = F, + Fi, ktéra musi spetniaréwnanief’ = 0, czyli:

Aby to réwnanie mogto by spetnione, wektoF;, musi by¢ réwnolegty do Wektorfg, zwroty wektoréw
musza b¢ przeciwne, a dtugixi obu wektoréw musza lbytakie same, czyli:

Awiec |Fy| = |F,| = myg.

8

Jak ,dotrz&” do sufitu? Rozwazam sity dziatajace na linke. Zgodnie z trzecia zasaglzadhiki (zasada
rownej akcji i reakcji) sita jakgyrandol dziata na Iinkgb:z, musi spetnia:

Fy=—F;

Jednoczénie sufit dziata na linke jakssita — oznaczam ja przeé.

14



lle wynosi Fs? Znowu moge skorzysta drugiej zasady dynamiki, ktéra wia przyspieszenie linkid.)
oraz jej maser ;) z sitami dziatajacymi na linke:

mrdy = ﬁZ -+ ﬁg.
Poniewa linka nie porusza sige, czydi;, = 0, wiec otrzymujemy:
0 = ﬁZ —|— ﬁg.

Nalezy zauwayc, ze do takiego samego wniosku dochodze korzystajag z= 0, czyli z faktu,ze linka
jest niewaka, bez wzgledu na jej prépieszenie!

Ostatnia rowngt przeksztatcam do postaci:

Zgodnie z poprzednimi rozwaniami: F; = —F, = —(—F,) = F,. A wigc:

—

Fg=—F,.

PS
S AL S
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Ten sam wynik mogtem uzyskazybciej, rozpatrujac wypadkowa site dziatajacaaly uktadzyrandol-
linka.

Odpowiedz:Sita, jaka dziata sufit na linkef), jest przeciwna do sity grawitacji dziatajacej mgrandol:
Fg = —F,. Dlugost sity Fis wynosi:

|Fs| = |F,| = mg = (7.4 kg)(10 m/g?) = 74 N

Czytelnika zachecam do przeprowadzenia podobnego wowaskia w nastepujacych przypadkach:
a) gdy niewaka linka jest bardzo rozciagliwa, nie stawiajaca oporu,
b) gdy linka jest nierozciagliwa, ale ma masg = 20 dag.

Dodatek matematyczny

Ponizej przypominamy podstawowe wtasmd operaciji wykonywanych na wektorach. Symbolerazd
oznaczaja liczby. Aby lepiej przyswosobie kada réwnéc, Czytelnik powinien zilustrow@ja geome-

trycznie.
A-A =0
cA+dA = (c—l—d)g
«(A+B) = cA+cB
A+B = B+ A

5 Zadanie — Odwanik i jabtko

Odwanik o masie 2 kg trzymamy na wysok@ 20 m, a jabtko o masie 0.5 kg na wys8ko5 m nad
podtoga. Oblicz czas swobodnego spadku tych ciat w stggamorodnym polu grawitacyjnym o nagniu
g = 10 N/kg.

Rozwiazanie

Aby okresli¢c czas spadania wymienionych ciat, musze zastansiginad tym, jak wyglada ich ruch w polu
grawitacyjnym. Na ciato o masie, umieszczone w polu grawitacyjnym o nzégiug dziata sital’ = mg.
Wektor g ma oczywscie dtugéct rownag, a zwrdcony jest ku podtodze. Zgodnie z druga zasada dinam
przyspieszenie ciatai] zwiazane jest nastepujaco z jego masa oraz dzigtajaciato sita:

ma = F
SkoroF' = mg, to po podstawieniu tej konkretnej postaci sity otrzymuje

ma = mg.
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Aby uzyska& réwnanie postaci = ..., dziele obie strony rowrszi przezm, co prowadzi do stynnego
wyniku:

a=g.
Przyspieszenie ciata nie zatg wiec w tym przypadku od jego masy! Autor zadania, jak widar6bowat
mnie zmylic... Poniewa wektor g nie zmienia sie, wiec prapieszenie ciata jest w kdym punkcie
przestrzeni i w kadej chwili takie samo.

Przyspieszenie ciata to zmiana jego pred&ow jednostce czasu:

L AT

a = —.

At

Mnozac obie strony tego réwnania przAz, uzyskuje rownec:
AV = dAt

Kazde z rozwaanych przeze mnie ciat poczatkowo spoczywato, a wiepiehkdt poczatkowa wynosita
0. W takim wypadku, po czasi€ predkdt ciata wyniesie:

v=aT

W tym momencie zauwaam, ze ruch bedzie odbywat sie po prostej, gdyektor predkéci ma staty
kierunek. Moge wiec zrezygnowaz zapisu wektorowego i rozwat po prostu wartsci predksci i
przyspieszenia:

v=aT

Jaka droges przebedzie ciato w czasiE? Zgodnie ze wzorem dla ruchu jednostajnie ppigszonego:

1
S =—-aT?
2

Czytelnika, ktéry chce pozigochodzenie tego wzoru, zapraszantaalatku matematycznega kacu
niniejszego rozwiazania.

W zadaniu podano przebyte przez ciata drogi (wySoka jakich spadaja), a moim zadaniem jest obliczy
czasl'. W tym celu bede tak przeksztatcazyskane réwnanie, aby doprowatlg do postaci’ = . ... Na

poczatku dziele obie strony przea:

§:T2
a Y

a nastepnie z obu stron rGwnania wyciagam pierwiasteldkatawy:

\/EZVTQ:T
a

Ostatecznie wzOr ma posta
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W przypadku odwanika podstawiany = 20 m,a = g = 10 N/kg:

28 2-20m
Toaw = Ve = V10 N/Kg = V4,/m-kg/N

Korzystajac z rownscil N = 1 kg - m/s?, uzyskuje wynik:

Todw = 2\/m~kg/N = 2\/m-kg/(kg-m/52) =2/ =2s

Przy obliczaniu czasu spadania jabtka podstawsam 5 m oraza = g = 10 N/kg = 10 m/s’:

25 2-5m
Tiap =\ — = =1V =1s
a

10 m/<?

Odpowiedz:Odwanik upadnie na podtoge po czafig,, = 2 S, a jabtko po czasié;,, = 1 s.

Dodatek matematyczny

W tym dodatku przedstawione zostanie wyprowadzenie wzamrage w ruchu prostoliniowym, jednosta-
jnie przyspieszonym dla ciata poczatkowo spoczywajacefje: 1a T2. W pierwszej wersji wyprowadzenia
uzywany jest rachunek mhiczkowy i catkowy. W drugiej wersji wykorzystano podzéaasu na wzglednie
mate interwaly. W obu przypadkach rozzemy jest tylko ruch wzdi prostej, ze statym prapieszeniem

i z predkdacia poczatkowa rowna

Wersja 1

Potazenie na prostej opiszemy za pomoca wspétrzednByredkat jest pochodna pofenia po czasie:

p
o dt

A przySpieszenie jest pochodna predkbpo czasie:
b
o odt

Catkujemy obie strony ostatniego rownania po czasie w geati od chwili poczatkowej, do chwili

biezaceijt:
dt' — / &
/to “ to dt/

Rozpatrujemy ruch, w ktérym prgpieszenie jest state (czyli niezate od czasu). Dzieki temu lewa catka
jest bardzo tatwa:

¢ ¢
/ adt' =a | dt’' =a(t —to)
to to

Obliczenie prawej calki jest jeszcze prostsze — wystarcrygbec sie na podstawowe twierdzenie rachunku
rézniczkowego i catkowego:
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Ale poniewa ciato poczatkowo spoczywato, wigct,) = 0. Otrzymujemy dobrze znana rowsmo
v(t) = a(t —to)

Podstawiamy za predko pochodna potzenia po czasie:

dx

E = a(t—to)

| znowu catkujemy obie strony réwnania po czasie w granieatbhwili poczatkowej, do chwili biezacej

t:
t do t
—dt’:/ ¥ to)dt
to dt/ to a< 0)

Lewa catka to po prostu mhica pot@enia aktualnego i poczatkowego:

tdr
v dt’ = z(t) — z(ty)

Obliczamy prawa catke:
¢ ¢ ¢ 1
/ alt —ty)dt' = af( t’dt’—to/ dt') = a[é(tz —t3) —to(t — to)] =
to to to

1 1
= §a(t2 — 2t + 1) = §a(t —tg)?

Ostatecznie: )
z(t) — 2(ty) = 5a(t —tg)?

Rdéznica potaen ciata jest w tym wypadku droga, jaka to ciato przebyto= x(t) — x (o). A wielkost
t — to jest czasem trwania ruchii: = ¢ — t,. Uzyskalémy wiec znany wzor:

1
S == §CLT2

Wersja 2

Podzielmy czad naN réwnych przedziatéw. Kady przedziat czasu wynosi wtedy:
At =T/N

Aby maoc precyzyjnie wypowiedzgesie o ruchu ciata, chcemy, by odstepy czasu byly nieweelkporow-
naniu z czaserit’. Niech wiec liczbaV bedzie bardzo dia.

Kazdemu przedziatowi, po kolei, przypiszmy liczbe natugalkt6ra oznaczymy literd. Mozemy méwe
dzieki temu ok-tym przedziale. Indeké moze mie wartcéceil, 2, 3,..., N.

Jaka predk&E ma ciato pok-tym interwale czasu, czyli po czasig = kAt ? Zgodnie z definicja
przyspieszenia, gdy jest ono state, prestkta wynosi:

v, = aty, = ak/At
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A jaka droge przebywa ciato w trakcie trwarigego interwatu czasu? Skeinterwaly czasu sa bardzo mate,
natyle,zeby predk&ci na kréacach przedziatow byty prawie rowne,(; =~ v;), to z dobrym przybkeniem
ten fragment drogiAz;,, bedzie wynodi:

Azy, = v At = akAtAt = ak(At)?

Oczywiscie suma wszystkich fragmentdw drogi jest réwna catej ieqatzebytej przez ciato:

N N
=3 A= 3 ak(ay
k=1 k=1

Poniewa przyspieszenie oraz interwat czasu nie zal®dk (sa takie same w kalym przedziale czasu),
wiec mazemy je wytaczg przed znak sumy:

= a(At)? i k

lle wynosi suma liczb naturalnych addo N (jest to tzw. szereg arytmetyczny)? Czytelnik zacsam
sprawdzt, stosujac np. indukcje matematyczna,zachodzi réwnit:

N
Z N(N +1)
Roéwnanie to mana rownie wyprowadzt nastepujaco:

1+ 2 + ... + (N=-1) + N '
1424+...+(N-1)+N= + /2:§N(N+1)
N + (N-1) + ... + 2 + 1

Widat, ze dodajac do siebie ten sam szereg, ale zapisany w odykotaposci, uzyskujemyV wyrazow,
z ktérych kady ma wart&t N + 1. Poniewa interesuje nas suma jednego szeregu, wiec musimy pamiet
0 podzieleniu przez 2.

W takim razie otrzymujemy wynik:

1 1 1 N+1
S = a(APIN(N +1) = S a(T/NPN(N +1) = - aT® ;

Zgodnie z naszym zakeniemze N jest bardzo dee, przechodzimy do granicy¥ dazacym do nieskio-

czondci: 1 N+1 1 N+1
+ +

S = lim —aT? """ — Z4T?( lim — =

A 5 ol —g— = g al*(lim —=—)

Granica cztonu zalmego odV wynosi:

. N+1 } 1
am = g () =1

Ostatecznie otrzymujemy wynik:

1
S =_-aT?
2a
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Dla lepszego zrozumienia poszczegélnych krokéw tego wyadzenia pomocny nze byc ponizszy ry-
sunek.

o 4

al
Ok
Ok-1
A
11213 k N
0 o
0 fr-1 ti T !

Przedstawiona procedure mma zinterpretow@jako liczenie pola tréjkata prostokatnego o przyprkate
nychT oraza T, czyli pola pomiedzy wykresem funkajit) a osia czasu.
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6 Zadanie — Awaria sznurka

Uktad dwéch jednakowych caarkéw potaczonych nierozciagliwym sznurkiem wiruje vzgstrzeni kos-
micznej.Srodek sznurka nie przemieszcza sie. Narysuj wektorgkogei ciezarkow w chwile po peknig-
ciu sznurka, jéli uktad wirowat tak, jak zaznaczono na rysunku. Zaniedizhjziatywanie grawitacyjne
pomiedzy cigarkami.

oo

Na kazdy z cigzarkéw dziata tylko sita reakcji sznurka. Gdy on pekazdyz cigzarkéw bedzie porusza

sie ruchem jednostajnym prostoliniowym, czyli ze stadgdikdscia. Jaka? Taka jaka miat w chwili ,awarii
sznurka. Kierunek tej predkei postaram sie wyznaczyvychodzac z definicji predisoi:

Rozwiazanie

Ar
At

U=

gdzie Ar jest wektorem przesunigcia ciata, ktore to przesunigestapito w przedziale czasht, przy
czym tym lepsze otrzymujemy przybénie predkéci w danej chwili, im przedziat czasiit jest mniejszy.

Z definicji wynika, ze kierunek predkei jest taki sam jak kierunek przesuniecia. Jaki kierurmskrot ma
przesuniecie?

Przed zerwaniem sznurka zarki musiaty poruszasie po okreguSrodek sznurka nie przemieszczat sie
oraz nie zmieniata sig odlegiomiedzy cigarkami.

Zatdézmy, ze powyszy rysunek przedstawia pakenie cigarkéw w chwili peknigcia sznurka. Teraz wybieram
pewne wczéniejsze poteenie — wczéniejsze o interwat czasli. Nie jest wana w tej chwili doktadna
wartost 7', ale chce, aby po czasig ciezarki dotarty do ,punktu zerwania” bez wykonywania petnego
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obrotu. Na poriszym rysunku zaznaczam wektor przesunigcia jednegezar&iow (prawego):

Dla poprawienia przejrzyséei rysunku rezygnuje z zaznaczaniazeigka, a zamiast wektora przesunigecia
wykreslam tylko jego kierunek (linia przerywana):

Jaki jest kierunek wektora przesunigcia miedzy petiem wczéniejszym o interwat czasli’ a potaze-
niem w chwili zerwania sznurka,$8 7" < T' ? Na przyktad taki:
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Wiem, ze najbardziej precyzyjniej okste predk&t cigzarka w chwili pekniecia sznurka, §k interwat
czasu miedzy pokeniem poczatkowym i Kecowym bedzie zbkiat sie do zera. A to oznaczze odlegtée
miedzy punktami rownie bedzie zbkeat sie do zera. Sprobuje narysawkderunek wektora przesunigcia
w takiej granicznej sytuaciji:

Otrzymalem prosta styczna do okregu. Skad to wiem?gpostanie, ktére winie opisalem, jest metoda
uzyskiwania stycznej do krzywej! Styczna do krzywej w pewrnyunkcieA to prosta przechodzaca przez
dwa punkty nalezace do krzywej, gdy da one do punktul. W takim razie maemy uog6int powyzsze
rozwazanie: wektor predisci ciata poruszajacego sie po dowolnej krzywej jest zanwstyczny do tej
krzywej! Innymi stowy: wyznaczajac wektor predd@ w danym punkcie toru, wyznaczamy kierunek
stycznej w tym punkcie do krzywej opisujacej tor. (Nalepamieté, ze nie zawsze naremy wyznacz§
jednoznacznie kierunek styczny, np. w wierzchotkach atgk

Odpowiedz:Predkdci cigzarkéw w chwili ,awarii” sznurka (i potem) sa wektorami cekiinku stycznym
do toru cigarkéw:

Dociekliwemu Czytelnikowi pozostawiam zastanowienie sad tym, dlaczego autor zadania sugeruje
zaniedbanie oddziatywania grawitacyjnego miedzyaikami.
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7 Zadanie — Student, skrzynia i lodowisko

Oblicz prace, jaka wykonat student, rozpedzajac nawoasku skrzynie o masie: = 200 kg do pred-
kosciv = 1 m/s. Skrzynia poczatkowo spoczywata, a podczas§piBgzania przebyta drogge= 20 m.
W trakcie przesuwania na skrzynie dziata pozioma, stédeogioru o wartéciT = 30 N.

Rozwigzanie

PracalV, jaka wykonat student, zostatazua na rozpedzenie skrzyni (a wiec nadanie jej energidti-
cznej) oraz na pokonanie sit tarcia:

gdzie Ey;, 0znacza energie kinetyczna skrzyniQ)aprace wi@ona w pokonanie sit tarcia. Wielkoi te
wynosza odpowiednio:

1
Ekin = §m7j2
Q = TS

Podstawiajac war&zi podane w zadaniu otrzymuije:
1
W = Epin +Q = §mv2 + TS =100J+ 600J= 700J

Odpowiedz:Student wykonat prace o wagoi W = 700 J.

8 Zadanie — Dwie ciecze w U-rurce

Oblicz stosunek geséoi cieczyA do gestSci cieczyB znajdujacych sie w tzw. U-rurce, ktora jest przed-
stawiona na rysunku, 3 wiadomo,zeh, = hp/2.

Rozwiazanie

Zaktadam ze ciecze sie nie poruszaja.sli¢ak, to cnienia wywierane przez stup cieczyo wysokaci
h, oraz stup cieczyB o wysokdci hp na ciecz znajdujaca sie paej dolnej poziomej linii musza iy
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rowne;
PA = PB

W statym, jednorodnym polu grawitacyjnym interesujacs cignienia wynosza odpowiednio:

pa = pahag
P = PBth

Przyréwnujac je:
pahag = pphpg ,

otrzymuje rébwnanie, ktére przeksztatlcam do postagips = . ... Ostatecznie otrzymuje:

pa/pp =hp/ha =2

Odpowiedz:Stosunek gesiei cieczyA do gest&ci cieczyB wynosipa/pp = 2.

Pytanie dodatkoweDlaczego w tym przypadku rozwamy cénienia a nie po prostu sity, jakimi dziataja
stup cieczyA o wysokaci h4 oraz stup cieczyB o wysokdci hp na ciecz znajdujaca sie paej dolnej
poziomej linii?

9 Zadanie — Czubek gory lodowej

Jaka czgt objetdsci bryly lodu o gestscip;, = 916 kg/m? znajduje sie porziej lustra wody. Gesf wody,
w ktorej ptywa bryta, wynospy, = 1000 kg/m?.

Rozwigzanie

Skoro bryta lodu nie porusza sie w pionie, to — zgodnie z drzegsada dynamiki — wypadkowa sita dziata-
jaca na bryte w tym kierunku musi byowna zeru. Jakie sity dziataja na ptywajacy kawateku@dV tym
przypadku istotne sa tylko dwie sity: sita zkpsci lodu (F;) oraz sita wyporu, czyli sita cigkosci wody
wypartej przez 16d £yy/). Ich wartgci wynosza:

Fr, = Vprg
Fy = ‘/;pra

gdzieV jest objet&cia bryly lodu, @/, objetcéscia wypartej przez 16d wody. Wielko V, jest oczywscie
objetdscia tej czgci bryty lodu, ktéra znajduje sie parj lustra wody. Z warunku réwnowagi sit:

Fr = Fy
otrzymuje szukany stosunek objgbi
V.V = pr/pw = 91.6%
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Odpowiedz:Poniej lustra wody znajduje si¢l.6% objetdsci bryty lodu.
Czy wszystko jest rzeczystie takieoczywist® Czytelnika pozostawiam z pytaniem, czy ten stosunek
zalezy od ksztattu bryty lodu...

10 Zadanie — Topnienie Antarktyki

Lody Antarktyki topnieja obecnie w tempie okoto= 2 - 10!! ton na rok (J. L. Chen i inNature Geo-
science 22.11.2009). Mena spotka opinie, & ten proces znaczaco wptynie na poziom woéd. Oceany i
morza stanowia okoto 70% powierzchni Ziemi. Zaktadajaoipej opisane modele, oszacuj, o ile pod-
niéstby sie poziom morz i oceandw w przeciagu 10 I&lijeie zmienitoby sie tempo topnienia. Gegto
wody p, = 1000 kg/m* oraz gest&t lodu p; = 916 kg/m?. Przyjmij, ze poziom morza znajduje sie w
odlegtasci Rz = 6370 km odsrodka Ziemi. Objetst cienkiej warstwy wody o grutsei 2 na powierzchni
kuli o promieniuR jest réwnaV,, = 4rR*h (zauwa podobiéstwo do wzoru na objesd prostopadts-
cianu:pole podstawy razy wysokqgsc

Model ,l6d nad woda”

Zatéz, ze caly topniejacy 16d znajduje sie na sztywnym skalispodtazu powyzej poziomu wody.

Model ,|6d w wodzie”

Zatéz, ze topniejacy 16d przylega do sztywnego skalistego pratgest catkowicie zanurzony w wodzie.
Model ,ptywajacy 16d”

Zatéz, ze topnieje ptywajaca (nie dotykajaca dna) géra lodowa.

Rozwigzanie

Oznaczenia:
h - zmiana poziomu mo&rz i oceanéw

m - masa stopionego lodu i jedno&ree uzyskanej wody

m = a- (10 lat)
= 2-10" kg

V., - objet&t uzyskanej wody

Vi = m/pw
= 2.10% m?

W modelu ,l6d nad woda”

Morza i oceany zwigksza objgioo V,, wody. Wzrost poziomu mana obliczyg z réwnania
4T RN -70% =V, |
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w ktorym zajmujemy sie tylko 70% powierzchni Ziemi. Szukaamiana poziomu wod:

h = V,/(47R% - 70%)

~ 6-107°m=6mm

Bezparedni wptyw topnienia lodéw Antarktyki bytby wiec nieztmny nawet w skali 10 lat.
W modelu ,|6d w wodzie”

Morza i oceany zwigksza obj&ioo V,, wody, ale zmniejsza obje$o o objet&E stopionego lod;. Wzrost
poziomu mana obliczg z réwnania

ATRAh - 70% =V, — V}

gdzie
Vi=m/p ~ 21810 m*

Szukana zmiana poziomu wéd:

h = (Vu—Vi)/(4nR7 - T0%)

~ —5-100*m=-0,5mm

Poziom wody wiec nieznacznie olayisie (objet&¢ lodu jest wieksza @iwody)!
W modelu ,ptywajacy l6d”

Zgodnie z prawem Archimedesa ptywajace ciato wypieraawasdy rowna wkasnej masie. A wiec poziom
wod nie zmieni sie! Woda powstata ze stopnienia lodu ,wypedoktadnie te objetst ponizej poziomu
wody, ktéra zajmowata ptywajaca bryta lodu.

Mozna to pokaz@&za pomoca réwrra Prawo Archimedesaiezar goéry = sita wyporu
mg = Vzpuwyg ;
gdzieV;, jest objet&cia tej cz8ci gory lodowej, ktéra znajduje sie paej poziomu wody. Jak widajest

ona rowna
Vz=m/pw ="V ,

czyli objetasci wody, ktdra powstanie ze stopienia lodu.

11 Zadanie — Liczba czasteczek

Objetast jednego mola gazu doskonatego w warunkach normalnychi, mzy temperaturzd” = 0°C i
ciSnieniu 101325 Pa, wynosi okoto 22.4 #indblicz, ile czasteczek gazu znajduje sie w 1 fiego gazu.
Liczba czasteczek w jednym molu to okalg, = 6.022 - 10%,
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Rozwigzanie

Najpierw oblicze, ile czasteczek gazu przypada na jettteasbjetéci. Nazwe te wielkst np.koncentracja
czasteczekoznacze jako:
n = NA/V ,

gdzieV = 22.4 dm?. Podstawiam wargzi liczbowe:
n=Nu/V =6.022-10%/(22.4 dn?) ~ 0.27 - 10** dm*
Liczbe czasteczek w 1 mhobliczam mnaacn przez te objetst:
n- (1 mn?) =0.27-10* - (1 dm)~* . (1 mm)?
Pamietajaczel dm= 10~! m orazl mm= 10~3 m upraszczam iloczyn ostatnich dwdch czynnikéw:

(1dm)=3-(1mm? = (107 m)=3- (1072 m)® = 100V (1 m)=2. 10093 . (1 m)® =
= 10771 m)?P =101 m°=10"°

Mozna to zrobt troche zgrabniej:

(1dm)=?- (1 mm)? (1 mm)*/(1 dm)*® = [(1 mm)/(1 dm)]® =

= [107%/107" = 1002% = 107°

Otrzymuje ostatecznie wynik:
n- (1 mn?) =0.27-10*-107% = 0.27 - 10"
Odpowiedz:W warunkach normalnych w objetoi réwnej 1 mm znajduje sig okot@.7 - 10! czasteczek
gazu.
12 Zadanie — Gaz doskonaty
W gazie doskonatym o objgtoi V' i temperaturzel” (w skali Kelvina) panuje &nieniep. Ten sam gaz

Scisnieto do objetsci V' = /10 oraz schtodzono do temperatufy = 7'/9.
lle wynosi cenienie gazu po tych zmianach? Czy jest wiekszpdd

Rozwigzanie

Wiem, ze dla ustalonej porcji gazu doskonatego vegaie

pV/T
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nie zmienia sie. Po zmianie objétm i temperatury w gazie bedzie pan@n@sSnieniep’. Nowe wart&ci
parametrow gazu musza speijadnak warunek:

pV/T = p'V'|T'
Wiadomo,ze V' = V/10 orazT’ = T'/9. Podstawiam te warfei:
pV/T = p'(V/10)/(T/9)

Obie strony réwnéci mnae przeZl' oraz dziele prze’:

9

p:Ep

Po pomnaeniu obu stron prze% otrzymuje wart&C nowego csnienia:

.10

p:§p

Poniewa %Op > p, wiec howe csnienie jest wigksze.

Odpowiedz:Cisnienie gazu po zmianach zwigkszylto sie i wyngdsi %Op.

13 Zadanie — Lodowka

Powierzchnia zewnetrzna lodéwki wynosi 5 ,na grub&t warstwy izolacyjnej 3 cm. Wewnatrz lodowki
panuje temperaturd C, a na zewnatr23° C. Nie znajac szczegotow zwiazanych z geometria loddwki
oszacuj prad cieplny przéxianki lodowki, j&li wspotczynnik przewodnictwa cieplnego materiatu izola
cyjnego jest rownye = 0.03 W/(K-m).

Rozwigzanie

Prad cieplny,P, jest to ilsC ciepta przekazywana w jednostce czasu. Nie znajac saiézedpudowy
lodéwki szacujeP, jakby byt to prad ciepiny przez ptaska ptyte. Wynosi on:

P=kATS/L ,

gdzie AT jest r&nica temperatur z obu stron ptyty,jest powierzchnia piyty, & jej grubdscia. W rozpa-
trywanym przypadku:

AT = 23°C-3°C=20°C
S = 5m?
L = 3cm
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Podstawiam warfei liczbowe:
P=kATS/L=(0.03-20-5/3)(1 W)(1°C)(1 m*)(1 K)~*(1 m)~*(1 cm)~*
Najpierw upraszczam jednostki:

(1 W)(1°C)(1 m?)(1 K)~"'(1 m)~'(1 cm)~! =
— (1 W)(1°C)(1 K)~1(1 m)%(1 m)~1 (102 m)~! =
= (1 W)(1°C)(1 K)~' - 10% =
=102 W ,

gdzie skorzystatem z faktuz odstep jednego stopnia w skali Kelvinak) jest rowny odstepowi jednego
stopnia w skali Celsjuszd {C). Skale te rénia sie wyborem punktéw, gdzie temperatura réwna sie,ze
ale zmianie temperatury bK odpowiada zmiana ° C.

Ostatecznie uzyskuje wynik:
P =100 W

OdpowiedzPPrad cieplny oszacowatem na okadiad W.

14 Zadanie — Bateria ,paluszek” contra piorun

Obliczyt catkowity tadunek, ktory przeptynat podczas roztadowwaywa baterii (AA, 1.5 V) przez 5 dni
ze Srednim nateeniem 20 mA. Poréwrtaz tadunkiem przeptywajacym podczas wytadowania atnmesfe
ycznego csrednim natgeniu 200 A, ktére trwato 0.5 s.

Rozwiazanie

Natezenie pradu jest iloscia tadunku, jaki przeptynat w jednostce czasu. Fngdini obliczamy dzielac
catkowity tadunel?), ktory przeptynat w czasié™

I=Q/T
Wobec tego tadunek nzemy obliczy jako iloczynsredniego pradu i czasu:
Q=1IT

W rozpatrywanych przypadkach otrzymuje:
QBateria = 20 - 5 MA dzieh=20-10"3-5-24-3600 As=10-24 - 36 As = 8640 C
QPiorun =200-0.5As=100C

Odpowiedztadunek, ktory przeptynat podczas roztadowywania batesinosi8640 C. Jest on prawi€0
razy wiekszy od tadunku, ktory przeptynat podczas wytadnia atmosferycznego.
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15 Zadanie — Opornik

Przez opornik podtaczony do zrédta pradu statego oawaypi/ = 220 V ptynie prad o nateeniul = 0.11
A. Oblicz natgenie pradu, jaki poptynie przez ten sam oporniklijpodtaczymy go do zrédta o napieciu
U =20 V.

Rozwigzanie

Zgodnie z prawem Ohma:
U=RI,

gdzie R jest oporem opornika. Po podtaczeniu tego samego opodukaddta o napiecid/’ musi obow-
iazywet zwiazek:
U =RI'

Czyli natgzenie po zmianie wyniesie:
I'=U/R

Wartost oporu moge obliczy z pierwszego rownania:
R=U/I

Ostatecznie: -
I'=1U"JU=011A-—=001A
220

OdpowiedzNatgzenie pradu wyniesi€ = 0.01 A.

16 Zadanie — Dzielnik napigecia

Obliczy€ spadek napiecia na opor#&eoraz moc wydzielana przez caly uktadslie =2V, R = 1.75 Q
orazR; = 0.25 Q.

Ry

Rozwiazanie
Catkowity opér obwodu wynosk,. = R; + R. Zgodnie z prawem Ohma:
E=IRi+R)

32



Spadek napigecid/, na oporzeR:
U=RI=FR/(Ri+R)=175V
Moc wydzielana przez caty uktad:

P=FEI=FE*/(Ri+R)=2W

17 Zadanie — Fale na weu

Na dtugim wgu gumowym wytwarzane sa poprzeczne fale harmoniczneydti@rzbiety poruszaja sie z
predkaéciav = 3 m/s, a odlegtét miedzy dwoma sasiednimi grzbietami wyndsi= 1.5 m. Niezalenie
zaczeto wytwarzafale poprzeczna biegnaca w przeciwna strone zrgasaartécia predkéci, odlegté-

cia miedzy grzbietami, amplituda oraz ptaszczyznapaacji. Opisz zachowanie wg w zalenasci od
potozenia i czasu. Czy sa takie miejsca, w ktérycheyest nieruchomy? Gdzie one sie znajduja? Czy sa
takie chwile, gdy caty wajest prosty?

Wskazowkasin a + sin § = 2 sin[(a + 5) /2] cos[(a — (3)/2]

Rozwigzanie

Zaktadamze poczatkowo walezy wzdhz osiX . Jego wychylenie bede opisy@aa pomoca wspétrzednej
y. Sformutowanie 'fala harmoniczna’ oznacza, ksztatt wga w dowolnej, ustalonej chwili nema opisa
funkcja

y(x, t =cons) = Asin(kzx + ¢)

Poniewa w zadaniu nie opisano ksztattu maw chwili poczatkowej, wigc dla uproszczenia przyjeage
w wybranej przeze mnie chwiti, waz jest opisywany funkcja

y(x, to) = Asin(kx)

Jaka role odgrywaja liczbyl i k? Poniewa dla dowolnegar wartost bezwzgledna funkcjin(kz) jest
mniejsza lub réwna 1,
|sin(kx)| <1,

wigc A jest najwiekszym mziwym wychyleniem wega (tzw. amplitudgd. Wspoétczynnikk okresla, jak
zmienia sie wychylenie w zat@dsci od potaenia na osiX. Wiem,ze okres funkcji sinus wynosir, czyli
dla dowolnego poteeniaz spetniona jest rowrs

sin(kx) = sin(kz + 27) = sin(kx — 27) = sin(kz + 2 - 27) = sin(ke — 2 - 27) = ...

Z tresci zadania wynikaze odlegt&t miedzy sasiednimi grzbietami (a wiec takimi samymi twieniami)
wynosi L. Czyli w punktache — L orazz + L powinniémy dosté takie samo wychylenie jak w punkcie
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Wychylenie w punkcie: + L wynosi
y(x + L, tg) = Asin[k(z + L)] = Asin(kx + kL)
Aby spetniony byt warunek
y(lx + L, ty) = y(z, to)
iloczyn kL musi byt réwny 27, a to oznaczaze

2T
k=—
L

WielkoSt L jest zwanaltugoscia falj a wielkdst & liczba falowa

Dotychczas rozwzatem ksztatt wea w pewnej ustalonej chwili. Jak zmieni sie wychylenie pasiet?
Odksztatcenia wea (nie sam wz) maja przesuwasie z predksciav, a wiec funkcja powinna wyglada
nastepujaco:

y(x, t) =ylz —vt)

jesli fala rozchodzi sie zgodnie ze zwrotem 6&i

Otrzymuje opis wychylenia v&a w dowolnym punkcie, w dowolnej chwili:

y(x, t) = Asinlk(z — vt)]
Druga fala biegnie w przeciwna strone. Zwiazane z nighyyenie wega opisuje funkcja

y'(z, t) = Asin[k(x + vt)]
Wychylenie wgavy,, bedzie suma wychyfey i v/
Yoz, t) =y(z, t)+y (z, t) = Asin[k(x —vt)] + Asinlk(z +vt)] = A{sin[k(z — vt)] + sin[k(z + vt)]}
Zgodnie ze wskazowka

sin[k(x — vt)] + sin[k(z + vt)] = 2 sin(kx) cos(—kvt)

Poniewa funkcja cosinus jest symetryczna, wies(—kvt) = cos(kuvt).

Ostatecznie otrzymuje wynik
Yuw(z, t) = 2Asin(kz) cos(kut) |

gdziek = 27/L =27 /(1.5 m) ~ 4 m~! orazkv ~ 12 s,

Waz bedzie nieruchomy w miejscach, ktére spetniaja warunek

Yu(z, 1) =0
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dla dowolnega. Warunek ten bedzie spetniony dla takichktore sa rozwiazaniem rownania
sin(kz) =0

A wiec musi zachodzi kz = nm, gdzien jest liczba catkowita. Wobec tego wdpedzie nieruchomy w
potozeniach
x, =nrw/k=nL/2=mn-0.75m

Dwa sasiednie takie patenia beda odlegte od siebierd cm.
Czy sa takie chwile, gdy caly wgest prosty? Wtedy musi zachodzi

Yw(z, 1) =0

dla dowolnegac. Nastapi to wtedy, gdy
cos(kvt) =0 ,

awiec dlakvt = 7/2 + nm = 7(n + %). Warunek ten bedzie spetniony w chwilach

tn:W(nJr%)/(k:v) = (n+%)% = (n+%)-0.25 S,

czyli co jedna czwarta sekundy.

18 Zadanie — Dwa jadra atomowe

Oblicz site grawitacyjna oraz elektrostatyczna, jgd@dro atomoweSFe dziata na oddalone o 3 mm jadro
22Mg. Skorzystaj z tegoze jeden mol atomdéy’C, czyli okoto6.022 - 10 atoméw, way 12 g. Stata
grawitacji wynosi okotoG = 6.7 - 10711 Nm?/kg?, a wspétczynnik w prawie Coulombs/ (47eq) =

9 - 10% Nm?/C?%. Wartcst bezwzgledna tadunku elektronu wynosi okete= 1.6 - 10712 C. Czy stosunek
tych sit zaley od odlegt&ci miedzy jadrami? lle on wynosi?

Rozwigzanie

Wartcse sity grawitacyjnej wynosi
F, = GMp M,/ R* |

gdzie M, orazM,,, sa masami jader atomowyeklaza i magnezu,B = 3 mm= 3-10~% m odlegtccia
miedzy nimi. Masy wynosza:

MFe
M]\/Ig

56-12 g/(12-6.022 - 10%*) = 56 g/6.022-10* ~9-10"** g=9-10"*° kg
24 9/6.022-10% ~4-107* g=4-10"° kg

Q

Q
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Podstawiam obliczone wagoi:

F, = GMpMy,/R*=6.7-10""-9-1072°.4.10"2°/(9-107%) N =
27-107°" N

Q

Wartcse sity oddziatywania elektrycznego wynosi
Fo = ——QuQuy/ R
e — 47'('60 Fe« Mg )

gdzieQr. oraz@,,, sa tadunkami jadezelaza i magnezu. Wynosza one:

Qre = 26-e~26-16-100°C~41-107 C
Quy = 12-e=~12-16-107Y C=~19-107" C

Obliczam wart&ct sity:

1

Fo = - QreQuy/F* ~9-10° 4110719 107%/(9-107°) N =
TEQ

78-107** N

Q

Stosunek sit nie zaly od odlegt&ci miedzy jadrami i wynosi

F,/F. = 4meoGMpcMury /(QreQury) =~ 3 - 107

19 Zadanie — Rozpad (bez kalkulatora)

Po czasid’ = 10° lat w prébce pozostata tylkb/32 czet z poczatkowej liczby jader atomowych pewnego
izotopu. Oblicz czas potowicznego rozpadu tego izotopu.

Rozwigzanie

Jesli na poczatku mamy prébke sktadajaca si@zjader, to po jednym okresie potowicznego rozpadu
(okresleniaokresi czasstosowane sa wymiennie) — zgodnie z nazwa — pozostathie pyptowa jader, czyli
No/2. Po kolejnym okresie potowicznego rozpadu zostanie tyldowa z N, /2 jader, czyliN, /4. Wobec
tego pok okresach potowicznego rozpadu 0, 1, 2, 3,...) pozostanie

Ny /2"
jader. Z trésci zadania wiadomae pozostataV, /32 jader. Musimy wiec znaléztakiek, aby

No/32 = Ny/2"
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Prowadzi to do réwnania2 = 2*. Podstawiajac za kolejne liczby naturalne, trafiamy w kou nak = 5
i poniewa 2° = 32, stwierdzamyze k = 5 jest rozwiazaniem réwnania. A wiec mineto 5 okreséw
potowicznego rozpadil . Wnioskujemy stadze

Tip =T/5=10° lat/5 = 2 - 10° lat

Osoby, ktérych powxsze rozumowanie nie przekonato, zachecam do przeprenadzastepujacego ,ekspery-
mentu”. Prosze na kartce w kratke zazndcebpszar sktadajacy sie z 32 kratek. Teraz na potowie krate
stawiamy krzyyki (te kratki juz sie rozpadty) - umawiamy sige minat widnie pierwszy okres potow-
icznego rozpadu. Nastepnie stawiamy kayli na potowie pozostatych, pustych kratek - to drugi péésk
rozpadu. Prosze spraw@ézpo ilu etapach ,eksperymentu” zostaje tylko jedna pusiikia.

Rozwiazanie z myciem logarytmu
Réwnanie32 = 2% oczywiscie mana rozwiaza, obliczajac logarytm (np. o podstawie 2)zki®j ze stron
réwnania:

log, 32 = log, 2"

Lewa strone obliczamy, ,zgadujac” tak jak poprzednib korzystajac z kalkulatoratog,32 = 5. Z
definicji logarytmu wynikaze prawa strona jest réwria | znowu otrzymujemy = k.

20 Zadanie — Rozpad (z kalkulatorem)

Po czasiel' = 10° lat w prébce pozostato tylko 10% poczatkowej liczby jad@mowych pewnego izo-
topu. Oblicz czas potowicznego rozpadu tego izotopu.
Rozwiazanie

Oznaczmy przedV, liczbe jader na poczatku, a przézliczbe jader po czasi€. Zgodnie z rozwaaniami
przeprowadzonymi w rozwiazaniu Zadania 19 obowiazuyea@nie

N = Ny/2"/ Mz

gdzie ilorazT'/T}, jest liczba okresow potowicznego rozpadu (w Zadaniu 1%ozyliSmy go przez).
Powinnémy doprowadzi to rownanie do postadii, = ... Dzielac obie strony rownania prze¥ oraz
mnazac prze2”/"/2| otrzymujemy

2T/M/2 = Ny /N

Obliczajac logarytm (np. o podstawie 2)adej ze stron réwnania, otrzymujemy:

T/T12 = logy(No/N)

| ostatecznie mamy
Ty = T/ logy(No/N)
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Z tresci zadania wiadomae N/N, = 10% = 1/10, a wiec
T2 = 10° lat/ log,(10) ~ 10° lat/3.32 ~ 3 - 10" lat

Jeszcze o podstawie logarytmu

Jesli Twoj kalkulator nie posiada logarytmu o podstawie 2, tozesz skorzystaz nastepujacej wtasgoi
log, b = (log.b)/log. a
Na przyktad:
log, 5 = (logyy 5)/ logip 2 ~ (0.699)/0.301 ~ 2.32
21 Zadanie — Kosmiczna czytelnia

Rakieta oddala sie od Sioa ze stata predksiav = ¢\/0.75. Pasaer, postugujac sie wiasnym zegarkiem,
stwierdzit,ze czytat ksiake przez cza® = 2 h. Jaka droge wzgledem $lca przebyta rakieta, gdy pasa
oddawat sie lekturze? Zatgc, ze predk&t Swiatta w pr@ni ¢ = 10° km/h.

Rozwigzanie

W uktadzie zwiazanym ze Sheem lektura trwata
Ts =T,
gdziey = 1//1 — 32, a8 = v/c. Uwzgledniajac wartst predkéci otrzymuije:
Y=1/ 1 =1/VT-075=Vi=2
Droga rakiety w uktadzie zwiazanym ze 8tem:
S =0Ty = vyT

Podstawiam warfxi liczbowe:S = 44/0.75 - 10° km = 24/3 - 102 km.
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