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1 Kinematyka

1.1 Zakrecona ¢ma

Cma leci do Zrédta $wiatta. Wektor predkosci ¢my jest nachylony pod katem « wzgledem odcinka éma—
Zrédto. Tor zawarty jest w ptaszczyznie (tzw. ruch ptaski). Owad startuje z odlegtosci py od Zrédta. Roz-

wazy¢ przypadki, gdy:

a) kat « jest staty, a szybkos§¢ ¢my zalezy od odlegtosci cma—zrédio jak v(p) = vo(p/po)™, gdzie vy i n sa
statymi. ZnaleZ¢ tor, po jakim porusza si¢ ¢ma oraz jego dtugosé. Podaé réwnanie ruchu owada. Kiedy

czas lotu jest skoficzony?

b) szybkos¢ lotu owada jest stata, a kat « zalezy od odlegtosci cma—zrédio jak «(p) = arctan(ap™), gdzie

a 1 m sa statymi. ZnaleZ¢ tor, po jakim porusza si¢ ¢ma.

Rozwiazanie

W uktadzie biegunowym, w ktérego poczatku znajduje si¢ Zrédio Swiatta, wektor potozenia ¢my: 77 = pé,,

Predko$¢ ¢my: v = 7= pé, + pgﬁé(ﬁ

Warunki zadania: v = v(— cos aé, + sin aéy), czyli p = —v cos a oraz pd = vsin .
po 1
pg'ﬁ ~ tana

Eliminujemy czas:

p_dodt _dp

o dtdp  do
Czyli:

Ldp 1

pdd  tana

Ustalamy warunki poczatkowe: p(t = 0) = pg, ¢(t =0) =0
a) Przypadek o = o oraz v(p) = vo(p/po)™

¢
pldp':— 1 /Odﬁb,

po P tan apg

Réwnanie toru: In(p/pg) = —¢/ tan a. Lub:

p(¢) = poexp(—¢/ tanag)

Torem jest spirala logarytmiczna.

Réwnanie ruchu:



d podp t
&P _ —vCcosqay = / Fo__ CoS ao/ dt' = —t cos g
dt P 0

0 U(P/)

Po wstawieniu v(p) otrzymujemy:

e dp
/ T'O = —upt cos ap/ py
po P

Rozwazajac oddzielnie przypadki n = 1 oraz n # 1, dostajemy:

p(t) = poexp(—uvotcosag/py) dlan=1
p(t) pol[l 4 (n — 1)vgt cos ag/po] /™ dla n # 1

Zaleznos¢ kata ¢ od czasu otrzymujemy po wstawieniu wyniku dla p(t) do réwnania toru
¢(t) = — tanag In(p(t)/po)

Czas ruchu jest skoriczony, jesli dla skoficzonego ¢, spetniona jest réwnosé p(t;) = 0. Od razu widaé, ze
ruch trwa nieskoniczenie dtugo w przypadku n = 1. Jesli n > 1, to rdwniez czas ruchu jest nieskoficzony.
Jedynie dlan < 1 ¢ma w skoniczonym czasie doleci do Zrédta Swiatta.

Przy zatozeniu stalej szybkosci, v = |U| = vy = const (czyli n = 0), czas ruchu od p = py do p = 0 wynosi
t = po/|vp| = po/(vo cos ay).
A wigc dtugos¢ toru wynosi:

S = Uotk = po/ COS (g

Wynik ten jest stuszny dla dowolnego n. Dla n > 1 zakladamy, ze lot ¢my moze trwaé nieskonczenie
dtugo.

b) Przypadek a(p) = arctan(ap™) oraz v = vy

p 1 ¢
tan a(p')—dp’ = —/ dg¢’
0 0

£o

Po wstawieniu zaleznosci «(p):

P /m—1 /
/pp dpf = —¢/a

0

Rozwazajac oddzielnie przypadki m = 0 oraz m # 0, dostajemy:

p(¢) = poexp(—¢/a) dlam=0
p(®) = poll —me/(apg)]"/™ dlam #0

Tor w przypadku m = 0 jest spiralq logarytmicznq. Przypadek ruchu przy m = 0 jest rOwnowazny
przypadkowi rozpatrzonemu w podpunkcie a) tego zadania dla n = 0, jesli przyjaé, ze a = tan «y.

Jesli podstawimy a = tan ag/py, to otrzymujemy:

p(¢) = poexp(—¢/tancy) dlam=0
p(d) = po[l —me/tanag)V/™ dlam #0



2 O obrotach

2.1 Spacer biedronki po plycie

Ptyta gramofonowa o promieniu R kreci si¢ z predkoscia katowa w wzgledem ukladu inercjalnego. Ze
Srodka ptyty wyrusza biedronka o masie m. Ile powinien wynosi¢ wspétczynnik tarcia migdzy biedronka
a plyta, aby owad moégt osiagnaé krawedzZ plyty, poruszajac si¢ caty czas ruchem jednostajnym prostoli-
niowym z predkoscia v' wzgledem ptyty? Rozwiazaé korzystajac z wzoréw na sity pozorne. Poréwnad
odpowiedz z wynikami Zadania .... Czy zwigkszenie masy biedronki pozwolitoby jej na taki sam spacer po
szybciej wirujacej ptycie? Jednorodne pole grawitacyjne jest prostopadte do powierzchni ptyty.

Rozwiazanie.
W ukladzie zwiazanym z plyta: & = wé,/, v = v'éy, 77 = v'téy.
Sity pozorne: F,,, = —m2& X 0 — md X (& X 77) = —m2wv'é, + mw?v'té,

Warunek spaceru ruchem jednostajnym prostoliniowym: sity tarcia statycznego (biedronka musi iS¢, nie
moze si¢ Slizgaé) powinny rownowazyc¢ sity pozorne:
| Fpoz| = | Fr|

Najwicksza sita pozorna: max(| Fho.|) = max(mwv'y/4 + (wt)?) = mwt’ /4 + (WR/v')2.

Najwigksza mozliwa sifa tarcia statycznego: max ]ﬁT\ = umyg (najwigksza sila pozioma, jaka podloze
moze dziataé na biedronke¢; mozna wspomniec III zasad¢ dynamiki).

Poniewaz chodzi o wspétczynnik tarcia, to zamieniamy réwnos$¢ |F,.| = | Fr| (zgodna z III zasada dyna-
miki) na nieréwnos$¢ max | F,,,.| < max |Fr|. Odpowiedz:

> ‘”7”/ 4+ (wR/v")?

W Zadaniu 7. z Serii II otrzymaliSmy przyspieszenie biedronki w uktadzie inercjalnym @ = —ﬁpoz /m.
Zauwazy(¢, ze nastepuje relacja miedzy wersorami inercjalnego i obracajacego si¢ uktadu: €, = €,/ oraz
€ = €y

Zwigkszenie masy nie pozwoli biedronce spacerowac po szybciej wirujacych ptytach.

2.2 Koralik na precie

Koralik o masie m porusza si¢ bez tarcia wzdtuz wirujacego preta. Pret jest nachylony do poziomu pod
katem «, a obraca si¢ z predkoscia katowa w(t) = ... dookota pionowej osi. Pret nie porusza si¢ w pionie,
uktad znajduje si¢ w jednorodnym, statym polu grawitacyjnym. ZnaleZ¢ predkos$¢ i potozenie koralika
wzgledem preta, zaktadajac, ze w chwili poczatkowej koralik spoczywat w odlegtosci D od osi obrotu.

Rozwiazanie (stata w).

Wybieram uktad wspétrzgdnych zwiazanych z pretem, taki ze pret lezy wzdtuz osi X', zwrot osi jest od osi
obrotu preta i spetniony jest warunek z’'(t = 0) = D/ cos . Zaktadam takg orientacje¢ preta i potozenia
koralika, ze w przypadku w = 0 koralik zacznie przybliza¢ si¢ do nominalnej osi obrotu preta. Jedyne
sity dziatajace na koralik, ktére nie sa w ogdélnosci catkowicie rownowazone przez sile reakcji preta to sita

odsrodkowa i sita grawitacyjna:

Fp, o = w?a’ cos® a

Fy o= —mgsina

2 2

Roéwnanie ruchu: mi’ = mw*x’ cos®* a — mg sin .

Wprowadzajac oznaczenia A = w cos « i k = gsin a/\? oraz zmienna u = ' — k uzyskujemy réwnanie:
i = \u,

ktérego rozwiazaniem jest u = Ae* + Be~*. Wracamy do zmiennej 2’ i otrzymujemy nastepujace réw-
nania z warunkéw poczatkowych:

Z(t=0)=A+B+kx=D/cosa

#'(t=0) = \A - B) =0.



Odpowiedz:

¥ = (D/cosa—k)(eM+eM)/2+k
i’ = (D/cosa — k)A(eM — eM) /2
Mozna wyréznié nastgpujace przypadki:

1) Koralik spoczywa, jesli D/ cosa — k = 0, czyli w? = w?, gdzie wy = (/g tana/D.

2) Koralik oddala si¢ od osi obrotu, jesli w? > w?.

3) Koralik przybliza si¢ od osi obrotu (a nastepnie ja przekracza), jesli w? < wg.

4) JeSli w = 0, to m@’ = —mgsin « i otrzymujemy: i’ = —gsinat oraz ¥’ = —gsinat?/2 + D/ cosa

3 Tarcie

3.1 Ladowanie na desce

Na przesuwang po stole deske¢ ktadziona jest w chwili t5 = 0 cegla, ktéra poczatkowo spoczywa w iner-
cjalnym uktadzie zwigzanym ze stotem. Wspo6tczynnik tarcia migdzy deska a cegla wynosi . W uktadzie
zwigzanym z deska oraz w ukladzie zwigzanym ze stotem podac réwnania ruchu cegly oraz naszkicowaé
zaleznos$¢ jej predkosci od czasu. Rozpatrzy¢ nastgpujace przypadki:

a) deska porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym z predkoscia vp,

b) deska porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym prostoliniowym: vp = at,

c) deska porusza sie ruchem przy$pieszonym prostoliniowym: vp = bt?,

gdzie a i b sa pewnymi stalymi. Jednorodne pole grawitacyjne jest prostopadite do powierzchni deski.
Rozwiazanie.

Oznaczenia: C - cegla, D - deska; n = g, = jest wspotrzedna w uktadzie zwiazanym ze stotem, a 2’ w
uktadzie zwiazanym z deska. Druga zasada dynamiki prowadzi nas do réwnania w uktadzie zwigzanym ze

stotem: mac = —umgug /|vg|, gdzie czynnik vy, /g | jest zwiazany z ruchem w (czasami) nieinercjalnym
uktadzie zwiagzanym z deska. Warunki poczatkowe: ¢ = ve = x, = 0. Obowiazuja transformacje:
ac = ap + ap  (awigc mag = —pumgug/|ve| — map)

ve = vp + U5

To =Tp + o

Wybieram uktad, w ktérym zawsze vp > 0.

Z braku dodatkowych informacji zaktadam, ze p = py, = .

a)
W uktadzie zwiqzanym z deskq.
Poczatkowo vy, = —vp, a wigc:

ap =n, vy =nt — vp oraz x, = Nt?/2 — vpt
dopdki v # 0, czyli do czasu t; = vp /1.
Dla ¢t > tymamy:

ap, = 0, v, = 0 oraz r, = —v%/(2n).

W uktadzie zwiqzanym ze stotem.

Dlat S tli

ac =1, vc = nt oraz x¢ = nt*/2

Dlat > t;:

ac =0, vc = vp oraz xc = vpt — v /(2n)
b)

W uktadzie zwiqzanym z deskq.

Rozwazam ’naiwny’ wynik:

ag.=n—ap =n—a,

gdzie ap = a jest przys$pieszeniem deski wzgledem stotu. Wystepuja dwa przypadki:

1. Gdy n > ap, cegta przyczepia si¢ do deski i pozostaje wzgledem niej w spoczynku: ap, = vy = xp = 0.
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2. Gdy n < ap, otrzymujemy: ay, =1 — ap, vy = (n — ap)t oraz x, = (n — ap)t*/2. Zawsze v, < 0.

W uktadzie zwiqzanym ze stotem.

Wystepuja dwa przypadki:

1. Gdy n > ap, cegta przyczepia si¢ do deski i pozostaje wzglgdem niej w spoczynku: ac = ap, ve = apt

oraz ¢ = apt?/2.

2. Gdy ) < ap, otrzymujemy: ac = 1, vc = nt oraz xc = nt*/2. Zawsze ve > 0.

)

W uktadzie zwiqzanym z deskq.

Rozwazam ’naiwny’ wynik:

ag =mn—ap =n— 2bt,

gdzie ap = 2bt jest przy$pieszeniem deski wzgledem stotu.

Poczatkowo cegta przyczepia si¢ do deski i do chwili t; = 7/(2b) cegta spoczywa na desce: ap, = vy =
/

Dla ¢t > t; cegla porusza si¢ ruchem przySpieszonym: a,, = 1 — 2bt, v, = n(t — t;) — b(t* — ¢2) oraz

vo =n(t —1)?/2 = b[(£* — 1])/3 — £ (t — t1)].

W uktadzie zwiqzanym ze stotem.

Do chwili t; = 1/(2b) cegla spoczywa na desce: ac = ap = 2bt, vo = vp = bt? oraz xc = bt3/3.

Dlat > t1: ac =1, vc =n(t —t1) + bt3 oraz xo = n(t — t1)*/2 + bt3(t — t1) + bt3 /3.

A wigc po czasie t; cegla porusza si¢ ruchem jednostajnie przy$pieszonym.

3.2 Oscylator ze stala sila thumiaca

Cigzarek o masie m jest przyczepiony do poziomej, przytwierdzonej do Sciany sprezyny o wspoétczynniku
sprezystosci k (schemat na rysunku). Wsp6tczynnik tarcia migdzy cigzarkiem a podtozem wynosi p. Podac
roéwnanie ruchu cigzarka, jesli poczatkowo spoczywal, a dlugos¢ sprezyny bytao L = % umg/k wigksza od
jej dtugosci swobodnej. Jednorodne pole grawitacyjne jest prostopadte do podtoza.

Wskazowka: Otrzymane réwnanie rézniczkowe mozna sprowadzi¢ do réwnania oscylatora harmonicznego
za pomoca podstawienia u = = — umg/k.

N A\

Rysunek do Zadania 3.2

Rozwiazanie.

Wyb6ér uktadu: potozenie cigzarka: x; przyjmuje x = 0 dla dlugosci swobodnej sprezyny; wychylenie o L
niech bgdzie od $ciany, zgodnie ze zwrotem osi X .

Réwnanie wynikajace z drugiej zasady dynamiki: m# = —kx — Fri/|i,

gdzie Fr = pumg. Czy cigzarek ruszy? Sila sprezystosci, kL = g umg, jest wigksza od maksymalnej sity
tarcia, Fr, wigc cigzarek ruszy. Do chwili zatrzymania si¢ mamy réwnanie:

mi = —kx + F T.

Zapisujemy je w postaci: & = —(k/m) (xr — Fr/k). Wprowadzamy zmienng u = x — Fr/k i, korzystajac
z réwnosci i = &, otrzymujemy znane réwnanie:

i = —w?u,

gdzie w? = k/m. Rozwiazania szukamy w postaci v = A cos(wt) + B sin(wt), czyli w zmiennej x:
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x = Acos(wt) + Bsin(wt) + Fr/k.

Z warunkéw poczatkowych, x(t = 0) = L oraz #(t = 0) = 0, otrzymujemy: A = L — Fr/k oraz B = 0.
A wigc do chwili zatrzymania si¢ cigzarek porusza si¢ zgodnie z rOwnaniem:

x(t) = (L — Fr/k) cos(wt) + Fr/k

az do chwili t; = 7 /w, gdy si¢ zatrzyma. Wtedy cigzarek bgdzie w potozeniu:

x(t1) = —(L— Fr/k) + Fr/k = —L+2Fp/k = —sumg/Fk.

Poniewaz k|z(t1)| < Fr cigzarek pozostanie w spoczynku. Podsumowujac:

x(t < ty) = (L — Fr/k)cos(wt) + Fr/k,

z(t > 1) = —5Fr/k.

3.3 Liny przyleganie

Ling, na ktérej wisi odwaznik o cigzarze F(, przerzucono przez nieruchomy, poziomy walec. Lina dotyka
walca na tuku o mierze katowej o. Z jaka najmnieszg sita F'r nalezy trzymac¢ wolny koniec liny, aby
odwaznik nie opadt? Wspdtczynnik tarcia migdzy ling a walcem wynosi p.

Wskazowka: Ulozy¢ rownanie rézniczkowe rozpatrujac zmiany sity F'r przy matych zmianach kata a;
przyczynek do sity nacisku liny na walec mozna uzyskac z bilansu sit.

Rozwiazanie.
Sita, z jaka nalezy trzymac koniec liny, musi by¢ réwnolegta do liny w punkcie zaczepienia. Po zwigkszeniu
kata o 0 A« rozwazy¢ nalezy bilans sit:

Frq

Ad,
\F R2

v | r

L
AFy
Fry
AFg

Gdyby nie wystgpowato tarcie, to |1?7 ril = | F'go|. Tarcie miedzy walcem a ling pozwala na zmniejszenie
sity Fr 0 na razie nieznang wartoS¢ AFg. Sieczne K i L kata A« sa do siebie prostopadte. A wigc sita
AFy (réwnolegta do odcinka Srodek_walca-Srodek_tuku) jest przyczynkiem do sity nacisku liny na walec.
Zwiazek migdzy warto$ciami przyczynkéw:

AF. S = MAF N

Z dobrym przyblizeniem, dla matych wartosci A« zachodzi:

AFN = FRl Ao

Dtugos¢ wektora ﬁm zmiejsza si¢ 0 AFy:

AFRl - —AFS

Otrzymujemy rownanie:

AFpy = —puFriAa,

ktore zapisujemy jako réwnanie rézniczkowe:

dF R / doa = — /ubF R

Rozwiazaniem, uwzgledniajacym warunek poczatkowy Fr(a = 0) = Fg, jest:

Fr(a) = Foexp(—pa).

Whiosek: Owijanie bardzo si¢ oplaca.

Fc




4 Roéwnia pochyla

4.1 Przemytnik na réwni

Osie dwoch walcéw potaczono sztywna, niewazka listwa. Walce maja symetri¢ osiowa, momenty bez-
wladnosci 14 oraz . Kazdy walec ma mas¢ M i promien R. Pojazd zjezdza bez poslizgu pod wpltywem
grawitacji z nieruchomej rowni o kacie nachylenia «.. Z jakim przyS$pieszeniem porusza si¢ ten pojazd, jakie
sity dziataja na listwe?

Rozwiazanie.

Rozpatruje tylko sktadowe przyspieszen i sit rtownolegle do powierzchni réwni.

Roéwnania ruchu walcow:

May =mgsina — Fra + Fra

Map =mgsina — Frp + Frp

Thea = FraR

I BEB = FT BR

Réwnanie ruchu niewazkiej listwy:

0=—Fgra— I'rp

Wiegzy (ruch bez poslizgu, sztywna listwa):

€AR:CZA
EBR:(ZB
ap = ap

Mamy 8 réwnan na 8 niewiadomych. Odpowiedz:

1) Pojazd porusza si¢ z przySpieszeniem
as=ap=2Mgsina/[2M + (I + Ip)/R?].

2) Listwa dziala na walec A sita

Fra= Mgsina(ly — Ig)/R*/[2M + (I, + Ip)/R?].

Walec A dziata na listwe sita —Fr4, a walec B sitg —Fgrp = FRra.

4.2 Zjazd po ruchomej rowni

Réwnia pochyta o kacie nachylenia o oraz o masie M moze bez tarcia przesuwac si¢ po stole. Na réwnig
potozono cigzarek o masie m. Obliczy¢ przyspieszenie réwni oraz przyS$pieszenie cigzarka w inercjalnym
uktadzie zwiazanym ze stolem, a takze przySpieszenie ci¢zarka w uktadzie zwigzanym z réwnia. Rozpa-
trzy¢ dwa przypadki:

a) cigzarek zsuwa si¢ po réwni bez tarcia,

b) cigzarek zsuwa si¢ po réwni z tarciem, a wspotczynnik tarcia wynosi fi.

Czy cigzarek moze oderwac si¢ od powierzchni réwni? Jednorodne pole grawitacyjne jest prostopadte do
powierzchni stotu.

Rozwiazanie.

Wybér uktadéw: nieprimowane - zwigzane ze stolem; primowane zwiazane z rownia; osie X i X’ réwnole-
gte wzgledem siebie, powierzchni stolu oraz podstawy roéwni; osie Y i Y’ prostopadie wzglgdem stotu. Sita
normalna do powierzchni réwni z jaka réwnia d21a1a na cigzarek: F ~N. Zwiazek migdzy przyspieszeniami:
i=A+a, gdzie a - przyspieszenie cigzarka, a A- przyspleszeme réwni. OnentaCJa réwni: wysokos¢
ciala na réwni zmniejsza si¢ przy zwigkszaniu wartosci 2’ (lub x): ¥’ = — tan a2’ + const.

a) Réwnania ruchu:

ma = mg + FN

ma =mg + Fy —mA



MA = Mg — Fy + Frp,

gdzie FRP jest sita, z jaka podtoze dziata na réwnig¢ (Reakcja Podloza). Sity M g oraz FRP sq prostopadte
do podtoza (réwnolegte do osi Y').

Wigzy:

réwnia porusza si¢ tylko poziomo, zachodzi wigc: Mg — Fiv,é, + Frp =0;

sifa reakcji ciato-rownia jest prostopadta do réwni: F, /Fn, = tan o;

przyspieszenie ciala w ukladzie zwigzanym z réwnig jest réwnolegte do powierzchni réwni:—a; /a), =
tan « (cigzarek bedzie zjezdzat, wigc a’y <0).

Stad réwnania ruchu rozpisane na wspétrzedne:

MA, = —Fng; MA, =0

ma, = Fy, —mAg; ma, = —mg + Fy, —mA,

Czyli otrzymujemy z drugiej pary réwnan:

mal, = Fn,(1+m/M); —ma, tana = —mg + Fy, cot

Eliminujac Fy, otrzymujemy [przydatna réwnos¢: sin v cos a(cot o + tan o) = 1]:

a’, = cosagsina(M +m)/(M + msin® a)

z réwnania wiezoéw:

al, = —sina gsin (M +m) /(M + msin® o)

Przys$pieszenie rowni wzgledem stotu:

Ay, = —a.m/(M +m) = —cosagsinam/(M + msin® a)

A, =0

Przyspieszenie cigzarka wzgledem stotu:

a, = Ay +al, = cosagsinaM /(M + msin® a)

ay = Ay +al, = —sina gsina(M +m) /(M + msin® o).

W rzeczywistosci gdyby cigzarek oderwat si¢ od réwni, to réwnia rozpoczetaby ruch ze stata predkoscia,
gdyz nie dzialataby na nia zadna wypadkowa sita. Byloby to sprzeczne z wynikiem A, = const. Ponie-
waz w rozwigzaniu uzywamy réwnosci —a, /a;, = tan o (wiaz dwustronny), wigc odrywaniu si¢ cigzarka
odpowiadatoby zniknigcie sity nacisku w pewnej chwili (pdzniej sita Fy zmienitaby zwrot; cigzarek hamo-
walby réwnig¢). Zgodnie z réwnaniem M A, = —F)y, przySpieszenie rowni osiagngtoby wtedy wartosc¢ 0.
Poniewaz otrzymaliSmy state przyspieszenie |A,| > 0, wigc przy 0 < o < 7/2 cigzarek nie oderwie si¢ od
réwni podczas zsuwania.

b) Ré6wnania ruchu

ma =mg + F N+ FT

mad’ —mg—l—FN—i-FT—mA

M A Mg g — F N — FT

Wiezy:

Jak w punkcie a)

oraz sila tarcia Fir jest réwnolegta do powierzchni réwni.

Dtugos¢ wektora sity tarcia: Frr = uFy

Rozktady na wspétrzedne:

Fy, = Fysina, Fiyy = Fycosa

Fry = —Frcosa, Fry = Frsina

Stad rownania ruchu rozpisane na wspoétrzedne:

MA, = —Fy, — Fry = Fy(—sina + pcosa); MA, =0

mal, = Fn, + Fr, —mA, = Fy(sina — pcosa) (1 +m/M);

ma, = —mg + Fy, + Fry — mA, = —mg + Fy(cos a + psin a)

Eliminujac Fyy oraz a;otrzymujemy:

al, = cosagcosatana — pu)(M +m)/[M + m(sin® a — psin a cos )]

A wigc dla tan o > p cigzarek bedzie si¢ zsuwal. Z wigzdw:

a, = —a, tan o
PrzyS$pieszenie réwni:
Ay = —a.m/(M +m) = —cosagcosaltana — p)m/[M + m(sin® a — psin a cos )]
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Przyspieszenie cigzarka wzgledem stotu:

a, = A, +al, = cosagcosa(tana — p)M/[M + m(sin
ay = a,

Uwaga: Inne podejscie do problemu mozna znaleZ¢ w artykule
http://xxx.lanl.gov/abs/physics/98080409.

2o — psinacosa)]

5 Bloczki, liny i ciezarki

5.1 Bloczek w dwoch odstonach

Dwa odwazniki o masach m; oraz ms potaczono niewazka, nierozciagliwg ling i przewieszono przez blo-
czek o promieniu R, ktéry przymocowano do sufitu (uktad przedstawiono na rysunku). Z jakim przys$pie-
szeniem bedzie poruszac si¢ odwaznik o masie m, jesli:

a) bloczek jest niewazki,

b) moment bezwtadnosci bloczka wzgledem jego osi obrotu wynosi /.

Uktad znajduje si¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym.

Rozwiazanie.

Wyb6r osi x: § = gé,. Réwnania ruchu wzdtuz osi x: aymy = myg — 17 oraz agmy = mog — Ts.

a) W przypadku niewazkich liny i bloczka (zaktadamy, ze lina nie §lizga si¢ po bloczku) mozna pokazac
rownoS$¢ Ty = T, przynajmniej na dwa sposoby:

1) Z réwnania na ruch liny: My g cfrar, =Ty — Ts.

2) Z réwnania na ruch bloczka: 11,5 .srep = R(T7 — T3), gdzie R jest promieniem bloczka.

Poniewaz lina i bloczek sa niewazkie, wigc M p.rf = 0 oraz I p.rf = 0, co prowadzi do wniosku
T =T, =T.

Wiaz na dtugos¢ liny: x1 + 7R 4+ 29 = L =const. A wigc: a; = —as.

Odpowiedz: a; = g(my —ma)/(my + mo).

b) Z réwnania dla bloczka I&'= > 7% F mamy: /e = R(T} —T5). Potozenie cigzarka 1 mozemy powigzaé
z katem obrotu bloczka: x; = R«. Prowadzi to do: a; = Re.

Odpowiedz: a; = g(my —ms)/(my +my + I/ R?).

®
m, 8
Uz " g
Rysunek do Zadania 5.1 Rysunek do Zadania 5.2

5.2 O tym, jak jeden moze wciagnaé¢ dwoch

Odwaznik o masie m; przymocowano do niewazkiej, nierozciagliwej liny, ktora przewieszono przez blo-
czek przyczepiony do sufitu. Na ling nawleczono nastgpnie drugi bloczek z uwigzanym do jego osi od-
waznikiem o masie msy. Koniec liny zaczepiono pod sufitem (uktad przedstawiono na rysunku). Z jakim
przyspieszeniem bedzie poruszac si¢ odwaznik o masie m, jesli bloczki sa niewazkie? Uklad znajduje si¢
w jednorodnym polu grawitacyjnym.
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Rozwiazanie.

Wyb6r osi x: § = gé,. Réwnania ruchu wzdtuz osi z: a;m; = myg — T oraz asme = mog — 27'.
Wiaz na dlugo$¢ liny: 1 + 7R + x5 + 7R 4+ x5 = L =const. A wigc: a; = —2as.

Odpowiedz: a; = g(my —ma/2)/(my + mo/4).

5.3 Malpa

Odwaznik o masie M przymocowano do niewazkiej, nierozciagliwej liny, ktora przewieszono przez bloczek
przyczepiony do sufitu. Za swobodny koniec liny chwycita matpa o masie m 1 wspina si¢. Jakim ruchem
wzgledem liny przemieszcza si¢ matpa, skoro jej odlegtos¢ od sufitu si¢ nie zmienia? Obliczy¢ parametry
tego ruchu. Bloczek jest niewazki, a uktad znajduje si¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym.
Rozwiazanie.

Wybér osi z: § = gé,. Rdwnania ruachu wzdhuz osi x: AM = Mg — T orazam = mg —T.

Wiaz na dlugosé liny: X + 7R+ x = L, gdzie L jest dlugoscia liny miedzy odwaznikiem a malpa. A wigc
przyspieszenie matpy wzgledem liny o' = L = A + a.

Warunek zadania: a = 0, co oznacza, ze: o/ = L=A

Odpowiedz: Ruch jednostajnie przyspieszony z o' = g(1 — m/M). Jesli m > M, to rzeczywiscie matpa
si¢ wspina.

5.4 Bloczek-dzwignia

Bloczek sktadajacy si¢ z dwdch sztywno potaczonych jednorodnych walcéw moze obracaé si¢g dookota
wilasnej osi symetrii. Na walec o promieniu 7 i masie M; nawinigto nierozciagliwy sznurek, do ktérego
przymocowano cig¢zarek o masie m. W przeciwnym kierunku nawini¢to na walec o promieniu R» 1 masie
M nierozciagliwy sznurek, do ktérego przymocowano cigzarek o masie m,. Uklad znajduje si¢ w stalym
jednorodnym polu grawitacyjnym. Obliczy¢ przySpieszenie ciezarka o masie m;.

)

m, m,

Rozwiazanie

Réwnania dla ciezarkéw:
myay = myg — 11

Mmaay = mag — 1o

Roéwnanie dla uktadu walcow:
Ie =T\Ry —T5Rs,

gdzie I = M R?/2 + MyR2%/2
Roéwnania wiezow:

a; = R1€
a9 = —R2€
Odpowiedz:

a; = gRl(mlRl — ngg)/(I + mlRf + ngg)
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6 Ruch czastki w polu elektrycznym i magnetycznym

6.1 Akcelerator, magnes i ekran

Poczatkowo spoczywajaca czastke o dodatnim tadunku () i masie m przyS$pieszono za pomocg akcelera-
tora o dtugosci L. W akceleratorze wytwarzane jest jednorodne pole elektryczne E. Tuz za akceleratorem
czastka wleciala w obszar jednorodnego pola magnetycznego B. W jakiej odlegtosci D od kofica akcelera-
tora czastka uderzy w ekran? Kat migdzy osig akceleratora a ptaszczyzna ekranu wynosi . W wybranym
uktadzie wspotrzednych wektory pdl sa wyrazone nastgpujaco: E=E (cosaé, + sinaé,) i B = Be,,
réwnanie ekranu ma postaé y = 0, a czastka opuszczajac akcelerator przelatuje przez poczatek uktadu
wspolrzednych.

Rozwiazanie.

Uktad eksperymentalny:

W akceleratorze czastka porusza si¢ z przyspieszeniem: a = QFE/m. Na dtugosci L uzyska predkosé
v = /2QFEL/m. W polu B bedzie poruszac¢ si¢ po tuku o promieniu R wynikajacym z réwnosci: sita
Lorenza = sita dosrodkowa, mv?/R = QuB. A wigc R = mv/(QB).

Czastka od wylotu z akceleratora do uderzenia w ekran bgdzie si¢ poruszac po tuku o mierze katowej 2a.

Stad D = 2Rsina = 2sina/2ELm/Q/B

6.2 Pola réownolegle

Czastka o tadunku () i masie m, majac poczatkowa predkoS¢ Uy = vo€, + vy €y, Wlatuje w obszar row-
nolegtych, jednorodnych pdl: elektrycznego E = Eé, i magnetycznego B = Beé,. Wynikajace z drugiej
zasady dynamiki Newtona réwnania na wspotrzedne potozenia czastki = i z rozwiazaé po sprowadzeniu
do jednego réwnania na zmienng zespolong f = & + 2. Poda¢ réwnanie ruchu czastki zaktadajac, ze w
chwili poczatkowej przelatywata przez poczatek uktadu wspoétrzgdnych. Jaki warunek musi by¢ spetniony,
aby czastka dotarta do ekranu, ktérego rownanie ma postaé x = L? Jaki obraz utworza na ekranie czastki o
réznych wartoS$ciach vy, jesli zalozy¢, ze odlegltos¢ L jest mata w poréwnaniu z promieniem toru w ptasz-
czyznie X Z, tzn. L < |vo,m/(QB)|?

Wskazowka: Obraz mozna znalez¢ jako zaleznos¢ y(z) po zastosowaniu nastgpujacych przyblizen dla z(t)
iz(t): jeslisina < 1, tosina ~ a oraz cosa ~ 1 — a?/2.

Rozwiazanie. ) .

Réwnanie ruchu, mr = Q(E + 7% B ), rozpisane na wspétrzedne:

T=—-\z

=K

Z = \z,
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gdzie A\ = QB/m oraz k = QFE /m. Zaktadam, ze t; = 0. Rozwiazanie drugiego réwnania:
y(t) = Kt? /2 + vy, t.

Pierwsze i trzecie rownanie sprowadza si¢ do:

f=irf,

ktérego rozwigzaniem uwzgledniajacym warunki poczatkowe jest:

f = vor exp(iAt),

co odpowiada: & = v, cos(At) oraz Z = vg, sin(At). Catkujac otrzymujemy:

x(t) = (vog/A) sin(At)

2(t) = (vor /A) (1 — cos(At)).

Warunek dotarcia do ekranu: x(t) > L, czyli vo, /A > L.

Czastka dotrze do ekranu po czasie t1: L\ /vg, = sin(\t;) ~ Aty (zgodnie z warunkiem L < |vg,m/(QB)]).
tl =L / Voz

2(t1) ~ voe M3 /2 = AL? [ (200,)

y(t1) = Kt /2 4 vo,ts = KL*/(203,) + voy L/ vos-

Eliminujac vy, otrzymujemy:

y(z) = 2[5/ (AL) + voy, )/ (AL),

czyli rownanie paraboli. Potozenie jej ekstremum jest zalezne od vy, .

6.3 Pola prostopadie

Czastka o tadunku () i masie m znajduje si¢ w obszarze prostopadtych, jednorodnych pél: elektrycznego
E = Eé, i magnetycznego B = Bé,. Wynikajace z drugiej zasady dynamiki Newtona réwnania na
wspotrzedne potozenia czastki x i z rozwiazac po sprowadzeniu do jednego rdwnania na zmienng zespolona
f = & + 12. Poda¢ réwnanie ruchu czastki zaktadajac, ze w chwili poczatkowej wyruszata ona z poczatku
uktadu wspétrzednych z predkosScia poczatkowa vy = vo,€, + voy€,. Jakie warunki musza by¢ spetnione,
aby torem czastki byla zwykta cykloida? Jakie warunki musza by¢ spetnione, aby czastka poruszata si¢
ruchem jednostajnym prostoliniowym? Jaka bedzie wtedy jej predkosé?

Rozwiazanie. ) .

Réwnanie ruchu, mr = Q(E + 7% B ), rozpisane na wspétrzedne:

T=—A\z

y=20

Z= AT+ K,

gdzie A\ = QB/m oraz k = QFE /m. Zaktadam, ze t; = 0. Rozwiazanie drugiego réwnania:

y(t) = voyt.

Pierwsze i trzecie rownanie sprowadza si¢ do:

=i\ +ir,

ktérego rozwiazaniem uwzgledniajacym warunki poczatkowe jest:

f = (voz + K/A) exp(iAt) — K/ A,

co odpowiada: & = (v, + /) cos(At) — k /X oraz z = (vg, + k/A) sin(At). Catkujac otrzymujemy:
x(t) = [(vor + K/A)/A] sin(At) — k/ ¢,

2(t) = [(vor + £/A)/A](1 — cos(At)).

Przyktad zwyktej cykloidy: = R[sin(wt) — wt], z = R[1 — cos(wt)]. A wigc zadamy:

k/MN[(vor + K/N)/A] = A, po uproszczeniu: vy, = 0.

Tor jest zwykla cykloida, gdy vo, = 0 oraz vy, = 0.

Czastka bedzie poruszata si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym, gdy v, = —x/\ (pomijam przypadki
zerowych pdl, fadunku itp.). Jej predkosé w takim wypadku to 0 = —(k/\)é, + vo,€y.
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7 Szczegélna teoria wzglednosci. Dynamika

7.1 Zderzenie dwoch jader

Dwa jadra atomowe zblizaja si¢ do siebie. Kazde ma mas¢ m i porusza si¢ z predkoscia v (kierunki predko-
Sci sa rownolegte). Po zderzeniu obserwujemy dwa jadra o masach M; = %m 1M, = im, ktére kontynuuja
ruch pierwotnych jader (tzn. maja t¢ samg predkos¢ i1 kierunek co pierwotne jadra), oraz uktad czastek po-
wstatych w zderzeniu, X. Obliczy¢ mas¢ niezmiennicza uktadu X, M. Podaé rowniez wyrazenie na M x
w szczeg6lnych przypadkach: a) M, = M, oraz b) My = M, = %m.

Uwaga: Zastanowic sie, jaki jest kierunek wektora pedu uktadu X. Pomingc efekty zwiqzane 7z budowq
Jjadra.

Przed zderzeniem Po zderzeniu
v ( : ) v
(4 (v (:: )

Ze wzgledu na zasadg zachowania pedu ped uktadu X jest réwnolegly do wektora predkosci ¢ — jest to
problem jednowymiarowy. Jednostki: ¢ = 1. Oznaczenia: v = (1 — v?)~1/2,

Rozwiazanie.

Sposob 1 ,,bezposredni”: Dodaje energie i pedy zderzajacych sie fragmentow jqder
Energia: Ex = vy(m — M) 4+ v(m — M,).
Ped: Px = vy(m — M;) — vy(m — M,).
Sposob II ,,posredni”: Odejmuje energie i pedy pozostatych fragmentow jader od catkowitej energii i
pedu
Energia przed zderzeniem: FE,,..q = e + e, gdzie e = ym.
Energia po zderzeniu: E,, = F + Fy + Ex, gdzie By = yM, oraz Fy = vMs,.
Ped przed zderzeniem: py,.cq = p1 + p2, gdzie p; = vym oraz py = —vym.
Ped po zderzeniu: p,, = P, + P> + Px, gdzie P, = vyM, oraz P, = —vyMs.
Z zasady zachowania energii, E,,..q = E,,, otrzymuje Ex = 2e — Ey — Ey = v(2m — My — M).
Z zasady zachowania pedu, Py, .ed = Ppo» Otrzymuje Px = py + py — P — Py = vy(—M; + M).
Odpowied?
Masa niezmiennicza uktadu X wynosi
My = (E% — PX)"? =9[(2m — My — My)® — v* (M, — My)*]"/2.
Jesli My = 3mi My = im, to otrzymuje My = ~[1 — v?/4]'/2.
a) Dla My = M, otrzymuj¢ My = vy2(m — My).
b) Dla M, = M, = %m otrzymuj¢ Mx = ym.

7.2 WiazKi takich samych czastek o réznych energiach

Jedna wiazka sktada si¢ w czastek o masie m i energii F;. Druga wiazke, zawierajaca czastki o masie m
i energii F, mozna ustawia¢ pod dowolnym katem wzgledem pierwszej wiazki. W zderzeniach czastek
chcemy produkowac rezonanse o masach wigkszych od M. Podaj ograniczenia na wzgledny kat wiazek.
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7.3 Wiazki réznych czastek o takich samych energiach

Jedna wiazka sktada si¢ w czastek o masie m, i energii £/. Druga wiazke, zawierajaca czastki o masie
mg 1 energii £ mozna ustawia¢ pod dowolnym katem wzglgdem pierwszej wiazki. W zderzeniach czastek
chcemy produkowaé rezonanse o masach wigkszych od M. Podaj ograniczenia na wzgledny kat wiazek.

8 Szczegodlna teoria wzglednosci. Kinematyka

8.1 Pomiar dlugosci rakiety

Dwie rakiety A i B poruszaja si¢ w tym samym kierunku z predkosciami v4 i vp w ukladzie zwigzanym
z nieruchomg gwiazda. Dlugosc¢ rakiety A w jej ukladzie spoczynkowym wynosi L. Ile wynosi dlugosé
rakiety A w ukladzie zwigzanym z rakieta B? Otrzymany wzor sprawdzié w szczegdlnych przypadkach: a)
vg = 0,b) vg = vy4.

Rozwiazanie.

Konwencja: WielkoS¢ opiokt w Uktad

G - nieruchoma gwiazda

Sposéb 1.

L = Az g4 = Yawe (AT awe — Vawc At awe)

Chcemy At a5 = 0, wiec AZAwg = YBwGAT AwB 0TaZ At 4 = VBwa (VBwa /) AT Aws-

L = A% g4 = Y40aVBuwa (1 — VawgVBwa/ ) AT awp, ale AT 4, = Lawp jest szukang dhugoscia.

Dhugosc rakiety A mierzona w uktadzie rakiety B wynosi (v awg = V4, VBwg = U, Bx = vx/0):

Lawp = Ly/1— B5/1 = 83/(1 = BaBs).

a) Jesli vg = 0, t0 La,p = L\/1— 3%

b)Jeslivg = v4,t0 Lgwg = L
Sposéb II.

Vaws = (Vawe — VBuwe)/ (1 — VawcVBwa/c?)
Laws = LyJ1 = B, = LyJ1 = B3y/1 = B3/(1 — BaBp)

8.2 Rakieta i pocisk lub kapsuta

Wersja militarna:

Samolot leci z predkoscia vg. W odlegtosdci L od celu wystrzeliwuje pocisk, ktérego predkosé wzgledem
samolotu wynosi vp. Jaki interwat czasu 7" nalezy ustawi¢ na zapalniku czasowym umieszczonym w
pocisku, aby eksplozja jego tadunku nastapita w chwili osiagnigcia celu? WielkoSci L i vg sa mierzone
wzgledem nieruchomego uktadu zwigzanego z celem ataku. Otrzymany wzor sprawdzi¢ w szczeg6lnym
przypadku v = 0.

Wersja cywilna:

Rakieta leci z predkoscia vg. W odlegtosci L od moskiego brzegu, oddziela si¢ od rakiety kapsuta, ktérej
predkosé wzgledem rakiety wynosi v}. Kapsuta porusza si¢ w tym samym kierunku co rakieta. Jaki
interwat czasu 7" nalezy ustawi¢ automatycznemu pilotowi kapsuty, aby procedure ladowania zainicjowat
juz nad morzem? WielkoSci L 1 vg sa mierzone wzgledem nieruchomego uktadu zwiazanego z brzegiem
morza. Otrzymany wzor sprawdzi¢ w szczegdélnym przypadku vp = 0.
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Rozwiazanie.

Sposéb 1.

Konwencja: Wielkos’éObiekt w Uktad

S - samolot lub rakieta

P - pocisk lub kapsuta

Z - nieruchomy uktad zwiazany z brzegiem morza (np. Ziemia)

L = Avpyz = Yswz(ATpws + VswzAtpys)

Mamy Axp,p = 0, WigC AZpys = VPwsVprws At pwp 01az Atpys = VpwsAt pwp.

L =Axpyz = VswzVPws(Vpws + Vswz) At pyp, ale Atp,p = T" jest szukanym interwatem czasu.

Automatycznemu pilotowi kapsuly nalezy ustawié interwat czasu (vsy,z = Vs, UVpws = Up, Os = vg/c,

Bp = vp/o):

T/ = Atpwp = L\/l — ﬂg\/l - 63:2; (Us + U;_—;)

Jesli ’U}g = O, to T/ = Atpwp = L\/l - 6%1/’05.
Sposéb II.

Vpwz = (Vswz + Vpws) /(1 + VswzUpws/c?)

T, = Atpwp - AthZ\/%

Czas przelotu pocisku w uktadzie Z: Atp,z = L/vpyz.

V1= Bhuz = 1= Bzl = Brus/(1+ BswzBrus)

T/ = Atpwp = L\/l — ﬂg\/l - 63:2; (Us + U;_—;)

8.3 PosScig za rakieta

Z kosmodromu startuje rakieta A z predkoscia v4. Po czasie T rakieta B wysyla sygnat Swietlny i wyrusza
z kosmodromu z predkoscia v w tym samym kierunku, co pierwsza rakieta. Jaki interwat czasu zmierza
astronauci w rakiecie B od wtasnego startu do odebrania odbitego od rakiety A sygnatu Swietlnego? Podaj
wynik réwniez dla szczegdlnych przypadkéw: a) v4 = vp oraz b) v4 = vg = ¢/3. Wielkosci v4, vg oraz
T sa mierzone w uktadzie zwiazanym z kosmodromem.

8.4 Awaria rakiety i wyprawa ratunkowa

Z Ziemi wyrusza rakieta lecaca z predkoscia ¢/2. Po 10 dniach rakieta ulega awarii. Zaloga wysyta sygnat
Swietlny z prosba o pomoc. Po otrzymaniu wiadomosci centrum lotéw na Ziemi natychmiast wysyta rakiete
ratunkowa. Z jaka szybkoscia v powinna si¢ ona poruszac, aby uratowac zatoge pierwszej z rakiet, w ktorej
astronauci moga utrzymac si¢ przy zyciu przez 30 dni od awarii?

Rozwiazanie

Konwencja: WielkoS¢opjes/Wydarzenie w Uktad
Z - Ziemia

R - pierwsza rakieta

A - awaria R

I - dotarcie informacji

C - czekanie na pomoc

P - druga rakieta (,,Pomoc™)
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S - spotkanie Ri P
Dane: vpyz = ¢/2; tawr = 10 dni; Atcy,r = 30 dni

Szukamy vp,,z.

TSwZ
Atpyz

Vpwz =

Przejscie z uktadu R do Z: x5u7 = YrRwz(Tswr + VRwztswr). Ale Tswr = Trwr = 0, WigC: Tgyuz =
YRwZVRwZtSwR-

Wiemy, ze tswr = tawr + Atcwr. ObliczyliSmy wige g, 2.

Obliczmy Atp,,z, czyli czas lotu P.

Tawz = YRwz(TAwR + VRwzt AwR)

Ale TAwR — TRwR = 0. Tak Wi@C T AwZ — ’}/sz’UsztAwR.

Mozna juz obliczy¢ czas Aty,, potrzebny na dotarcie wezwania z miejsca A do Z w uktadzie Z: Atz =
.Tsz/C.

Okres oczekiwania w ukladzie Z: Atcwz = Yrwz(Atcwr + VrRwzATcwr/ ). Ale Arcwr = ATger = 0.
Ostatecznie:

Atpyz = Atcwz — Atrwz = Yrwz(Atcwr — Vrwzt awr/C)

TSwz Vrwz (tawr + Atcwr)

Atpwz  Atcwr — Vpwztawr/C

Vpwz =

Podstawiajac warto$ci otrzymujemy odpowiedz:

. _0/210+3o 4
Pz = 5230 -10/2 5

8.5 Fotografia preta

Roéwnolegly do osi Y pret porusza si¢ wzdluz osi X z predkosScia v. Fotografujemy pret aparatem znaj-
dujacym si¢ w punkcie x = y = 0, z = a. Na zdjeciu Srodek preta znajduje si¢ w poczatku uktadu
wspotrzednych. Jaki jest ksztatt preta na fotografii?

Rozwiazanie

Zaktadamy, ze na zdjeciu widzimy obraz utworzony przez promienie Swietlne, ktére dotarty do kliszy w
chwili tx.

Dla kazdego punktu preta 7°p(t), ktéry w chwili ¢ wystat promien Swiatta musi by¢ spetniony warunek:

gdzie 7x = [0, 0, a] jest wektorem potozenia kliszy (zaniedbujemy jej rozmiary).

Opis preta: 7p(t) = [vt,y, 0] z warunkiem y € [— D, D] dla skoriczonego preta o dtugosci 2D.

Na zdjeciu Srodek preta przekracza punkt © = 0, y = 0. Zakladamy, ze promien Swietlny ze Srodka preta
byt wystany w chwili ¢ = 0. Z tego wyznaczamy t: tx = a/c

Réwnanie przybiera postac:

a—ct:\/(vt)2+y2+a2
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Poniewaz interesuje nas tylko obraz, eliminujemy czas wykorzystujac réwnanie ruchu preta: t = x/v.

a—x/B =22+ y?+a?

gdzie § = v/c. Jest to juz réwnanie opisujace obraz uzyskany na kliszy. Staramy si¢ je uproscié i sprawdzic,
czy nie jest to jakas znana nam krzywa. Podnosimy do kwadratu i mnozymy przez 3°:

2? — 2axf = B (2 + y?)

o? —2zafy* — (Byy)* =0,
gdzie v = 1/4/1 — [32. Zbieramy wyrazy z x w kwadrat i dzielimy przez (a(37?)*:

(—aby”)®  y* _
(@fy?)?  (ay)*

Jest to réwnanie hiperboli o asymptotach: y = +(x/8v — ay).
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