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I. MACIERZ LINIOWEGO ODWZOROWANIA PRZESTRZENI WEKTOROWYCH

Wyobraźmy sobie, że przestrzeń wektorowa W jest zbudowana z kombinacji liniowych n liniowo
niezależnych obiektów ξ1, ξ2, . . ., ξn, zwanych baza̧. Na przyk lad, obiektami tymi moga̧ być wektory
s luża̧ce do zbudowania uk ladu odniesienia w zwyk lej przestrzeni trójwymiarowej. Moga̧ to być macierze
matematyczne, funkcje takie jak wielomiany określonego stopnia, bardziej z lożone funkcje pewnego typu,
takie jak sinus i cosinus ca lkowitych wielokrotności argumentu, funkcjona ly, czyli funkcje funkcji takie
jak ca lka z funkcji na odcinku, przypisuja̧ca funkcji liczbȩ, lub elementy jakiej́s abstrakcyjnej przestrzeni
wektorowej. Każdy wektor w w przestrzeni W ma z definicji postać

w =
n∑

i=1

wi ξi . (1)

Np. wielomian w(z) = z+z3−z4 w bazie wielomianów ξ1 = z, ξ2 = z2, ξ3 = z3, ξ4 = z4, zapisuje siȩ jako
kombinacja liniowa ze wspó lczynnikami w1 = 1, w2 = 0, w3 = 1, w4 = −1. Wspó lczynniki wi nazywa
siȩ wspó lrzȩdnymi wektora w w bazie {ξi}i=1,...,n. Wspó lrzȩdne wektorów op laca siȩ zapisywać w
kolumnie,

~w =

 w1

w2

:
wn

 , (2)

ponieważ każde odwzorowanie liniowe wektorów daje siȩ wtedy zapisać w uniwersalny sposób za po-
moca̧ macierzy odwzorowania. Macierz ta zmienia taka̧ kolumnȩ wspó lrzȩdnych wed lug regu ly ,,wiersz
razy kolumna”. Np. operacja obracania wektorów w przestrzeni jest liniowa i zapisuje siȩ w ten sposób,
różniczkowanie wielomianów jest odwzorowaniem liniowym i zapisuje siȩ w ten sposób, transformacja
Lorentza jest liniowa i zapisuje siȩ w ten sposób, ewolucja atomów zapisuje siȩ w ten sposób w mechanice
kwantowej, i inne operacje w wielu przestrzeniach operatorów matematycznych użytecznych w fizyce czy
informatyce zapisuja̧ siȩ w ten sposób. Dlatego warto zaznajomić siȩ bliżej z notacja̧ użyteczna̧ dla odw-
zorowań liniowych. Co wiȩcej, pochodne wszystkich odwzorowań różniczkowalnych sa̧ odwzorowaniami
liniowymi. Zatem odwzorowania liniowe opisuja̧ ogromna̧ klasȩ odwzorowań przez sca lkowanie.

Każde odwzorowanie liniowe L pewnej przestrzeni W w pewna̧ przestrzeń V jest jednoznacznie wyz-
naczone przez jego dzia lanie na bazȩ w przestrzeni argumentów W . Mamy bowiem

Lw = L

n∑
i=1

wi ξi (3)

=
n∑

i=1

wi Lξi , (4)

i znajomość n wektorów Lξ1, Lξ2, . . ., Lξn w V pozwala podać wynik dzia lania L na każdy wektor w
W .

Każdy wektor v w przetrzeni V z definicji zapisuje siȩ w postaci kombinacji wektorów bazy w przestrzeni
V . Oznaczmy elementy bazy w przestrzeni wektorów-obrazów V przez χ1, χ2, . . ., χm. Ich liczba m nie
musi być taka sama jak liczba n elementów bazy w przestrzeni W wektorów-argumentów odwzorowania
L. Każdy wektor v w przestrzeni V zapisuje siȩ teraz w postaci kombinacji

v =
m∑

l=1

vl χl , (5)

i zaraz zobaczymy, że wspó lrzȩdne wektorów v również op laca siȩ zapisać w kolumnie,

~v =

 v1

v2

:
vm

 . (6)
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Mianowicie, wektory Lξ1, Lξ2, . . ., Lξn można zapisać jako kombinacje liniowe wektorów bazowych
χ1, χ2, . . ., χm w V . Wspó lczynniki tych kombinacji można oznaczyć symbolami wed lug nastȩpuja̧cej
regu ly:

Lξ1 = L11χ1 + L21χ2 + ... + Lm1χm , (7)
Lξ2 = L12χ1 + L22χ2 + ... + Lm2χm , (8)

:
Lξn = L1nχ1 + L2nχ2 + ... + Lmnχm . (9)

W tej notacji mamy

Lw =
n∑

i=1

wi Lξi (10)

=
n∑

i=1

wi

m∑
l=1

Lliχl . (11)

Możemy zapisać sumowanie w odwrotnej kolejności i mamy

v = Lw (12)

=
m∑

l=1

(
n∑

i=1

Lliwi

)
χl . (13)

Wiemy jednak, że wektor v zapisuje siȩ za pomoca̧ wspó lrzȩdnych wzorem v =
∑m

l=1 vlχl. Tym samym,
zgodnie z regu la̧ mnożenia wiersz razy kolumna, mamy v1

v2

:
vm

 =

 L11 L12 ... L1n

L21 L22 ... L2n

: : ... :
Lm1 Lm2 ... Lmn


 w1

w2

:
wn

 . (14)

Zatem wspó lrzȩdne ~v wektora v = Lw w przestrzeni obrazów V wyrażaja̧ siȩ za pomoca̧
wspó lrzȩdnych ~w wektora w w przestrzeni argumentów W za pomoca̧ macierzy odw-
zorowania L w bazach {ξi}i=1,...,n i {χl}l=1,...,m. Macierz odwzorowania zależy od wyboru
tych baz. Kolumny macierzy odwzorowania sa̧ zbudowane ze wspó lrzȩdnych obrazów wek-
torów bazy z przestrzeni argumentów tego odwzorowania w bazie w przestrzeni obrazów
tego oddzia lywania.

II. ZMIANA MACIERZY ODWZOROWANIA PRZY ZMIANIE BAZ

Zarówno zmiana bazy w przestrzeni argumentów W jak i zmiana bazy w przestrzeni obrazów V
wp lywaja̧ na postać macierzy odwzorowania L. Wybór bazy jest w zasadzie dowolny, chociaż niektóre
wybory moga̧ być wygodniejsze niż inne. Np. kiedy obserwator wybiera bazȩ wektorów jednostkowych
w przestrzeni, buduja̧c swój uk lad odniesienia, to kieruje siȩ swoja̧ wygoda̧. Inny obserwator, np. jada̧cy
samochodem, wybierze swoje wektory bazy w przestrzeni inaczej. Niemniej, fizyczna treść zjawisk obser-
wowanych przez obu obserwatorów nie bȩdzie zależa la od ich wyborów jakiej użyć bazy. Jeśli w jakimś
zjawisku istnieje pewien zwia̧zek miȩdzy wektorami, v = Lw, obaj obserwatorzy zapisza̧ go w swoich
bazach inaczej mimo, że fizyczna treść ich zapisów bȩdzie ta sama. Różnice bȩda̧ wynika ly z różnych wy-
borów baz. Żeby obserwatorzy mogli siȩ porozumieć i dotrzeć do treści fizycznej, która jest niezależna od
wyboru bazy, musza̧ zrozumieć zależność macierzy odwzorowania L od wyboru bazy. Znaja̧c tȩ zależność,
tzn. wiedza̧c jakie różnice powinni widzieć, bȩda̧ mogli sprawdzić czy obserwuja̧ ten sam zwia̧zek v = Lw,
czy też ich teoria, sugeruja̧ca istnienie takiego zwia̧zku, jest b lȩdna.

W ogólności, możemy rozważać zmiany bazy w przestrzeniach W i V o dowolnych wymiarach. Zmiana
bazy w W nie zmienia wymiaru W i zmiana bazy w V nie zmienia wymiaru V .

Rozważmy najpierw zmianȩ bazy w przestrzeni argumentów W . Wektor w zapisany w wyj́sciowej bazie
{ξi}i=1,...,n jako kombinacja w =

∑n
i=1 wi ξi, może być również zapisany w innej bazie, {ξ′i}i=1,...,n, jako
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w =
∑n

i=1 w′
i ξ′i. Ponieważ mamy do czynienia z jednym i tym samym wektorem, musi zachodzić równość

n∑
i=1

wi ξi =
n∑

i=1

w′
i ξ′i . (15)

Gdy zrozumiemy zwia̧zek wspó lrzȩdnych

~w ′ =

 w′
1

w′
2

:
w′

n

 (16)

w bazie {ξ′i}i=1,...,n ze wspó lrzȩdnymi

~w =

 w1

w2

:
wn

 (17)

w bazie {ξi}i=1,...,n, i gdy zastosujemy to samo rozumowanie do wektorów w przestrzeni obrazów V , to
bȩdziemy mieli wszystkie elementy potrzebne do podania macierzy odwzorowania L w nowych bazach (z
primami) na podstawie znajmości macierzy L w bazach wyj́sciowych (bez primów) i definicji nowych baz
w jȩzyku baz wyj́sciowych (jak bazy primowane, jedna w W i jedna w V , sa̧ określone za pomoca̧ baz nie
primowanych, jednej w W i jednej w V ).

Przypuśćmy, że nowa baza w przestrzeni argumentów W jest zadana w postaci nastȩpuja̧cych kombi-
nacji liniowych

ξ′1 = B11ξ1 + B21ξ2 + ... + Bn1ξn , (18)
ξ′2 = B12ξ1 + B22ξ2 + ... + Bn2ξn , (19)

:
ξ′n = B1nξ1 + B2nξ2 + ... + Bnnξn . (20)

Wiersze w macierzy n× n  B11 B21 ... Bn1

B12 B22 ... Bn2

: : ... :
B1n B2n ... Bnn

 (21)

sa̧ wspó lrzȩdnymi wektorów nowej bazy w wyj́sciowej bazie.
Równanie (15) mówi, że kombinacja

∑n
i=1 w′

i ξ′i musi być równa kombinacji
∑n

i=1 wi ξi. To znaczy, że
n∑

i=1

w′
iξ
′
i = w′

1 (B11ξ1 + B21ξ2 + ... + Bn1ξn)

+ w′
2 (B12ξ1 + B22ξ2 + ... + Bn2ξn)

:
+ w′

n (B1nξ1 + B2nξ2 + ... + Bnnξn)

=
n∑

i=1

wi ξi . (22)

Możemy zgrupować wspó lczynniki przy wektorach bazy wyj́sciowej i otrzymujemy
n∑

i=1

w′
iξ
′
i = (w′

1 B11 + w′
2 B12 + ... + w′

n B1n) ξ1

+ (w′
1 B21 + w′

2 B22 + ... + w′
n B2n) ξ2

:
+ (w′

1 Bn1 + w′
2 Bn2 + ... + w′

n Bnn) ξn

=
n∑

i=1

wi ξi . (23)
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Równość wspó lczynników przy ξi dla każdego i = 1, 2, ..., n w drugiej z powyższych równości oznacza, że
wspó lrzȩdne wi daja̧ siȩ zapisać w postaci w1

w2

:
wn

 = w′
1

 B11

B21

:
Bn1

+ w′
2

 B12

B22

:
Bn2

+ ... + w′
n

 B1n

B2n

:
Bnn

 . (24)

Ponieważ wiersze w macierzy (21) sa̧ wspó lczynnikami rozk ladu wektorów nowej bazy na wektory
wyj́sciowej bazy, to kolumny w równaniu (24) sa̧ zbudowane ze wspó lrzȩdnych wektorów nowej bazy
w wyj́sciowej bazie. Zauważmy również, że kombinacja liniowa kolumn w równaniu (24) daje siȩ zapisać
jako wynik dzia lania macierzy na kolumnȩ wspó lczynników w′

j z j = 1, 2, ..., n. Mianowicie, w1

w2

:
wn

 =

 B11 B12 ... B1n

B21 B22 ... B2n

: : ... :
Bn1 Bn2 ... Bnn


 w′

1

w′
2

:
w′

n

 . (25)

Równanie (25) mówi, że wspó lrzȩdne dowolnego wektora w w przestrzeni W w wyj́sciowej
bazie można zapisać jako kolumnȩ wspó lrzȩdnych ~w, która jest wynikiem dzia lania
macierzy przej́scia (B) wed lug zasady ,,wiersz razy kolumna” na kolumnȩ wspó lrzȩdnych
~w′ tego samego wektora w nowej bazie. Macierz przej́scia (B) jest ustawiona z kolumn
wspó lrzȩdnych wektorów nowej bazy w wyj́sciowej bazie.

Identyczne rozumowanie w odniesieniu do przestrzeni V i zmiany bazy z wyj́sciowej {χl}l=1,...,m na
bazȩ {χ′

l}l=1,...,m dana̧ kombinacjami liniowymi

χ′
1 = C11χ1 + C21χ2 + ... + Cm1χm , (26)

χ′
2 = C12χ1 + C22χ2 + ... + Cm2χm , (27)

:
χ′

m = C1mχ1 + C2mχ2 + ... + Cmmχm , (28)

prowadzi do wniosku, że wspó lrzȩdne wszystkich wektorów v w przestrzeni V w wyj́sciowej bazie można
zapisać w postaci kolumn nastȩpuja̧co: v1

v2

:
vm

 =

 C11 C12 ... C1m

C21 C22 ... C2m

: : ... :
Cm1 Cm2 ... Cmm


 v′1

v′2
:

v′m

 . (29)

Równanie (29) mówi, że wspó lrzȩdne dowolnego wektora v w przestrzeni V w wyj́sciowej
bazie można zapisać jako kolumnȩ wspó lrzȩdnych ~v, która jest wynikiem dzia lania macierzy
przej́scia wed lug zasady ,,wiersz razy kolumna” na kolumnȩ wspó lrzȩdnych ~v′ tego samego
wektora w nowej bazie. Macierz przej́scia jest ustawiona z kolumn wspó lrzȩdnych wektorów
nowej bazy w wyj́sciowej bazie. Macierz przej́scia (C) w przestrzeni V zależy od wyboru
baz w przestrzeni V i jest niezależna od macierzy przej́scia (B) w przestrzeni W zależnej
od wyboru baz w przestrzeni W . Lecz gdy rozważamy odwzorowania przestrzeni W w
przestrzeń W , to można używać jednej i tej samej bazy wyj́sciowej dla opisu wektorów
argumentów i wektorów obrazów, i również jednej i tej samej nowej bazy dla opisu wektorów
argumentów i wektorów obrazów. Wtedy macierz przej́scia (C) jest identyczna z macierza̧
przej́scia (B).

Za lóżmy teraz, że zgodnie ze wzorem (14) wspó lrzȩdne ~v wektorów-obrazów v = Lw w odwzorowaniu
L w wyj́sciowej bazie w przestrzeni V wyrażaja̧ siȩ przez wspó lrzȩdne ~w wektorów-argumentów w w
odwzorowaniu L w wyj́sciowej bazie w przestrzeni W nastȩpuja̧cym wzorem: v1

v2

:
vm

 =

 L11 L12 ... L1n

L21 L22 ... L2n

: : ... :
Lm1 Lm2 ... Lmn


 w1

w2

:
wn

 . (30)



S. D. G lazek, www.fuw.edu.pl/∼stglazek, 11.III.2005 5

W tym wzorze kolumny macierzy (L) odwzorowania L sa̧ zbudowane ze wspó lrzȩdnych obrazów wektorów
bazy z przestrzeni argumentów tego odwzorowania w bazie w przestrzeni obrazów tego odwzorowania.

Wstawiaja̧c wzory (25) i (29) do równania (30), otrzymujemy wzór v1

v2

:
vm

 =

 C11 C12 ... C1m

C21 C22 ... C2m

: : ... :
Cm1 Cm2 ... Cmm


 v′1

v′2
:

v′m

 (31)

=

 L11 L12 ... L1n

L21 L22 ... L2n

: : ... :
Lm1 Lm2 ... Lmn


 w1

w2

:
wn

 (32)

=

 L11 L12 ... L1n

L21 L22 ... L2n

: : ... :
Lm1 Lm2 ... Lmn


 B11 B12 ... B1n

B21 B22 ... B2n

: : ... :
Bn1 Bn2 ... Bnn


 w′

1

w′
2

:
w′

n

 , (33)

czyli  C11 C12 ... C1m

C21 C22 ... C2m

: : ... :
Cm1 Cm2 ... Cmm


 v′1

v′2
:

v′m

 =

 L11 L12 ... L1n

L21 L22 ... L2n

: : ... :
Lm1 Lm2 ... Lmn


 B11 B12 ... B1n

B21 B22 ... B2n

: : ... :
Bn1 Bn2 ... Bnn


 w′

1

w′
2

:
w′

n

 . (34)

W tym wzorze wystȩpuja̧ wy la̧cznie wspó lrzȩdne wektorów w i v = Lw w nowych bazach w przestrzeniach
W i V . Kwadratowe macierze przej́sć (B) i (C) sa̧ z definicji nieosobliwe i istnieja̧ macierze do nich
odwrotne, m×m macierz (C)−1 oraz n× n macierz (B)−1.

Stopniowo wprowadzilísmy notacjȩ dla macierzy i wspó lrzȩdnych wektorów w odwzorowaniu L:

• ~w = kolumna wspó lrzȩdnych wektora w w przestrzeni argumentów W w wyj́sciowej bazie ξ,

• (L) = macierz odwzorowania L w bazach uporzadkowanych ξ w W oraz χ w V ,

• ~v = kolumna wspó lrzȩdnych wektora v w przestrzeni obrazów V w wyj́sciowej bazie χ,

• Równanie (30): ~v = (L) ~w ,

• ~w ′ = kolumna wspó lrzȩdnych wektora w w przestrzeni argumentów W w nowej bazie ξ′,

• (B) = macierz przej́scia od bazy ξ do ξ′ w przestrzeni argumentów W ,

• ~w = (B) ~w ′,

• ~v ′ = kolumna wspó lrzȩdnych wektora v w przestrzeni obrazów V w nowej bazie χ′,

• (C) = macierz przej́scia od bazy χ do χ′ w przestrzeni obrazów V ,

• ~v = (C) ~v ′,

• Równanie (34): (C) ~v ′ = (L) (B) ~w ′.

Po pomnożeniu przez odwrotność macierzy (C), ostatni z tych punktów mówi, że obowia̧zuje nastȩpuja̧ca
zasada konstrukcji macierzy (L)′ odwzorowania L w nowych bazach (primowanych), kiedy zna siȩ jego
macierz (L) w wyj́sciowych bazach (nie primowanych) i macierze przej́sć (B) i (C) od wyj́sciowych baz
do nowych:

(L)′ = (C)−1 (L) (B) .
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Stosuja̧c konwencjȩ sumacyjna̧: powtórzony indeks zawsze sumuje siȩ od 1 do wymiaru przestrzeni,
można w skrócie powiedzieć, że wektor w = wiξi, i jeśli wi = Bijw

′
j , to w = Bijw

′
jξi, i sta̧d w = w′

jB
T
jiξi,

czyli ξ′j = BT
jiξi. Macierz (BT ), kombinuja̧ca wektory wyj́sciowej bazy {ξi}i=1,...,n w wektory nowej

bazy {ξ′j}j=1,...,n, jest macierza̧ transponowana̧ do macierzy przej́scia (B), która podaje wspó lrzȩdne
wektorów w wyj́sciowej bazie (nie primowanej) jako kombinacje liniowe wspó lrzȩdnych wektorów w nowej
bazie (primowanej).

Używaja̧c konwencji sumacyjnej, mamy

vi = (L)ijwj , (35)
vi = (C)ilv

′
l , (36)

wj = (B)jkw′
k , (37)

(C)ilv
′
l = (L)ij(B)jkw′

k , (38)

v′l = (C)−1
li (L)ij(B)jkw′

k . (39)

W konwencji symacyjnej każdy indeks może wysta̧pić tylko raz po jednej stronie równania (wtedy nie
jest wysumowany i musi wysta̧pić również raz po drugiej stronie równnia, np. obie strony równania
opisuja̧ wspó lrzȩdne wektora i po obu stronach musi pojawić siȩ ten sam numer wspó lrzȩdnej) lub tylko
dwa razy (wtedy jest wysumowany i może wysta̧pić tylko po jednej stronie równania). Żaden indeks
nie może wysta̧pić wiȩcej niż dwa razy. Jeśli powstaje sytuacja, w której trzy lub wiȩcej indeksów sa̧
sobie równe i sa̧ wysumowane, konwencja sumacyjna mówi, że taka̧ sytuacjȩ trzeba wyjaśnić dodatkowym
komentarzem. Jeśli jakís indeks wystȩpuje dwa lub wiȩcej razy ale nie ma być wysumowany, konwencja
wymaga, żeby dodać wyjaśnienie, że nie należy sumować po powtórzonych indeksach. W specjalnych
sytuacjach może być tak, że po jednej stronie równania wystȩpuje jeden indeks, a po drugiej stronie go
nie ma. W takiej sytuacji konwencja mówi, że dla wszystkich wartości tego indeksu otrzymuje siȩ takie
samo równanie, ale liczba równań jest nadal równa liczbie wartości, które może przyja̧ć ten jeden indeks.


