Rozdzial 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACH

15.1. Pojecie powierzchni.

Niech X bedzie przestrzenig wektorowa (nad ciatem liczb rzeczywistych) wymiaru
skonczonego. Zbior M C X jest gladkq powierzchnig, jezeli dla kazdego punktu
p € M istnieja podprzestrzenie wektorowe Vp,, W, C X (wiec przestrzen X mozna
utozsamic z iloczynem kartezjanskim V, x W) takie, ze X =V, @ W, oraz zbiory
otwarte Oy C V,,, Ow C W, takie, ze p € Oy x Ow a zbiér M N (Oy x Ow) jest
wykresem odwzorowania gtadkiego (posiadajacego pochodne wszystkich rzedéw)

Pp: OV — Ow.

Innymi stowy: M jest powierzchnia, jezeli lokalnie jest wykresem odwzorowania
gladkiego. Jest oczywistym, ze jezeli X =V, ® W), jest rozkltadem o ktérym méwi
definicja powierzchni, to dla ¢ € Oy x Ow mozemy przyjac¢ V, =V, oraz W, = V,.

STWIERDZENIE 15.1. Zaldzmy, zZe dla punktu p € M istnieja dwa rozklady X =
Vpy®W, = Vy®@W, i dwa odwzorowania p, ¢' o ktérych méwi definicja powierzchni.
Zatozmy ponadto, ze na zbiorze otwartym O odwzorowanie

pry o (id x¢'): Oy D O = Oy, (15.1)

gdzie pry: Oy X Ow — Oy jest rzutem na pierwszag skladowa, jest dobrze okreslone.
Wowczas odwzorowanie to jest gladkim dyfeomorfizmem na otwarty podzbior Oy .

Dow6D: Odwzorowanie ¢’ jest gladkie, wiec i odwzorowanie pry o (id x¢') jest
gtadkie tam, gdzie okreslone. Posiada réwniez odwzorowanie odwrotne, a mianowi-
cie pry: o (id x¢), ktore tez jest gladkie. m

Ze stwierdzenia tego wynika miedzy innymi, ze wymiary podprzestrzeni V), i Vp’
sa réwne. Wymiarem powierzchni M w punkcie p nazywamy wymiar podprzestrzeni
Vp. Wymiar jest staly na sktadowych spéjnych powierzchni M. Odwzorowanie

V:0y = M C X:x— (x,p(x))

nazywac bedziemy lokalng parametryzacjg powierzchni M.
Odwzorowanie
KZ@ZJflCMﬂ(OV XOW)—)OV cVv

nazywac bedziemy lokalng mapg. Poniewaz podprzestrzen V' jest wymiaru skornczo-
nego mozemy, poprzez wybodr bazy, utozsamic ja z R™. Przy takim utozsamieniu
lokalng mape nazywaé bedziemy tez lokalnym uktadem wspotrzednych. Stwierdze-
nie 1 mozemy wypowiedzie¢ tak: jezeli ¢; i 1, sa dwiema parametryzacjami, to
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odwzorowanie 5 Lo ¢, jest gladkie tam, gdzie okre§lone. Lub réwnowaznie: je-
zeli k1 1 ko s3 dwiema mapami, to odwzorowanie &y o Ii;l jest gladkie tam, gdzie
okreslone.

Powierzchnia M (podobnie jak kazdy podzbiér R™) posiada naturalna topologie
indukowana z X: podzbiér O C M jest otwarty, jezeli istnieje zbiér otwarty U C X
taki, ze O = U N M. W tej topologii lokalna parametryzacja i lokalna mapa sa
odwzorowaniami cigglymi.

Uwaga: jezeli w definicji powierzchni warunek gladkosci zastapimy warunkiem
k-krotnej rézniczkowalnosci, to méwimy o powierzchni klasy C*.

Twierdzenia o funkcji uwiktanej i o statym rzedzie daja sposoby na wyjaénianie,
czy zbidr jest powierzchnia.

Twierdzenie o funkcji uwiktanej byto sformutowane w sposéb nastepujacy:

TWIERDZENIE (O FUNKCJI UWIKLANEJ). Zaldzmy, ze odwzorowanie
GVxWDOU—=Y

jest rézniczkowalne w sposéb ciagly i ze dla (zo,yo) € U, G(zo,y0) = 0 pochodna
czastkowa Gy, (zo,yo) jest odwracalna (tzn. G",V(aco,yo)_1 istnieje 1 jest ciagle).
Woweczas istnieje otoczenie V' D U > i jedyne odwzorowanie ciaggle T U— W
takie, ze T'(z9) = yo I G(x,T(x)) = 0. Ponadto T jest rézniczkowalne w sposcb
ciagty i

T'(z) = —(Gw(z,T(2))) " 0 Gy (2,T(2)) -

W twierdzeniu tym rozktad przestrzeni argumentéw na sume prostg X = VoW
nie jest konieczny. Wystarczy zalozy¢, ze odwzorowanie G: X — Y ma rzad maksy-
malny, réwny wymiarowi przestrzeni Y. Mozemy teraz przeformutowac twierdzenie
o funkcji uwiklanej w sposéb nastepujacy:

TWIERDZENIE 15.1. Zalézmy, ze odwzorowanie
G:XDU—-Y

miedzy przestrzeniami wektorowymi wymiaru skonczonego jest gladkie i ze dla
kazdego p € U, G(p) = 0 pochodna G'(p) jest surjekcja.

Wéwczas zbior M = G=(0) C U C X jest powierzchnia wymiaru dim X — dimY.
DowoOb: Dla wybranego p € M ktadziemy V,, = ker G'(p) i W, réwne dowolnej
podprzestrzeni dopetniajacej V, w X. Z twierdzenia o funkcji uwiktanej wynika

istnienie otoczen Oy C V,, Ow C W), i odwzorowania ¢, o ktorych mowa w definicji
powierzchni. u

Z kolei twierdzenie o stalym rzedzie podane zostalo w postaci nastepujace;j.
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TWIERDZENIE (O STALYM RZEDZIE). Zakladamy, ze wymiary przestrzeni X 1Y
sa skonczone i ze odwzorowanie S:Y O U — X jest rozniczkowalne w sposéb
ciagly, a rzad pochodnej jest staty. Wowczas dla kazdego x € U istnieje otoczenie
U takie, ze S(U) jest wykresem odwzorowania, to znaczy istnieja podprzestrzenie
V,W przestrzeni Y takie, ze Y = V. & W i S(U) jest wykresem odwzorowania
T:-VO>O0—->W.

A oto wersja ,,geometryczna” tego twierdzenia:

TWIERDZENIE 15.2. Zalézmy, ze odwzorowanie S:Y DU — X jest gladkie, a rzad
pochodnej jest staly, rowny m. Wowczas dla kazdego x € U istnieje otoczenie U
takie, ze S(U) jest powierzchnig w X wymiaru m.

Zwro¢my uwage na istotna réznice w znaczeniu tych twierdzen. Twierdzenie 15.1
méwi, ze caly zbiér M = G~1(0) jest powierzchnia, natomiast Twierdzenie 15.2
méwi tylko, ze S(U) jest powierzchnig. Méwimy, ze S(U) jest lokalnie powierzchnia.
O tym, czy caly zbiér S(U) jest powierzchnia decyduja globalne, nie do uchwycenia
poprzez analize wylacznie pochodnej, wlasnosci odwzorowania S (patrz przyklady
ponizej).

Przyktlady:

(1) Podzbiér otwarty O C R™ jest powierzchnig wymiaru n.

(2) Zbiér jednopunktowy {m} jest powierzchnia wymiaru zero.

(3) Sfera S? w R? jest powierzchnia. S? jest dana jako ¢ 1(0), gdzie

e R = R (z,y,2) » 2 +y2 +22 -1

Z twierdzenia o funkcji uwiklanej jest to powierzchnia.
(4) Razad pochodnej odwzorowania

11
]-=,=[xR = R®
pi] =50 5lx
danego wzorem

o(r,y) = (1 + xsin(%y)) cosy, (1 + xsin(%y)) siny,xsin(%y))

jest w kazdym punkcie réwny 2. Jego obraz jest powierzchnia (lokalnie)
na mocy twierdzenia o stalym rzedzie. Latwo pokazaé, ze jest rowniez po-
wierzchnig globalnie. Powierzchnia ta nazywana jest wstegq Mébiusa.

(5) Podzbiér R? zadany réwnaniem xy = 0 nie jest powierzchnig. Jest to para
przecinajacych sie prostych (osi wspétrzednych). Dla zadnego otoczenia zera,
(punkt przecigcia prostych) i dla zadnego rozkladu R? na dwie podprzestrze-
nie (jednowymiarowe) przecinajace si¢ proste nie sa wykresem odwzorowa-
nia.
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(6) Rzad pochodnej odwzorowania
©:R — R*:t — (cos(t),sin(2t))

jest w kazdym punkcie réwny 1, wiec jego obraz jest lokalnie (wzgledem

argumentu t) powierzchnia. Ale przeciecie kuli K(0,¢) z ¢(R) sklada sie,

dla e < %, z dwoch tukéw, przecinajacych sie w zerze. Argumenty jak w
poprzednim przykladzie pokazuja, ze tuki te nie tworza powierzchni.

Niech M bedzie powierzchniag w X. Zbiér N C M nazwiemy podpowierzchnig
powierzchni M, jezeli dla kazdego lokalnego uktadu wspétrzednych k: M D O —
R™ zbidér k(N N O) jest powierzchnia w R™. W szczegdlnosci, otwarty podzbidr
powierzchni M jest jego podpowierzchnia.

Oczywistym jest wniosek, ze podpowierzchnia N powierzchni M C X jest po-
wierzchnia w X.

15.2. Funkcje na powierzchniach.

W dalszym ciagu tylko sporadycznie bedziemy korzysta¢ explicite z faktu, ze
powierzchnia M jest podzbiorem przestrzeni wektorowej X. Proponowane sformu-
towania opierac¢ sie beda tylko na istnieniu i zgodnosci (Stwierdzenie 15.1) lokalnych
parametryzacji lub lokalnych uktadéw wspélrzednych. Niech M bedzie powierzch-
nig w R".

DEFINICIA 15.2. Odwzorowanie f: M — Y o wartoSciach w przestrzeni Banacha
Y nazywamy rozniczkowalnym, jezeli dla kazdej lokalnej parametryzacji ¢: R™ D
O — M odwzorowanie

foy:R" DO =Y

jest rézniczkowalne.

W oczywisty sposob definiujemy tez odwzorowanie rézniczkowalne w punkcie. Na
mocy Stwierdzenia 1, dla sprawdzenia rézniczkowalno$ci odwzorowania w punkcie
p, wystarczy sprawdzi¢ rézniczkowalnos$é f o ¢» w punkcie ¢ ~1(p) dla jednej tylko
parametryzacji otoczenia p.

Przyklad. Kazda lokalna mapa jest odwzorowaniem rézniczkowalnym.

Jezeli mamy odwzorowanie rézniczkowalne F: X D O — Y okre$lone na otwar-
tym otoczeniu powierzchni M, to f := F|js jest tez odwzorowaniem rézniczkowal-
nym. Wystarczy zauwazy¢, ze

fo=Foy,

a ¥ jest rézniczkowalne jako odwzorowanie ¢: R™ D O — X. Mozemy pokazac, ze
kazde odwzorowanie rézniczkowalne f: M — Y jest uzyskiwalne w ten sposéb. Lo-
kalnie jest to oczywiste: majac lokalng reprezentacje M jako wykresu odwzorowania
p: Oy — Oy definiujemy Fp: Oy x Ow — R przez
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Problem polega na zbudowaniu z rodziny (Fp) jednej funkcji F' na otoczeniu catego
M. Standardowa metoda polega na wykorzystaniu twierdzenia o rézniczkowalnym
rozktadzie jednoSci. Przy okazji dowodzenia twierdzenia o zamianie zmiennych po-
znalidmy twierdzenie o rozkladzie jednoSci w nastepujacym ksztalcie.

TWIERDZENIE (O ROZNICZKOWALNYM ROZKLADZIE JEDNOSCI). Niech K C R®
zwarty 1 (U;) - jego pokrycie zbiorami otwartymi. Istnieja nieujemne funkcje gladkie
(¢;) na R takie, ze supp(¢;) C U;, tylko skoniczona liczba funkcji jest rézna od
zeraoraz0< ) ¢ <1i)  ¢pi(x)=1dlaz € K.

Dzieki zwartodci mozna byto zadaé, by prawie wszystkie funkcje byty rowne zeru
i w konsekwencji, by wystepujace w sformulowaniu twierdzenia sumy byly dobrze
okreslone. Zauwazmy, ze dla okreslenia tych sum wystarczy, zeby w otoczeniu kaz-
dego punktu tylko skoniczona liczba funkeji z rodziny (¢;) byta rézna od zera. Majac
to na uwadze mozna twierdzenie o rozkladzie jednosci przeformutowaé¢ w sposéb na-
stepujacy:
TWIERDZENIE 15.3 (O ROZNICZKOWALNYM ROZKLADZIE JEDNOSCI). Niech M C
R™ i niech (U;) bedzie pokryciem M zbiorami otwartymi w X . Istniejg nieujemne
funkcje gladkie (¢;) na X takie, ze supp(¢;) C U;, w otoczeniu kazdego punktu
X tylko skoriczona liczba funkcji jest rézna od zera, ), ¢; < 11, ¢i(x) =1 dla
re M.

Twierdzenie to przyjmujemy bez dowodu.

Wykazemy teraz, korzystajac z rozkladu jednoici, istnienie odwzorowania gtad-
kiego F' na R" takiego, ze F|y = f. Dla kazdego punktu p € M mamy otoczenie
O, = Oy, x Ow,, o ktérym méwi definicja powierzchni. Rodzina (Op)pen tworzy
pokrycie M zbiorami otwartymi. Bierzemy rozklad jednosci (¢,) zwiazany z tym
pokryciem i ktadziemy

F=YF,
p

gdzie
~ ¢p(z)Fo,(z) dlaz € O,
Fy(z) =
0 dla z € O,.
Lokalnie jest to skonczona suma funkcji rézniczkowalnych, wiec jest funkcja réz-
niczkowalna. Dla x € M mamy

F(z) =Y ¢p()Fo, (@) = f(z) Y ¢p(x) = f(2).

Zatem kazde odworowanie rézniczkowalne na M o wartoSciach w przestrzeni Bana-
cha jest obcieciem odwzorowania rézniczkowalnego, okreslonego na otwartym oto-
czeniu M w R”.

Whiosek ten mozna tez uja¢ w nastepujacy sposob.
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STWIERDZENIE 15.4. Kazde odworowanie rézniczkowalne na podpowierzchni N
powierzchni M o wartosciach w przestrzeni Banacha jest obcigciem odwzorowania
rézniczkowalnego, okreslonego na otwartym otoczeniu N w M.

Dowo6n: Wystarczy przypomnieé, ze podpowierzchnia powierzchni M C R™ jest
powierzchnig w R". ]

I jeszcze jedna uwaga dotyczaca rozkladu jednosci. Z Twierdzenia 15.3 wynika
inna wersja twierdzenia o rozktadzie jednosci na powierzchni M. W wersji tej nie
odwotlujemy sie explicite do faktu, ze M jest zanurzone w R™.

TWIERDZENIE 15.5 (O ROZKLADZIE JEDNOSCI NA POWIERZCHNI). Niech (U;) be-
dzie pokryciem powierzchni M zbiorami otwartymi w M . Istniejg nieujemne funkcje
gladkie (¢;) na M takie, Ze supp(¢;) C U;, w otoczeniu kazdego punktu M tylko
skoriczona liczba funkcji jest rézna od zerai) , ¢;(p) =1 dlap € M.

7 tej postaci twierdzenia o rozktadzie jednosci bedziemy intensywnie korzystac
w dalszej cze$ci wyktadu.

15.3. Rézniczkowalne odwzorowania powierzchni.
Niech X D M i X' D M' beda powierzchniami i niech dane bedzie odwzorowanie
F:M — M'.

DEFINICJA 15.6. Odwzorowanie F' jest rozniczkowalnym odwzorowaniem powierz-
chni, jezeli traktowana jako odwzorowanie w przestrzeri Banacha (wymiaru skon-
czonego)

F:M— X'

jest rézniczkowalne.

STWIERDZENIE 15.7. F jest rézniczkowalne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
parametryzacji ¢ powierzchni M i kazdego lokalnego ukladu wspdlrzednych k' na
powierzchni M' odwzorowanie

(k"YoF ot (15.2)

Jjest rézniczkowalne (tam, gdzie okreslone).

Dowo6D: Jezeli odwzorowanie F jest rézniczkowalne, to z definicji odzorowanie
Foh:R™ D O — X' jest tez rézniczkowalne. Lokalna mapa x': M’ D U' — R™
jest odwzorowaniem rézniczkowalnym, wiec jest obcieciem odwzorowania rézniczko-
walnego #': X’ D U — R™ (strona 5). Odwzorowanie & o F o1} jest rézniczkowalne
jako zlozenie odwzorowan rézniczkowalnych, ale

K oFoy=koFoq,
bo obraz ¢ jest zawarty w M. W druga strone:

Foty)= (k)"oK oFoq
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(tam, gdzie to ma sens). Odwzorowanie (k') ! jest lokalna parametryzacja, wiec jest
rézniczkowalnym odwzorowaniem z otwartego podzbioru R™ w X'. Jezeli zatem
k' o F o1 jest rézniczkowalne, to F o) jest tez odwzorowaniem rézniczkowalnym.
Whioskujemy, ze odwzorowanie F' jest rézniczkowalne. m

Ze stwierdzenia tego mamy oczywisty wniosek: ztozenie odwzorowan rézniczko-
walnych powierzchni jest odwzorowaniem rézniczkowalnym.

STWIERDZENIE 15.8. Odwzorowanie F: M — M’ jest rézniczkowalne wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdej funkcji rézniczkowalnej f: M' — R funkcja fo F: M — R
jest rézniczkowalna.

Dowo6D: W jedna strone oczywiste, bo ztozenie odwzorowan rézniczkowalnych jest
rézniczkowalne. W druga strone prawie oczywiste. Wystarczy zauwazy¢, ze odwzo-
rowanie ' ma wartoéci w R™ | jest wiec skoficzonym ciggiem funkeji (lokalnych)
na M'. Sa one funkcjami rézniczkowalnymi, wiec ich ztozenia z F' tez sg rézniczko-
walne. Konsekwentnie, k' o F' 0 1) jest odwzorowaniem rézniczkowalnym. Ze Stwier-
dzenia 15.7 wynika, ze odwzorowanie F' jest rézniczkowalne. m

15.4. Rozmaito$¢ rézniczkowa (rézniczkowalna).

Rozumowania z poprzedniego rozdzialu mozna podsumowaé¢ wnioskiem, ze dla
stwierdzenia, czy odwzorowanie F' miedzy powierzchniami M i M’ jest rézniczko-
walne potrzebne s3 tylko lokalne parametryzacje lub, réwnowaznie, lokalne uktady
wspélrzednych. Mozemy zapomnieé¢ o tym, ze M jest zanurzone w X a M' w X'.
Istotny jest tylko fakt, ze dla kazdej pary lokalnych uktadéw wspéirzednych & i &/,
odpowiednio na M i M’, odwzorowanie

K oFor™L:R™ 50 — R"™

jest rézniczkowalne wszedzie tam, gdzie okreslone.

Podobne warunki zgodno$ci mamy tez dla lokalnych parametryzacji M i M'.
Zbior lokalnych map (lokalnych uktadéw wspdlrzednych) nazywa sie atlasem. Do-
chodzimy w ten sposéb do pojecia abstrakcyjnej rozmaitosci rozniczkowej jako
zbioru M wyposazonego w topologie i atlas. Powaznym problemem jest rozpoznanie
ograniczen na topologie wynikajacych z faktu, ze powierzchnia jest zanurzona w X.
Okazuje sie, ze znakiem rozpoznawczym jest istnienie lokalnego rozktadu jednosci.

W dalszym ciagu uzywaé bedziemy zamiennie okreslert powierzchnia i rozmaitosé.

15.5. Wektory styczne do powierzchni (rozmaitosci).

Niech M bedzie powierzchnia. Krzywa w M nazywamy odwzorowanie rézniczko-
walne
v:R — M.

Zatozenie, ze krzywa jest okre$lona na calym R nie jest istotne. Wystarczy, by
byta okreslona w otoczeniu zera. Dla wygody notacji bedziemy jednak zaktadac, ze
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zbiorem argumentéw krzywej jest cala oS rzeczywista. Dwie krzywe v, v w M sa
réwnowazne, jezeli v(0) = +/(0) i

S om0) = (7)) (15.3)

dla kazdej funkcji rézniczkowalnej na M. Klase réwnowaznosci krzywych wzgle-
dem tej relacji réwnowaznodci nazywamy wektorem stycznym do M z punktem
zaczepienia v(0). Bedziemy go oznaczaé ty(0). Zbiér wektoréw stycznych do M,
zaczepionych w punkcie p bedziemy oznacza¢ T,M i nazywal przestrzenig styczng
do M w punkcie p. Zbiér wszystkich wektoréw stycznych do M oznaczamy TM i
nazywamy wiazkq styczng do M. Mamy oczywisty rzut kanoniczny

Tar: TM — M:ty(0) — ~(0).

Kazdej parze (wektor styczny v = t(0), funkcja f na M) mozemy przypisaé liczbe

d
o(f) = 5 (F om0,
Z definicji wektora stycznego wynika niezaleznosc tej liczby od krzywej reprezen-
tujacej wektor styczny v. Liczba v(f) jest pochodna funkeji f w kierunku wektora
stycznego v.

W fizyce wektory styczne reprezentuja takie intuicje jak infinitezymalne prze-
suniecia (np w statyce), predkosci (w dynamice). Zwréémy tylko uwage na fakt,
ze wektor styczny (predko$é) ma zawsze punkt zaczepienia (polozenie). Wektoréw
stycznych zaczepionych w réznych punktach nie da sie poréwnaé¢ nie majac do
dyspozycji dodatkowej struktury. Wektor styczny jest infinitezymalnym kawatkiem
ruchu. Nieco wiekszy (ciagle infinitezymalny ) kawatek ruchu (np potozenie, pred-
ko$¢ 1 przyspieszenie) dostaniemy, doktadajac do warunku (15.3) réwno$¢ wyzszych
pochodnych do pewnego rzedu (np. drugiego).

15.6. Operacje algebraiczne na wektorach stycznych.

Niech v = ty bedzie wektorem stycznym do M i niech a € R. Iloczyn av zdefi-
niowany jest wzorem
av = ty/,

gdzie v'(t) = ~y(at). Latwo sprawdzi¢, ze definicja ta jest poprawna, to znaczy av
nie zalezy od reprezentacji wektora v. Wynika to z rownosci

d , d
— 0) =a— 0).
7270 =ag(fo)0)
Powiemy, ze miedzy trzema wektorami v, w,u zaczepionymi w jednym punkcie
zachodzi relacja
u=v+w,
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jezeli dla kazdej funkcji f
u(f) =v(f) +w(f).

Uwaga. Z konstrukcji wektora stycznego v wynika, ze definiuje on odwzorowa-
nie @,: f = v(f) € R na przestrzeni funkcji gtadkich na M. Jest zatem elementem
duzej przestrzeni wektorowej wszystkich funkcji (fukcjonaléw) okreslonych na prze-
strzeni funkcji gtadkich. Wprowadzone powyzej relacje iloczynu i sumy sg zgodne
ze struktura tej przestrzeni wektorowej. Powstaje naturalne pytanie: czy przestrzen
wektorow stycznych tworzy podprzestrzen wektorowa tej duzej przestrzeni.

Zastanéwmy sie najpierw, czy wszystkie wektory zaczepione w dwéch réznych
punktach moga tworzy¢ jedna podprzestrzen wektorowa.

Niech v € T,M, w € T,M beda niezerowymi wektorami zaczepionymi w dwdch
réznych punktach, tzn. p # ¢. Przypu$émy, ze istnieje wektor styczny u taki, ze dla
kazdej funkcji f na M zachodzi réwnos¢.

o(f) + w(f) = u(f). (15.4)
Wektor u nie moze by¢ zaczepiony jednoczesnie w p i ¢, wiec mozemy przyjac, ze
Ty (u) # p. Argumentacje takie jak przy dowodzie twierdzenia o rozktadzie jednosci
(Analiza IT) pokazuja, ze istnieje funkcja gtadka ¢ taka, Ze w otoczeniu punktu p jest
réwna zero, a w otoczeniu punktéw ¢ i Tps(u) jest réwna jeden. Poniewaz pochodna
w zerze funkcji f oy zalezy tylko od wartosci f w otoczeniu «y(0), mamy réwnosci

v(fe) =0, w(fe) =w(f), u(fe)=ulf). (15.5)
Poniewaz réwnoé¢ (15.4) zachodzi dla kazdej funkeji f, mamy
w(f) =v(fe) +w(fe) = u(fe) = ulf) = v(f) +w(f), (15.6)

czyliv(f) = 0, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze v jest wektorem stycznym réznym
od zera. Nie ma wiec wektora, ktéry bytby suma dwéch (réznych od zera) wektoréw
zaczepionych w dwdéch réznych punktach. Mowa o sumie w przestrzeni wektorowej
wszystkich funkcji okreslonych na zbiorze funkcji gtadkich.

15.7. Transport wektoréw. Odwzorowania styczne.

Niech M, N beda powierzchniami (rozmaitoéciami) i niech F: M — N bedzie
odwzorowaniem rézniczkowalnym. Dla kazdej krzywej rézniczkowalnej v: R — M
na M definiujemy krzywg Fxy na N wzorem

Fyy=Fon.

STWIERDZENIE 15.9. Przyporzadkowaniey — Fx7y definiuje odwzorowanie miedzy
wektorami

TpF: TpM — Tp(p)N,
przy czym

(TpF()(f) = v(fo F) (15.7)
dla kazdej funkcji f na N. Ponadto T,F zachowuje relacje dodawania wektoréw
stycznych i mnozenia ich przez liczbe.
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DowOD: Najpierw trzeba pokazaé, ze jezeli krzywe v, s réwnowazne, to krzywe
Fyxv 1 Fx' tez sa rownowazne. Istotnie, dla dowolnej funkcji f na N

CFo(Fom)0)=S(foF)on(0)

- %(foF) 0+ (0) = %fo (Fo7')(0).

Wynika stad tez relacja (15.7). Jezeli teraz dla trzech wektoréw v, w,u, stycznych
do M w punkcie p mamy
u=v+w,
to
(TpF(u)(f) =u(f o F) = v(f o F) + w(f o F)

(TpF(0))(f) + (TpF(w))(f).
Zatem T,F(u) = T,F(v) + T, F(w). Podobnie wykazujemy jednorodno$¢. ]

Odwzorowanie T, F nazywamy odwzorowaniem stycznym w punkcie p do odwzo-
rowania F. Zebrane punkt po punkcie definiujg odwzorowanie styczne

TF:TM — TN.

Z definicji odwzorowania stycznego wynika natychmiast

STWIERDZENIE 15.10. Niech F: M — N i ¥: N — S beda rézniczkowalnymi od-
wzorowaniami powierzchni. Wéwczas

T(PoF)=TUoTF
DowoODp: Niech f bedzie funkcja gladka na S. Wéwczas
(T(We F))()(f) =v(fo¥o F) = (TF(v))(fo¥)
= (TY(TEv))(f) = (T o TF)(v))(f)-
|
Jako prosta konsekwencje tej wlasnoSci odwzorowan stycznych dostajemy

STWIERDZENIE 15.11. Jezeli odwzorowanie F: M — N jest, w otoczeniu punktu
p € M, dyfeomorfizmem (F jest odwracalne i odwzorowanie odwrotne jest réznicz-
kowalne), to TpF: TyM — Tp(,) N jest odwracalne i

(ToF) ™' =TppF " (15.8)
DowOD: Z poprzedniego stwierdzenia mamy
T,(F1toF)= TF(,,)F’1 oT,F
oraz
Trp(FoF™Y) =TyF o Ty,
Z réwnoéci tych dostajemy natychmiast teze. u
W szczegdlnodei, wynika stad
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STWIERDZENIE 15.12. Niech ¢: R™ D O — M bedzie lokalng parametryzacja M
otoczenia p € M i niech ¢(z) = p. Odwzorowanie

T:T,0 = T,M

jest bijekcja przestrzeni stycznych.

Dowoép: Wystarczy przypomnieé sobie, ze 1! jest odwzorowaniem rézniczkowal-
nym (lokalnym uktadem wspéirzednych). Z poprzedniego stwierdzenia wynika, ze

TP(I/’_I) = (Tzw)_l'

|
Uwaga: Jezeli O C M jest otwartym podzbiorem M, to dla p € O mamy

utozsamienie
T,0 =T,M.

W ogdélnosci, jezeli N C M jest podpowierzchnia i ¢: N — M jest kanonicznym
wlozeniem, to Tt jest injekcja. Wynika to natychmiast ze Stwierdzenia 15.4. Mo-
zemy zatem utozsamia¢ wektor styczny do N z wektorem stycznym do M. Punkt
zaczepienia jest oczywiscie ten sam.

15.8. Wazne przyklady.

(1) Jezeli M = {p}, to TM skltada si¢ z jednego wektora zerowego zaczepionego
w p.

(2) Niech M = O C X bedzie otwartym podzbiorem przestrzeni wektorowej X.
STWIERDZENIE 15.13. Dla kazdego p € O istnieje kanoniczna bijekcja prze-
strzeni stycznej T,0 i przestrzeni X. Operacje algebraiczne w przestrzeni
stycznej odpowiadaja kanonicznym operacjom dodawania i mnozenia przez
liczbe w X.

Dowo6D: Ustalmy p € O. Dla kazdego elementu v € X zdefiniujemy krzywa,
~y» wzorem (w otoczeniu p)

Yo (t) = p + to.

Wybierzmy baze w przestrzeni X. Jezeli funkcja z': X — R jest i-tg wspol-
rzedna wzgledem tej bazy, to jak latwo zauwazy¢

() + 127 (0)) im0 = 2 (0) = o',

(1. 0)(&) = 3

(v jest wspétrzedna wektora v w wybranej bazie). Wynika stad, ze odwzo-
rowanie

Xo2v—=ty,(0) eT,M (15.9)
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jest injekcja oraz ze zachowuje dzialania algebraiczne.

Wystarczy teraz wykazaé¢ surjektywnos$¢ odwzorowania (15.9). Niech
bedzie krzywa w O iniech v(0) = p. Bezpo$rednim rachunkiem sprawdzamy,
ze krzywa vy jest réwnowazna krzywej

d

Krzywa ta jest postaci v,, gdzie v = %7(0).
|
Mamy wiec w tym przypadku naturalne utozsamienie TO z O x X. Jezeli
F:0O — N iréwniez N = U jest otwartym podzbiorem Y, to dla kazdego
m € O
TnF:T,,0=X — TF(m)N =Y.

Odwzorowanie to jest znana z Analizy II pochodng odwzorowania. Odwzo-
rowanie styczne jest odpowiednikiem pochodnej dla dowolnych powierzchni
(rozmaitosci).

Z drugiego przyktadu i ze Stwierdzenia 15.12 wynika, ze przestrzen styczna do
powierzchni M jest w kazdym punkcie przestrzenia wektorowa wymiaru réwnego
wymiarowi powierzchni.

STWIERDZENIE 15.14. Wymiar przestrzeni stycznej T,M jest rowny wymiarowi
powierzchni M w punkcie p.

Mozemy teraz sformutowaé geometryczng wersje twierdzenia o lokalnej odwra-
calnoci.

TWIERDZENIE 15.3 (O LOKALNEJ ODWRACALNOSCI). Niech F: M — N bedzie
gladkim odwzorowaniem powierzchni. Jezeli odwzorowanie styczne

TyF:T,M — Ty N (15.10)

Jjest izomorfizmem przestrzeni wektorowych, to istnieje otoczenie otwarte O punktu
p takie, ze zbior F(O) jest otwarty i indukowane odwzorowanie

F:0— F(O)

jest dyfeomorfizmem (jest odwracalne i odwzorowanie odwrotne jest gladkie).

DowOD: F jest dyfeomorfizmem w otoczeniu p wtedy i tylko wtedy, gdy o F o)
jest dyfeomorfizmem w otoczeniu . k jest tu lokalnym uktadem wspoétrzednych w
otoczeniu F(p), 1 jest lokalng parametryzacja w otoczeniu p i p = ¢(z). Wystarczy
teraz skorzysta¢ drugiego przyktadu i zastosowaé twierdzenie o lokalnej odwracal-
nosci, znane z Analizy II. m
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I jeszcze jedna uwaga. W R™ mamy baze kanoniczna (es,...,e,) 1, w zwiazku z
tym, kazdy lokalny uktad wspéirzednych & = (z%)™, zadaje baze w T,M. Element
tej bazy, odpowiadajacy e;, oznaczamy

0
Oxt’

to znaczy
0

Tn(axi) =¢

Uwaga. W oznaczeniach tych nie jest widoczny punkt zaczepienia wektora.

Zajmijmy sie teraz przypadkiem powierzchni zanurzonej w przestrzeni wektoro-
wej X. Wiemy juz, ze przestrzen stycznag do powierzchni M C X mozna utozsamié
z podprzestrzenig przestrzeni stycznej do X, ktéra utozsamiamy z X.

Niech ¥: R™ D O — M C X bedzie parametryzacja powierzchni M. Z wtasnosci
odwzorowania stycznego wynika ze Tt zadaje lokalng parametryzacje wiazki stycz-
nej i ze dwie takie parametryzacje 1,1’ sa zgodne, tzn. (T1) ! o Te)' jest gladkie
tam, gdzie okre$lone. Wynika stad, ze wiazka styczna jest powierzchniag w X x X.

Twierdzenia o stalym rzedzie i o funkcji uwiktanej daja nam prosty przepis na
znajdowanie przestrzeni stycznej do M jako podprzestrzeni X.

STWIERDZENIE 15.15. Zalézmy, ze odwzorowanie G: X — Y spelnia zalozenia
Twierdzenia 15.1. Wowczas dlap € G71(0) = M

T,M =G'(p) ' (0).

DowODp: Niech v: R — M bedzie krzywa w M i niech p = v(0). Mamy G oy = 0,
wiec G'(p)(ty) = 0. Stad zawieranie w jedna strone. Z dowodu Twierdzenia 15.1
wynika, ze w otoczeniu p powierzchnia M jest wykresem odwzorowania z otwartego
podzbioru podprzestrzeni G (p) ' (0) € X w podprzestrzeni dopelniajaca. Jest za-
tem wymiaru dim G'(p) ' (0). Przestrzen styczna jest tego samego wymiaru, wiec
mamy dowodzong réwnosc. u

Podobnie mamy

STWIERDZENIE 15.16. Niech odwzorowanie T:Y D U — X spelnia zalozZenia
Twierdzenia 15.2. Jezeli powierzchnia M jest réwna T'(U), to przestrzen styczna
T,M jest réwna T'(y)(Y'), gdzie T'(y) = p.

Uwagi.

(1) Jezeli powierzchnia M jest otwartym podzbiorem przestrzeni wektorowej X,
to wektor styczny, zaczepiony w dowolnym punkcie, moze by¢ utozsamiony z
elementem przestrzeni X. Méwimy, ze element przestrzeni X jest wektorem
swobodnym.
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(2) Jezeli M = X, to kazdy wektor v € T, X jest reprezentowany przez wyréz-
niong krzywa (prosta)
Yo:t = p+to,

a prosta przez dwa punkty: p i v,(1) = p + v. Stad czesta reprezentacja
wektora stycznego jako pary punktéw w X.

15.9. Wektory ko-styczne (ko-wektory styczne) do powierzchni.

Niech f € C*°(M). Dla kazdego punktu p na powierzchni M funkcja f zadaje
odwzorowanie liniowe
T,M>3v—v(f) €R

Liniowos$¢ tego odwzorowania zawarta jest w definicji struktury wektorowej w prze-
strzeni stycznej (struktura wektorowa przestrzeni stycznej jest, z definicji, taka, w
ktérej powyzsze odwzorowania sa liniowe). Odwzorowanie to nazywamy rdzniczkg
funkcji f w punkcie p i oznaczamy d,f. Zbiér rézniczek w punkcie p oznaczamy
T:; M. Jest to przestrzen wektorowa z naturalng struktura indukowana ze struktury
przestrzeni wektorowej funkcji na M:

dpf +dpg = dp(f + 9).

Jako funkcjonat liniowy na T,M rézniczka funkcji jest elementem (T,M)*, prze-
strzeni dualnej (sprzezonej) do T, M. Dodawania (i mnozenia przez liczby) w T:M i
(T,M)* sa zgodne, wiec przestrzen rézniczek jest w naturalny sposéb utozsamiana
z podprzestrzenia wektorowa przestrzeni dualnej do przestrzeni stycznej. Dalej po-
kazemy, ze obie przestrzenie sa rowne. Element przestrzeni wektorowej T: M na-
zywamy réowniez ko-wektorem (kowektorem) stycznym lub wektorem ko-stycznym
(kostycznym) do powierzchni M, zaczepionym w punkcie p, a zbidr T;':M przestrze-
nig kostyczng. Zbiér wszystkich kowektoréw na M oznaczamy T*M i nazywany
wigzkq kostyczng. Istnieje kanoniczne rzutowanie

T TEM — M:d,f — p.

Niech F: M — N bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym powierzchni. Odwzo-
rowanie sprzezone do odwzorowania stycznego

TPF: TpM - TF(p)N
jest odwzorowaniem liniowym
(ToF)*: (TppyN)* = (T,M)*.
Odwzorowanie to indukuje odwzorowanie przestrzeni rézniczek

(TpF)*: TN = T M,



15.9. WEKTORY KO-STYCZNE (KO-WEKTORY STYCZNE) DO POWIERZCHNI 15

tzn. obraz rézniczki jest rézniczka. Aby to udowodni¢ zauwazmy, ze dla f € C*°(N)
idlave T,M mamy

(0, (TyF)*(dp@p) f)) = (TpF (v), drp) f)
=TpFv(f) =v(foF)
= (v,dp(f o F)). (15.11)

W szczegdlnosci, dla lokalnej mapy x: M D O — R™ odwzorowanie (T,k)* jest
liniowym izomorfizmem Ti(p)]Rm i Ty M, oraz (T, R™)* i (T,M)*.

Uwaga. Odwzorowania styczne T,F' zbieraja si¢ w odwzorowanie miedzy wigz-
kami stycznymi TF: TM — TN. W przeciwiefistwie do tego, odwzorowania (T, F)*
nie zbieraja sie do odwzorowania miedzy T*M i T*N, a jedynie do relacji. Wynika
to z faktu, ze F'i T,F ,dzialaja” od M do N, za$ (T,F)* w kierunku przeciwnym.

STWIERDZENIE 15.17. Kazdy element z (T,M)* jest rézniczka funkcji, czyli
(TpM)* =ThM.

DowOD: Poniewaz (T,x)* jest liniowym izomorfizmem, na mocy zwiazku (15.11)
wystarczy pokazac, ze stwierdzenie jest prawdziwe dla otwartego podzbioru R”™.
Niech wigc O C R" i niech a € (T,,0)*. Oznaczmy

@i = (o)

Oxt’
i zdefiniujmy funkcje f, na O przez
fol@) =Y ai(a’ - af).
i
Prosty rachunek pokazuje, ze
0

@(f o) = @
czyli a = dg, fa- m

Argumentacja uzyta w dowodzie pokazuje réwniez, ze dla kazdego z € O kowek-

) 0

tory (d,*) tworza baze T O, dualng do bazy (%) w T,0. W bazie tej rézniczka

funkcji f ma taki rozktad:

d.f = ggi (z)d,z" (15.12)

I jeszcze dwie uwagi:
Poniewaz dla zbioru otwartego O C X mamy TO = O x X, wiec podobnie
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T*O = O x X*. Zatem dla M C X przestrzen T:M moze by¢ utozsamiona z
przestrzenig ilorazowa X ™ przez anihilator przestrzeni stycznej T,M jako podprze-
strzeni X*. Anihilator ten moze by¢ utozsamiony z dopelieniem ortogonalnym
przestrzeni stycznej wzgledem dowolnego iloczynu skalarnego w X. W konsekwen-
cji, przestrzen dualna do podprzestrzeni w X moze by¢ utozsamiona z nig sama.
Oznacza to, ze mozemy uwaza¢ T*M za podzbiér X x X (lub X x X*). Lokalne
uktady wspoéhrzednych na M zadaja (patrz wyzej) lokalne uktady wspoétrzeduych
na T*M. Sa one zgodne, wiec T*M jest powierzchnig.

Druga uwaga dotyczy zwiazku rézniczki z pochodna funkcji jako odwzorowania.
Oczywiscie jest sens robi¢ to poréwnanie jedynie w przypadku O C X. Dla x € O
pochodna f'(z) jest odwzorowaniem liniowym f'(z): X — R. Poniewaz X utoz-
samiamy z przestrzenia styczna w kazdym punkcie, f'(z) definiuje nam kowektor.
Natychmiast sprawdzamy, ze ten kowektor jest réwny d, f.

15.10. Pola wektorowe i kowektorowe.
Polem wektorowym (polem wektoréw stycznych) Z na M nazywamy odwzorowa-
nie
Z:M —-TM

takie, ze
Ty 0 Z(p) = p.

Moéwimy, ze pole wektoréw stycznych jest gtadkie, jezeli jest gtadkie jako odwzoro-
wanie miedzy powierzchniami.

Niech k = (2%) bedzie lokalnym uktadem wspétrzednych. Jak juz wiemy, wektory
0

prk it =1,...,m, tworza baze przestrzeni stycznej w kazdym punkcie dziedziny &.
x
Zatem
Z = 7' —, 15.13
; o (15.13)

gdzie Z' sy funkcjami na dziedzinie k. Z jest gladkim polem jezeli funkcje Z' sa
gladkie.

Uwaga. Z(M) jest podzbiorem TM, jest wiec sens méwié¢ o obrazie TF(Z(M))
tego podzbioru wzgledem odwzorowania stycznego TF', gdzie F: M — N. Zbiér
ten nie jest (na ogé6t) obrazem pola wektorowego na N (jezeli F' nie jest bijekcja).
P61 wektorowych na ogdét nie mozna transportowac, mimo istnienia odwzorowania

stycznego. Jako przyktad wezmy M = N =R, F(t) =t2i Z(t) = t3%. Obrazem

0
wektora Z(1) jest wektor 2§ zaczepiony w 1, a obrazem wektora Z(—1) wektor

0 . . .
—2E, tez zaczepiony w jedynce.
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Polem kowektorowym w na M nazywamy odwzorowanie
w:M —T*M
takie, ze

T © W(p) =D

tzn. Tys o w jest identycznodcia na M.

Moéwimy, ze pole kowektoréw stycznych jest gladkie, jezeli jest gltadkie jako od-
wzorowanie miedzy powierzchniami. Niech x = (2') bedzie lokalnym ukladem
wspolrzednych. Baze w przestrzeni kowektorow T; M tworza rézniczki dgat, wiec
lokalnie mozemy zapisaé

w=Y_ fidd, (15.14)
i=1

gdzie f; sy funkcjami na dziedzinie k. Pole kowektorowe w jest gtadkie, jezeli funkcje
fi sa gladkie.
STWIERDZENIE 15.18. Pole kowektorowe jest gladkie, jezeli dla kazdego réznicz-
kowalnego pola wektorowego Z: M — TM funkcja

M > pr (Z(p),w(p) € R

jest rézniczkowalna.

Dowo6Db: Korzystajac z lokalnych reprezentacji (16.3) i (15.14) pdl w i Z dostajemy

(Z(p),w(p) = 3 2" (p)filp). (15.15)
Dalej oczywiste. m

Przykladem pola kowektoréw jest rézniczka df funkcji f:
M>p—d,f.

Lokalnie:

dfzzggidazi.

Uwaga. Kazdy kowektor jest rézniczka (w punkcie zaczepienia kowektora) pewnej
funkcji, ale pole kowektoréw na ogél nie jest rézniczky funkcji. W dalszej czesci
wykladu poznamy warunki, jakie musi spelniaé¢ pole kowektoréw by by¢ rézniczka
jakiej$ funkcji.
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Jezeli odwzorowanie F: M — N jest rézniczkowalne to, jak wiemy, nie mamy
odwzorowania miedzy wigzkami kowektoréw. Tym niemniej dla kazdego pola ko-
wektoréw w na N mozemy zdefiniowaé pole kowektoréw F*w na M przez

F*w(p) = (T,F)*w(F(p)).
Zachodzi prosty, ale wazny fakt

dF*f = F*df (15.16)

tzn. transport (funkcji, pola) jest przemienny z rézniczkowaniem. Istotnie, dla
T,M 3 v = ty(0) mamy

(v, AF* ) = S ((F* 1) 07)(0) = (0 F) 07)(0)
d
= G o (Fo))

= (TF(v),df) = (v, F*df).

15.11. Pole wektorowe jako réwnanie rézniczkowe.

Niech bedzie dana krzywa na powierzchni M, to znaczy odwzorowanie réznicz-
kowalne v:R D I — M. Podniesieniem stycznym ty krzywej v nazywamy odwzo-
rowanie

ty:I = TM:s — tv,(0),

gdzie s jest krzywa t — (s + t). Oczywistym jest, ze Tar o ty = 7.

Niech teraz Z: M — TM bedzie polem wektorowym. Méwimy, ze krzywa v jest
krzywa caltkowa tego pola, jezeli ty = Z o y. W lokalnym ukladzie wspolrzednych
dostajemy réownania

St = 210,

czyli réwnanie (uktad réwnan) zwyczajne pierwszego rzedu. Z twierdzenia o istuie-
niu i jedoznacznodci rozwiazan wynika, ze gladkie pole wektorowe ma dokladnie
jedna krzywa catkowa przechodzaca przez dany punkt p dla wartosci parametru
zero. Zauwazmy przy tym, ze warunek ty = Z oy mozna sformutowac inaczej:

ty(I) C Z(M)

i w oczywisty sposéb uogdlnié¢ zastepujac Z (M) dowolnym podzbiorem D C TM.
Dowolny podzbiér wiazki stycznej do powierzchni mozna zatem traktowaé jako
réwnanie rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu, tzn. réwnanie na krzywe na tej
powierzchni.
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15.12. Metoda mnoznikéw Lagrange’a.

Niech M bedzie powierzchnig i niech f bedzie funkcja na M. Funkcje f mozemy
badac¢ na powierzchni za posrednictwem lokalnych parametryzacji, to znaczy bada-
jac zamiast funkcji f funkcje f o, gdzie ¥ jest lokalng parametryzacja. Oczywiste,
ze f o1 ma lokalne minimum (maksimum) w z wtedy i tylko wtedy, gdy f ma
lokalne minimum (maksimum) w ¢ = (). Znajdujemy tez warunek konieczny
ekstremum: d, f = 0.

Metoda ta, ze wzgledu na swoja lokalno$¢, nie jest zbyt wygodna. W sytuacji,
gdy M C X, mozemy badanie funkcji f na M zastapi¢ badaniem na X funkcji F
takiej, ze Flar = f.

TWIERDZENIE 15.19. Niech M = G~1(0), gdzie G: X — Y spelnia zalozenia twier-
dzenia o funkcji uwiklanej w punkcie p (tzn. jej pochodna jest surjekcja w tym
punkcie — mdéwimy tez, ze p jest punktem regularnym odwzorowania G). Jezeli
d,f = 0, to istnieje odwzorowanie liniowe A:Y — R takie, ze

dpF = Ao G'(p).
DowOD: Poniewaz G'(p) jest surjekcja, odwzorowanie sprzezone
(G'(p)*:Y* - X*

jest injekcja w podprzestrzen funkcji liniowych zerujacych sie na ker G'(p) (fakt
znany z algebry). Z poréwnania wymiaréw wynika, ze jest to izomorfizm. Z zalozenia
dpF zeruje si¢ na przestrzeni stycznej T,M = ker G'(p), zatem istnieje dokladnie
jeden funkcjonal A € Y™ taki, ze

dpF = (G'(p))* (M)
lub réwnowaznie,

dpF =AoG'(p) =(AoG)(p) =dp(Ao @),
dp(F—AoG') =0.

A nazywa sie funkcjonatem (mnoznikiem) Lagrange’a. Z powyzszego twierdzenia
widaé, ze dla znalezienia miejsc podejrzanych o ekstrema mozna, zamiast funkcji
f, bada¢ miejsca zerowe pochodnej (rézniczki) funkcji F' — A o G znajdujace sie na
powierzchni M (pochodna A o G w ¢ jest réwna A o G'(q)). Mamy tez warunek
dostateczny istnienia ekstremum.



20 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACH

STWIERDZENIE 15.20. Niech beda spelnione zalozenia Twierdzenia 15.19 i niech
d,F —AoG'(p) = 0.
Jezeli dla 0 #h € T,M
(F"(p) = Ao G"(p))(h,h) >0 (<0),

to w punkcie p funkcja f ma minimum (maksimum) lokalne.
DowoObp: Niech v:R — M bedzie krzywa reprezentujaca wektor h € T,M C X.
Zbadajmy funkcje foy = F o~y w otoczeniu zera. Jej pierwsza pochodna jest réwna
(F'o7) -, a druga

(F"em)(v,7) + (F o 1)(v").
Poniewaz G o v = 0, mamy tez, rézniczkujgc dwukrotnie,

(G'o)y' =0, (G"e)(y'y)+ (G e7)(y") =0,
a poniewaz F'(p) = Ao G'(p), wigc
F'(p)(7"(0)) = (Ao G'(p))(v"(0)) = =A 0 G" (p)(h, h).

Zatem druga pochodna funkcji f oy jest w zerze réwna

F'(q)(h,h) — Ao G"(q)(h, h).

Z zalozenia wynika, ze funkcja f oy ma w zerze minimum (maksimum) lokalue.
Dalej dowod przebiega jak dla odwzorowan miedzy przestrzeniami Banacha. m
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16.1. Odwzorowania wieloliniowe, antysymetryczne.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa wymiaru n. [-kowektorem na V nazy-
wamy odwzorowanie

a:Vx---xV =R

l-egzemplarzy przestrzeni V' w liczby, ktdére jest

(1) liniowe w kazdym argumencie (jest [-liniowe),
(2) antysymetryczne, tzn.

a(”l:”?:"'avka"'avl) = _a(vk,v2,---,’l}1,...,'[}[)

Przyklad: Wyznacznik jest n-kowektorem na R™. Forma liniowa jest 1-kowekto-
rem. Umawiamy sie, ze 0-kowektory sa po prostu liczbami.

Oczywiste, ze zbior [-kowektorow na przestrzeni V' tworzy przestrzen wektorowa
(podprzestrzen przestrzeni wektorowej wszystkich funkcji na V' x --+ x V). Ozna-
czamy ja /\l V*. Niech a € /\’c V¥ B € /\l V*. Iloczynem zewnetrznym o A 8
nazywamy (k + [)-kowektor zdefiniowany w sposéb nastepujacy:

sgno
aABr,...,vep) = Z Wa(vu(l):UU(Z)a s Ve (k) BV (kg 1) - - + > Vo (k1))

(s

przy czym sumowanie odbywa sie po wszystkich permutacjach zbioru (k 4 1) ele-
mentowego.

Dla k = 0 (lub I = 0) dostajemy zwykly iloczyn [-kowektora (k-kowektora) przez
liczbe.

STWIERDZENIE 16.1. Iloczyn zewnetrzny kowektorow ma nastepujace wilasnosci:
(1) jest biliniowy,
(2) jest dzialaniem lacznym,
(3) anB=(=DFBAa.

Dowob:

(1) Oczywiste.

21
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(2) Niech o e A'V*, Be N*V*, ye AN V™

(a A ﬂ) /\’}/(Ul, - 7Uk+l+s)

sgno
= Z m(a AB)(Wo(1)s- - Vo (k1) )V (Vo (kttd1) s - - + > Vo (kti4-5))
o €ll(k+l+s) o
sgno sgn p
= D Grrpml 2 Wt Ueow))
o€ (k+1+s5) U open(k+t)
B(Va(pk+1))s -+ Vo l(pkt1)) )Y Vo (ktig1)s - - - Vo (ktits))
sgn p sgno
= > T X T+ Dyiat et Vo))
pEIL(k+l)  o€ll(k+l+s) e
B(Va(p(k+1))s -+ Vo lpk+1)))Y Vo (ktt41)s + - + > Vo (ktlts))
Wyrazenie
Z SENoA(Vg (1), - - Vo (k) BVo(k41)» -+ + 5 Vo (k1)) Y (Vo (ki) s - - + > Vor(ktits))
CE(k+I+s5)

jest catkowicie antysymetryczne, wiec

D o)) Vo (o(k) B Voo 1) Volo(hs))
o€ (k+i+s)

VY Wo(htts1)s+ -+ Vo(kties) =SENP D SERO(Vs(1); - - Vo(h))-
CE (k+I+s5)

B(Ua'(k-i—l); s 7va(k+l))7(va(k+l+l) IR va(k+l+s))7
a stad

(Oé A ﬂ) /\’7(1)17 tee 7Uk+l+s)

sgno
= Z ma(va(l)a e Vo (k) BV (k41) s Vo (k1) )Y (Vo (kt41) s - - - 5 Vo (ketids) )
c€M(k+i+s)

Analogiczny rachunek dla aA (8 Av) prowadzi do tego samego wyniku. Stad

tacznosé.
(3) Mamy
sgno
a A ﬁ(vh RS vk+l) = %a(va(l) yVg(2)s -+ 7”0(/(:))5(“0’(10-}—1)7 s 7va(k+l))

o

sgn o
= Z il B(Vgr (1) Vo (2)5 - - > Vo (1)) A (Vg (141) 5 - - - 5 Vo (14k) ) »
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gdzie 0/ = o o p, a p jest permutacja (k+ 1,k +2,....k+1,1,2,...,k).
Wystarczy teraz zauwazy¢, ze permutacja (k+1,k+2,...,k+1,1,2,...,k)
ma znak (—1)* i skorzystac z faktu, ze znak permutacji jest homomorfizmem

sgno’ = sgnosgn p.

|

Baza. Wymiar. Niech (e, ...,e,) bedzie baza przestrzeni V. « € /\l V* jest,
jako odwzorowanie wieloliniowe, wyznaczone przez swoje wartosci na ciggach wek-
toréw bazowych, czyli na ciagach (e;(1), €i(2), - - -, €i(1))- Ze wzgledu na antysymetrie
wystarczy zna¢ warto$¢ « na ciagach, dla ktérych i(1) < i(2) < - -+ < i(l). Ustalmy
§(1) < --- < j(1). Definiujemy fGW-i0) e A'V* kladac

FUDT0) (€1, €429, - .-, e31)) = 53((11)) "'55((;))

gdzie i(1) < i(2) < --- < i(l). Oczywiste, ze I-kowektory (fU(1):+i()) sa liniowo
niezalezne i rozpinaja cala przestrzen, wiec po uporzadkowaniu tworza baze. Dla
I =1 baza (f@) jest znana z algebry baza dualng do e w V*.

Uwaga. Stosowany jest tez inny zapis l-kowektoréw. Zamiast w bazie
(FUWsd ) ) iy, Przedstawia sig a jako kombinacje wszystkich I-kowekto-
réw fU1)3 (1)

) . 1 _ . .
a= Y gy IO = ST G SO0,

3(1) << (1) i) (1)
(16.1)
Poniewaz l-kowektory fU(1):i(1) sg liniowo zalezne, wspotezynniki vy ... ;) nie
sa wyznaczone jednoznacznie. Ujednoznacznia sie je nakladajac warunek antysy-
metrii. Przy wybranym unormowaniu dostajemy réwno$¢ aj1),... ju) = @j(1),..-j(1)
dla j(1) < -+ < j(l).
STWIERDZENIE 16.2. fU1)ni®) = i) A fI@) Ao A 50,

Dowop: Niech i(1) < (2) < --- < i(l). Mamy

f(j(l)v---,j(l))(e — 50 510

i(1),€i(2)r - -2 €i(1) = 01y - Oy

i z drugiej strony,

FONFEO N A D (ei0), €500 - €500))
= > senof O eipay) - FOeion)) = D senodlly o)

oell(l) cEII(l)
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Ale j(1) < --- < j(1), zatem nieznikajacy wyraz moze by¢ tylko dla i(o(1)) < --- <
i(0(1)), a poniewaz i(1) < --- < i(l), wiec o musi by¢ identycznoscia. Stad

i i i _ 5i(1) (1)
f M A f @A A f (l)(ei(l):eiu)a B ei(l)) = 5?(1) e '55-(1) -

Ze znanych z kombinatoryki wzoréw dostajemy, ze wymiar przestrzeni /\l V* jest
réwny (7).

Uwaga. Zamieniajac w powyzszych rozwazaniach rolami V i V* otrzymamy
algebre zewnetrzna wielowektoréw. Przestrzen [-wektoréw oznaczamy /\l V. Poka-

*
zemy, ze istnieje naturalne utozsamienie przestrzeni (/\l V) dualnej do I-wektoréw

i przestrzeni [-kowektoréw /\l V*. Zacznijmy od odwzorowania
(Vx--xV)x (V¥x---xV*)—R
danego wzorem

((Ula'"7vl);(fl7"'7fl)) = fl A--- /\fl(vla"';vl) = det[(’”z;f]” (162)

Jest ono [-liniowe i catkowicie antysymetryczne ze wzgledu na (fi,..., fi)). Pray

l A ,
ustalonych vy, ...,v; wyznacza element z A" V. Latwo sprawdzié, ze jest on réwny
vy A -+ Ay, wiec wzér (16.2) wyznacza odwzorowanie

(e A= Ao, (fr A= A 1)) = det[(ws, f5)]- (16.3)

Rozszerzajac liniowo to odwzorowanie ze wzgledu na obie zmienne dostajemy ewa-
luacje

l l
GrAVAVE—R

*
biliniowa, niezdegenerowana, wiec zadajaca utozsamienie przestrzeni (/\l V) du-
alnej do [-wektoréw i przestrzeni I-kowektoréw A' V* (i na odwrét).

16.2. Iloczyn tensorowy i uwagi o uniwersalnosci.

Przedstawione powyzej konstrukcje sa szczegdlnym przypadkiem ogdlniejszej kon-
strukcji. Niech V' i W beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K ( R lub C)
wymiaru skoriczonego. Iloczynem tensorowym (nad K) V@ W nazywamy przestrzen
wektorowa odwzorowan biliniowych

LVEXWE S5 K
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Niech v € V i w € W. Wektory te wyznaczaja element v @ w € V @ W (iloczyn
tensorowy wektorow) przez wzor
vRw: V¥ x W* 5 K (f,9) = f(v)g(w).

Tloczyn tensorowy jest, jak tatwo sie przekonaé, taczny.
Widzimy stad, ze /\2 V' jest podprzestrzenia V ® V tensoréw spelniajacych wa-
runek antysymetrii. Latwo sprawdzié, ze dla v,w € V zachodzi zwiazek

VAW =0QwWw —w R .

Przestrzen V ® W posiada nastepujaca wlasnosé:

STWIERDZENIE 16.3. Dla kazdego odwzorowania biliniowego F:V x W — E w
przestrzen wektorowg E istnieje dokladnie jedno odwzorowanie liniowe

F.VeW > E

takie, ze

F(v,w) = F(v® w).

Wtasnosé, o ktorej méwi to stwierdzenie charakteryzuje, z doktadnoécia do izo-
morfizmu, iloczyn tensorowy przestrzeni wektorowych (méwimy o wuniwersalno$ci
iloczynu tensorowego). Przytoczona konstrukcja jest wiec jedna z mozliwych kon-
strukcji iloczynu tensorowego.

lloczyn zewnetrzny tez ma wlasno$¢ uniwersalnosci:

STWIERDZENIE 16.4. Dla kazdego antysymetrycznego odwzorowania biliniowego
F:V xV — E istnieje dokladnie jedno odwzorowanie liniowe

2
F:/\V—)E

takie, ze

Fv,w) =F(vAw).

Zgodnie z wprowadzonymi powyzej definicjami, vAw = v ® w — w ® v, a stad
dostajemy dla antysymetrycznego F'

2F(vAw) =2F(v®w) = Flv®w) — Fw®v) = Fv Aw),

czyli na A*V mamy F =2F.
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16.3. Wielo-wektory i wielo-kowektory styczne.

Konstrukcje oméwione w poprzednich czesciach mozemy zastosowa¢ do prze-
strzeni wektoréw stycznych T,M do powierzchni M. Otrzymamy w ten sposéb

przestrzenie [-kowektordéw stycznych /\l T: M i przestrzen [-wektorow stycznych
/\l Tp,M. Zbiér wszystkich [-kowektoréw stycznych oznaczaé bedziemy /\l T"M,
a zbiér wszystkich I-wektoréw stycznych /\l TM.

DEFINICIA 16.5. Polem l-kowektorowym « na powierzchni M nazywamy odwzo-

rowanie
l !

a:M = NT*M:q— a(q) € \TiM.

Podobnie definiujemy pola [-wektorowe Na polach wielo-kowektorowych (wielo-
wektorowych) mozemy wykonywa¢ (punkt po punkcie) dziatania algebraiczne zdefi-
niowane dla wielo-kowektoréw (wielo-wektoréw). W szczegdlnoéci mozemy je doda-
waé i mnozy¢ przez liczbe. Tworza one w ten sposob przestrzen wektorowa. Mozemy
tez mnozy¢ takie pola zewnetrznie. [loczyn zewnetrzny a A 8 pola [-kowektorowego
a 1 k-kowektorowego £ jest polem (k + [)-kowektorowym.

Przestrzen wektorows pol I-kowektorowych oznaczaé bedziemy ®!(M), zaé przez
& (M) przestrzen wszystkich pol wielo-kowektorowych. Podobnie, przestrzen wek-
torowa pol I-wektorowych oznaczaé bedziemy W!(M), za$ przez ¥ (M) przestrzen
wszystkich pdl wielo-wektorowych.

16.4. Orientacja przestrzeni wektorowej.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa wymiaru skonczonego n. Przypomnijmy,
ze baza przestrzeni wektorowej V' nazywamy ciag n wektoréw liniowo niezaleznych.
W szczegoblnosci, przestrzen wymiaru zero ma jedna, pusta baze. Odwzorowanie
tozsamosSciowe przestrzeni V' oznacza¢ bedziemy idy .

W zbiorze baz przestrzeni V wprowadzamy relacje réwnowaznosci:

!

(e1,..,en) ~ (e],...,€,) & det[idy]®, > 0.

Dowdd, ze jest to relacja réwnowaznosci:

(1) zwrotnoéé: det[idy]®, =det/ =1>0
(2) symetria: det [idy]°, = (det [idy]® )"
(3) przechodniosé: korzystamy z tego, ze det [idy]¢,,, = det [idy]°,, det [idy]® ..

Klase réwnowazno$ci baz nazywamy orientacjg wewnetrzng przestrzeni V. Z defini-
cji tej wynika, ze przestrzen wektorowa wymiaru réznego od zera ma dwie orientacje
wewnetrzne. Przestrzen wymiaru zerowego ma jedng orientacje wewnetrzna (chyba,
ze umdwimy sie inaczej).

Na relacje rownowaznosci definiujgca orientacje mozemy spojrzeé nieco inaczej.
W zbiorze baz dziata w oczywisty sposéb grupa Aut (V') automorfizméw przestrzeni
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V. Automorfizm jest endomorfizmem bedacym jednoczesnie izomorfizmem. W gru-
pie tej jest wyrézniona podgrupa: sktadowa spdjna jednosci. Orientacja jest orbity
tej podgrupy w zbiorze baz. Taka definicje bazy mozna przenie$¢ na przestrzenie
wektorowe ze struktura (np metryczna) ograniczajac sie do baz i automorfizméw
respektujacych te strukture.

Uwaga. Mozna tez nieco inaczej rozumie¢ pojecie bazy. Otéz wsrdd przestrzeni
wektorowych nad R mamy wyrézniona klase przestrzeni (obiektéw wzorcowych):
przestrzenie R", n = 0,1,2,.... Jak wiadomo, baza przestrzeni V (w sensie jak
wyzej) zadaje izomorfizm V' z przestrzenia wyr6zniong. I na odwrdt. Zatem mo-
zemy definiowaé baze przestrzeni V jako izomorfizmm tej przestrzeni z przestrzenia
(obiektem wzorcowym) z wyréznionej klasy. Takie pojecie bazy pasuje nie tylko
do przestrzeni wektorowych. Na przyklad, lokalny uktad wspélrzednych mozemy
uwazaé za lokalna baze powierzchni (obiektami wyréznionymi sg otwarte otoczenia
w R").

Niech teraz V bedzie podprzestrzenia przestrzeni wektorowej W wymiaru m.
Orientacjg zewnetrzng podprzestrzeni V- w W nazywamy orientacje wewnetrzng
przestrzeni ilorazowej W/V.

Z definicji orientacji zewnetrznej wynika, ze cata przestrzen V' ma jedng orientacje
zewnetrzna (chyba, ze umdéwimy sie inaczej).

STWIERDZENIE 16.6. Orientacja zewnetrzna podprzestrzeni jest zadana przez orien-
tacje wewnetrzng dowolnej podprzestrzeni dopelniajacej.

Dowo6p: Niech W =V @ V', tzn. podprzestrzenn V' jest dopelniajaca do V w W.

Odwzorowanie V' 5 v — [v] € W/V jest izomorfizmem, wiec zadaje odpowiedniosé

miedzy bazami i w konsekwencji, miedzy orientacjami przestrzeni V' i W/V. m

Niech teraz W = V & V'. Orientacje wewnetrzne podprzestrzeni V i V' za-

daja orientacje przestrzeni W w spos6b nastepujacy: niech (eq,. .., e,) bedzie baza
!

w przestrzeni V', zgodna z orientacja V, za$ (ef,...,el,_,) baza w V', zgodna z

orientacja V'. Orientacje przestrzeni W zadaje baza (e},...,el,_.,€1,...,em).
Uwaga. Tworzac baze w W z baz w V i V' ustawiliémy najpierw wektory z
podprzestrzeni V', a nastepnie z V. Odwracajac kolejnoé¢ dostajemy inne przypo-
rzadkowanie orientacjom podprzestrzeni orientacje calej przestrzeni W.
Wybierajac inne, ale réwnowazne bazy w przestrzeniach V i V' dostaniemy réw-
nowazna baze w przestrzeni W. Istotnie, mamy det [idw ]/, = det [idy]/, det [id},]/,
(jedna litera oznaczyliSmy bazy w trzech przestrzeniach). Widaé tez stad, ze zmiana
orientacji w przestrzeniach W i V oznacza, ze orientacja V' jest zachowana. Mo-
zemy wiec orientacje wewnetrzng V' ( a zatem orientacje zewnetrznag V. w W)

reprezentowaé para

(orientacja wewnetrznaV, orientacja wewnetrznall'),

przy czym zmiana jednej z tych orientacji na przeciwna oznacza zmiane orientacji
zewnetrznej na przeciwng.
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Jezeli przestrzen W jest zorientowana, to dostajemy wzajemnie jednoznaczng
odpowiednio$¢ miedzy orientacja wewnetrzna i zewnetrzna podprzestrzeni W wy-
miaru réznego od 0 i m.

W przypadku przestrzeni tréjwymiarowej opisana wyzej odpowiednio$¢ nosi na-
zwe reguly prawej (lub lewej) $ruby.

Zwiazek wielowektorow z orientacja. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa
wymiaru n i niech w € A" V* n > 0. Z antysymetrii w wynika, ze jezeli e, e’ sa
dwiema bazami na V| to

w(er,...,ey) =det [idv]elew(e'l, ceh).
Zatem na bazach wyznaczajacych ta sama orientacje (wewnetrzna) znak w jest ten
sam i mozemy w zwiazku z tym przyporzadkowac réznemu od zera n-kowektorowi w
orientacje taka, ze na zgodnych z orientacja bazach w przyjmuje wartoéci dodatnie.
Dualnie, orientacje mozemy reprezentowaé réznym od zera n-wektorem stycznym,
np. eyt A---ANep.

16.5. Orientacja powierzchni.

Niech w kazdym punkcie p powierzchni M wymiaru m wiekszego od zera bedzie
zadana orientacja wewnetrzna przestrzeni stycznej T, M. Méwimy, ze orientacje te
zadaja orientacje wewnetrzng powierzchni M jezeli lokalnie istnieja gladkie pola
wektorowe (Ei,..., E,,) takie, ze (Ei(p),...,E,(p)) tworza baze reprezentujaca
orientacje T, M. Innymi slowy: w otoczeniu kazdego punktu istnieje lokalny uktad
wspétrzednych (z) taki, ze indukowana baza (%) w przestrzeni stycznej do M
jest zgodna z orientacja.

Wynika stad, ze na spdjnej, zorientowanej powierzchni orientacja jest scharakte-
ryzowana orientacja jednej przestrzeni stycznej (w dowolnym punkcie). Powierzch-
nia spéjna moze wiec mie¢ dwie orientacje lub zadna.

Orientacja przestrzeni stycznej do powierzchni moze by¢ reprezentowana przez
niezerowy m-wektor styczny lub m-kowektor styczny, gdzie m jest wymiarem po-
wierzchni. Majac wiec na powierzchni M o wymiarze m zadane pole m-wektorowe
lub m-kowektorowe w, wszedzie rézne od zera, mozemy jej przypisac¢ orientacje.
W kazdym punkcie p € M orientacja przestrzeni stycznej zadana jest przez w(p).
Zgodno$¢ tych orientacji jest oczywista.

I na odwrot, majac zadana orientacje M, mozemy znalez¢ zgodna z nia pole
m-wektoréw stycznych (kowektoréw stycznych). Najpierw lokalnie, na przykiad
réwne iloczynowi zewnetrznemu wektoréw bazy zadanej lokalnym ukladem wspét-
rzednych, a nastepnie, korzystajac z rozktadu jednoSci, globalnie.

W dalszym ciagu wykladu poznamy jeszcze jedna reprezentacje orientacji.

Osobnego oméwienia wymaga przypadek n = 0. Spéjna powierzchnia wymiaru
zero jest punktem. Jej przestrzen styczna ma tylko jedna baze. Przyjmujemy jednak,
ze powierzchnia ta moze mie¢ dwie orientacje oznaczane (+) i (—).
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Powierzchnia jest orientowalna, jezeli mozna na niej okresli¢ orientacje.
Przyktlady:

(1) Baza kanoniczna w R™ wyznacza kanoniczna orientacje M bedacej, otwar-
tym podzbiorem R™. W szczegdlnoéci, orientacja kanoniczna w R® nazywa,
sie prawoskretna (wyznacza regute prawej sruby). Orientacja przeciwna na-
zywana jest lewoskretna.

(2) Kazda powierzchnia jednowymiarowa jest orientowalna.

(3) Wstega Mobiusa, czyli obraz odwzorowania

11
]-=,=[xR = R®
vl =50 5lx
danego wzorem

olz,y) = (1 + xsin(%y)) cosy, (1 + xsin(%y)) siny,xsin(%y)) (16.4)

nie jest orientowalna.

Oznaczmy przez O, (M) dwupunktowy zbiér orientacji przestrzeni stycznej T,M.
Niech
oM) = | 0, (M)

peEM

bedzie zbiorem wszystkich orientacji wszystkich przestrzeni stycznych. Mamy natu-
ralne rzutowanie opr: O(M) — M. Lokalnie Q(M) sklada sie z dwoch egzemplarzy
otwartego podzbioru M, jest wiec powierzchnig. Orientacja M jest gltadkim odwzo-
rowaniem t: M — O(M) takim, ze opr ot = idps

Analogicznie do orientacji wewnetrznej definiujemy orientacje zewnetrzna po-
wierzchni M wzgledem powierzchni V.

DEFINICIA 16.7. Powiemy, ze podrozmaito$é¢ N powierzchni M jest zorientowana
zewnetrznie, jezeli w kazdym punkcie p € N przestrzen styczna T,N jest zorien-
towana zewnetrznie wzgledem T,M. Zadamy przy tym, by lokalnie orientacja ta
byta reprezentowana gladkim polem baz przestrzeni dopelniajacych T,M w T,N.
Powiemy, ze podrozmaito$¢ N jest orientowalna zewnetrznie wzgledem M, jezeli
istnieje orientacja zewnetrzna N.

Jezeli M jest powierzchnig orientowalna, to podrozmaito$¢ N jest orientowalna
zewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy jest orientowalna wewnetrznie. Jezeli po-
nadto M jest zorientowana, to orientacji zewnetrznej N odpowiada jednoznacznie
jej orientacja wewnetrzna (zgodnie z przyjeta konwencja).

Przyktlady.

(1) Wstega Mobiusa nie jest orientowalna zewnetrznie w R3.
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(2) Okrag w R® dany réwnaniami {z? + y? = 1,2 = 0} jest orientowalny we-
wnetrznie i zewnetrznie wzgledem R3. Jest réwniez podrozmaito$cia wstegi
Mobiusa, obrazem zbioru {0} x R dla odwzorowania (16.4). Nie jest orien-
towalny zewnetrznie wzgledem wstegi Mobiusa.

(3) Obraz zbioru {1} x R dla odwzorowania (16.4) jest orientowalny wewnetrz-
nie, zewnetrznie wzgledem R? oraz wzgledem wstegi Mdbiusa.

16.6. Formy rézniczkowe na powierzchni.

Oznaczmy przez (x4, TM) x py O(M) zbiér wszystkich ciagéw (v1, ..., v, t) wek-
toréw stycznych, zaczepionych w tym samym punkcie, wraz z orientacja przestrzeni
stycznej, do ktorej naleza.

DEFINICJA 16.8. [-formg (forma rzedu ! > 0) a na powierzchni M nazywamy
odwzorowanie

o: (x4, TM) x5 O(M) = R,
w kazdym punkcie powierzchni antysymetryczne ze wzgledu na wektory.

Forma zadaje wiec w punkcie p € M i przy zadanej orientacji przestrzeni stycz-
nej T,M, l-kowektor styczny. Wyznaczona jest zatem przez dwie pary (w(p),t)
oraz (w'(p),t'), gdzie ¢ i ¢/ sa dwiema orientacjami przestrzeni T,M, w(p) i w'(p)
[-kowektorami stycznymi w punkcie p. W dalszym ciagu zajmowaé¢ dwiema klasami
form:

(1) W kazdym punkcie I-kowektor nie zalezy od orientacji, w = w'. Takie formy
nazywamy parzystymi.

(2) W kazdym punkcie [-kowektor zmienia znak przy zmianie orientacji, w =
—w'. Takie formy nazywamy nieparzystymi.

Zatem [-forme parzysta mozna utozsamic¢, co sie zwykle robi, z polem [-kowekto-
rowym. Obciecie [-nieparzystej do wektoréw z przestrzeni stycznej w jednym punk-
cie p nazwiemy [-kowektorem nieparzystym. Przestrzen [-kowektorédw nieparzystych
, . 1 —%

oznacza¢ bedziemy A, T M.

Formy w lokalnym ukladzie wspélrzednych. Niech teraz k = (z%): M D
O — R™ bedzie lokalnym ukladem wspélrzednych. W kazdym punkcie p € O
przestrzen T::M ma baze (d,z?), a przestrzen styczna T,M baze (%). Zatem pole

I-kowektorowe a jest na O postaci

a(p) = Z Qiyigiy (p)dz™ Ada'™ - A da?,
i1<ia< <iy

gdzie wspolczynniki ;,4,.. i, sa funkcjami na O. Bazy indukowane uktadem wspét-
rzednych zadaja orientacje dziedziny uktadu. Oznaczaé ja bedziemy ¢,. Forma
nieparzysta reprezentowana para («,t;) moze by¢ wiec utozsamiona (w lokalnym
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uktadzie wspéirzednych) z polem [-kowektorowym «, podobnie jak forma parzy-
sta. Niech teraz bedzie dany inny uktad wspétrzednych (y?). Pole a zapisuje si¢ w
nowym ukladzie wspélrzednych

a= Y Bapeady™ Ady®---Ady®, (16.5)
11 <ip<---<1i
a poniewaz '
dot = 3 0% gy
L= Za_yi Y,
J
wiec
o= Z Qiyigiy A2 Adz'? - Adz® =
i1 <dp<---<ig
Oz . Ozt . Ozl .
o J el P AN 3y —
11 <2 <<y J J J
Oz ozl ; )
Z Qi i Z o . e sgn o dy]l A A dy]l =
11 <lp<---<1g O'GH(I) 8y ! ay :
[ Oz ] ; -
Z Z Qi go-dg det ) J dyjl Ao A dyjl. (166)
J1<g2<--<ji \i1<i2<---<7 Loy ]
Oznaczajac ' ‘ -
8(3}"1, e ,a:’.’) et 83:"’“
y?,...,y7") [Oyr |

i poréwnujac (16.6) z (16.5) dostajemy wzér transformacyjny

Ozt ... ah)
Bj1i2---jz = Qirin- i1 A7 5 v (167)
i1<i2;"<iz 6(y31, o ,yﬂl)

Jezeli wiec (a, t,) reprezentuje forme parzysta, to (a,t,) reprezentuje ta sama
forme, czyli wzér transformacyjny dla form parzystych wyglada jak (16.7).

Jezeli natomiast (o, t;) reprezentuje forme nieparzysta, to (a,t,) reprezentuje
ta samg forme pod warunkiem ¢, = t,. W przeciwnym razie nalezy wzig¢ pare
(—a, ty). Zatem wzér transformacyjny dla form nieparzystych wyglada tak:

J Oz, ... o
ﬂjﬂ'z"'jl =17 Z « ( _) (168)

7] i1 <ia<--<i M2m”a(yh""’yﬁ),

. o(zt,....a™
glzie J = Gir==iy.
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W szczegblnym przypadku | = 0, czyli dla funkcji nieparzystych f, prawo trans-
formacji z jednego uktadu wspétrzednych do drugiego wyglada tak:

) = (F(p)s 1) = (ﬁﬂpmy)

W przypadku [ = n, jezeli

B(p) = (b(p)dz' A--- Ada",1e),

to
B(p) = (|J[b(p)dy" A -+ Ady™, 1y)-

Dzialania algebraiczne na formach. Dzialania na formach definiujemy lokal-
nie poprzez dzialania na reprezentujacych je polach wielokowektorowych:

(1) (a,0) + (B,0) = (a + B,0),
(2) (a,0) A(B,0) = (aAB,u).

Niezalezno$¢ od reprezentacji jest oczywista. Widaé tez, ze suma form parzystych
jest forma parzysty, a suma form nieparzystych jest forma nieparzysta. Iloczyn
zewnatrzny form parzystych jest formg parzysty i iloczyn dwéch form nieparzy-
stych jest forma parzysta. Natomiast iloczyn zewnetrzny formy parzystej i formy
nieparzystej jest forma nieparzysta.

W dalszym ciggu przestrzen wektorows form rézniczkowych parzystych na M
rzedu [ oznaczaé¢ bedziemy ®L (M), za$ przestrzen wszystkich form rézniczkowych
parzystych na M przez ®.(M). Przestrzenie form nieparzystych oznaczamy odpo-
wiednio ®' (M) i ®,(M).

Funkcje nieparzyste a orientacja.

STWIERDZENIE 16.9. M jest orientowalne wtedy i tylko wtedy, gdy na M istnieje
(gladka) funkcja nieparzysta ¢ taka, ze €2 = 1.

Dowo6D: Dla dim M = 0 twierdzenie jest oczywiste, bo M jest zawsze orientowalna
i zawsze istnieje funkcja nieparzysta rowna jeden.
Jezeli M, dim M > 0, jest orientowalna i ¢ jest jej orientacja, to definiujemy

e =(1,1).

Zalézmy teraz, ze istnieje nieparzysta funkcja ¢ taka, ze €2 = 1. Definiujemy
orientacje ¢(p) przestrzeni stycznej TpM warunkiem

e(p,u(p)) = 1.

Z lokalnej reprezentacji funkcji nieparzystej wynika, ze p — «(p) jest przyporzad-
kowaniem ciagglym, wiec wyznacza orientacje M. m
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Jezeli rozmaito$é M jest orientowalna, to istniejg dokladnie dwie takie funkcje.
Orientacje wewnetrzna M mozna wiec jednoznacznie reprezentowaé (tak jak w do-
wodzie) funkcja nieparzysta € spelniajaca warunek ¢? = 1. Zwré¢my uwage na to,
reprezentacja ta dobrze funkcjonuje réwniez w przypadku dim M = 0.

Oczywiste jest nastepujace stwierdzenie.

STWIERDZENIE 16.10. Jezeli M jest orientowalna i € jest funkcja nieparzysta re-
prezentujaca orientacje, to kazda forma nieparzysta jest postaci ea, gdzie a jest
forma parzysta.

Majac wiec ustalona, nieznikajaca funkcje nieparzysta mozna (co nie znaczy, ze
nalezy) utozsamiaé¢ formy nieparzyste z parzystymi.

STWIERDZENIE 16.11. Niech M bedzie orientowalne. Dla « € ®,(M) zachodzi
rownosc

= (ea,te), (16.9)
gdzie ¢ jest funkcjg nieparzysta, €2 = 1, a 1¢ odpowiadajaca jej orientacjg M.

Transport formy.

Niech F: M — N bedzie odwzorowaniem powierzchni. W poprzednim rozdziale
zdefiniowaliémy transport F* funkcji i p6l kowektorowych z powierzchni N na po-
wierzchnie M. Operacja ta mozemy rozszerzy¢ na pola wielo-kowektorowe, zadajac
spetnienia warunku

F¥(a A B) = F*(a) NF*(B).

Warunek ten w oczywisty sposéb spetnia przyporzadkowanie zdefiniowane wzorem
F*a(p)(vi,...,v) = a(F@)(T,F(vy),..., T,F(v)).

Niech teraz (x%)™, bedzie lokalnym ukladem wspélrzednych na M, a (yj);-l:1

lokalnym uktadem wspolrzednych na N. W dziedzinie uktadu wspéirzednych mamy

a= Z Qiyig.. dyi1 A dyi2 AN dyi’.
i1<ia < <ip
Poniewaz
F¥dy' = d(F*y’) =d(y' o F) = dF* = Z —dm’
mamy
OF“ OF" ; ; ;
S i (F@) 5o (@) S (@)da? Ada? o A da
i1_<"'<il
315 i
Fu .. Fh : . .
= Z ( Z Aiyin...4; (F(l’))%(l’)) dz/* Ada?® - Ada?t
Jr1<ja<--<ji \i1<-<is (@7, ..., adt) (16.10)
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gdzie

O™, ,F) _ . [OF™
O(ziv,... xit) i |

Ktadac we wzorze (16.10) odwzorowanie F' réwne identycznosci na M dostajemy
transformacje wspotczynnikéw formy przy zmianie lokalnego uktadu wspétrzednych
(wzory (16.7)).

W definicji transportu formy nie korzystalismy z gltadkosci wspdtczynnikéw, wiec
transport mozna definiowa¢ dla dowolnych pdl wielo-kowektorowych.

Transport pol wielo-kowektorowych mozemy przenies¢ na transport form parzy-
stych. Nie wystarcza on do transportu form nieparzystych, bo samo odwzorowanie
F nie daje przyporzadkowania miedzy orientacjami na M i N. Wyjatkiem sa dyfe-
omorfizmy, i o transporcie form nieparzystych méwié¢ bedziemy tylko w kontekscie
(lokalnych) dyfeomorfizméw.

16.7. Calkowanie form.

Formy parzyste rzedu ! catkowaé bedziemy po zorientowanych wewnetrznie pod-
powierzchniach wymiaru /.

Formy nieparzyste rzedu [ catkowac¢ bedziemy po zorientowanych zewnetrznie
podpowierzchniach wymiaru /.

Calka z formy parzystej po powierzchni zorientowanej wewnetrznie

Przypadek M = O C R*, n > 0. Niech D bedzie zwartym obszarem w O i niech
a bedzie parzysta n-forma rézniczkowa na O (utozsamiona z polem n-kowektoréw
stycznych). W przestrzeni R mamy baze kanoniczna. Jej klasa réwnowaznosci jest
orientacja kanoniczna oznaczana (+), orientacje przeciwng oznaczamy (—).

Jezeli a(z) = a(x)dz* Adaz?- - Ada™, to catkg z formy a po obszarze zoriento-
wanym (D, +) nazywamy liczbe

| a=fa

(D,+) D

[ a=-]
(Dv_) (D7+)

Niech F' bedzie dyfeomorfizmem obszaréw

Ponadto definiujemy

F:0—-UCR".
Moéwimy, ze F jest dyfeomorfizmem obszaréw zorientowanych

F:(0,+) = (U,+),
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jezeli odwzorowanie styczne przeprowadza baze kanoniczng przestrzeni stycznej w
baze do niej réwnowazng. Na odwrot, F' jest dyfeomorfizmem

F: (O7+) - (Ua_)

jezeli odwzorowanie styczne przeprowadza baze kanoniczng w baze orientacji (—).
Bedziemy pisa¢ odpowiednio (U,+) = F(O,+) ((U,—-) = F(O,-)) lub (U,-) =
F(O,+) (U, +) = F(O,-)).

STWIERDZENIE 16.12. Dyfeomorfizm obszaréw F:O — U jest dyfeomorfizmem
obszaréw zorientowanych
F:(0,+) = (U,+)

wtedy i tylko wtedy, gdy
det F'(x) > 0.

Dowop: Niech f = (F'(z)ey, ..., F'(z)e,) bedzie obrazem bazy kanonicznej e =
(e1,...,e,) w R". Teza wynika z nastepujacej tozsamosci:

det [id]’, = det F'(x).

|
Wazne jest nastepujace twierdzenie o zamianie zmiennych.

STWIERDZENIE 16.13. Niech F:O — U bedzie dyfeomorfizmem i niech o bedzie

n-forma na U. Wowczas
/ F*a = / Q.
(D,+) F(D,+)

Dowo6D: Niech a(y) = a(y)dy* Ady? - - -Ady™. Z whasnosci transportu formy mamy

A(EF,... F)

e —— 1 ) n
D) dz” A Ada"™.

F*a(z) = a(F(x))
Zatem z definicji calki i z twierdzenia o zamianie zmiennych
F' ... F"
/ F*a = / aoF M
(D,+) D 8(37 ,...,l’n)

B O(F,...,F") O(F,...,F")
= sen (8(m1,...,w”)>/r,aOF‘ oz, ..., z")

- (8(F1,...,F”)>/ .
6(%1,...71"”') F(D)

F(D,+)
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Przypadek n = 0. Przypadek ten wymaga osobnej umowy. Forma rzedu zero-
wego jest funkcja, wiec na R jest to po prostu liczba a. Umawiamy sie, ze

/ a=a, / a = —a.
({0}, +) ({0},-)

Calka po obszarze na rozmaito$ci. Mozemy teraz zdefiniowac¢ catke z formy
a € (M), gdzie m jest wymiarem M, po zwartym, zorientowanym obszarze D C
M. Orientacje oznaczaé¢ bedziemy litera ¢ (orientacje przeciwna —t). Rozwazmy
najpierw przypadek, gdy no$nik « jest zawarty w dziedzinie O lokalnego uktadu
wspotrzednych k: O — R™. Calke definiujemy wzorem

/ a= / (k H*a.
(D) k(DNO,¢)

Ze Stwierdzenia 16.13 wynika, ze calka ta nie zalezy od wyboru uktadu wspotrzed-
nych.

Niech teraz a bedzie dowolng m-forma i niech D C U;O; bedzie pokryciem dzie-
dzinami lokalnych ukladéw wspétrzednych. Niech ponadto (¢;) bedzie lokalnym
rozkladem jednosci dla pokrycia (O;). Kladziemy

a= / pia.
/(VD7L) ; (D,¢)

Prosty rachunek pokazuje, ze catka nie zalezy od wyboru rozktadu jednosci. Korzy-
stamy tu z addytywnosci catki Riemanna.
Calka z [-formy po [-wymiarowe]j, zorientowanej podrozmaitosci.
Niech teraz a € ®L(M) i niech N C M bedzie l-wymiarowa podpowierzchnia w
M z orientacja t. Oznaczmy przez i kanoniczne wtozenie i: N — M. Definiujemy
catke z a po D C N (D jest zwartym obszarem w N) wzorem

/ a = / i*a.
(N,e) (N,e)

W przypadku I = 0 powierzchnia (spéjna) N jest zbiorem jednopunktowym N =
{po}, a forma « po prostu funkcja (np. f). Mamy

/ a= f(po).
(N,+)

Calka z formy nieparzystej po powierzchni zorientowanej zewnetrznie.
Calke definiujemy podobnie jak dla form, lokalnie i korzystajac z rozktadu jedno-
$ci. Lokalnie kazda powierzchnia jest orientowalna (wewnetrznie), wystarczy wiec
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zdefiniowa¢ catke z formy nieparzystej dla przypadku orientowalnych M i N. Niech
v bedzie orientacja zewnetrzna N wzgledem M, a 1y, ¢ orientacjami wewnetrz-
nymi M, N takimi, ze para (tpr,tn) reprezentuje orientacje zewnetrzna v. Niech
D bedzie zwartym obszarem w IN. Calke f( D) & definiujemy wzorem

/ X = / ex (16.11)
(D,v) (Dyen)

gdzie funkcja nieparzysta € na M reprezentuje orientacje wewnetrzng tys. Inaczej
moéwiac, x = (ex, tpr) (patrz (16.9)). Oczywiste, ze

/ o= / .
(D,—v) (D,v)

W szczegdlnodci, dla zwartego obszaru D C M i m-formy nieparzystej & =
(@, tar), mamy kanoniczna orientacje zewnetrzna i

[a=] a
D (D)

Z tego powodu m-forme nieparzysta nazywa sie tez gestoscig (skalarng).
W przypadku ! = 0 (V jest punktem pg) orientacja zewnetrzna v jest wyznaczona
przez orientacje rozmaitosci M. Oznaczmy ja ¢,. Mamy tu, dla f = (f,¢,),

/ f = f(po).
(N,v)

Wielkosci fizyczne jako formy.

Mozemy teraz wyrazi¢ poglad, ze formy parzyste opisuja wielkosci catkowane po
powierzchniach (odpowiedniego wymiaru) zorientowanych wewnetrznie, za$ formy
nieparzyste po powierzchniach zorientowanych zewnetrznie. Patrzac na wzory cal-
kowe fizyki mozna rozpoznaé charakter geometryczny obiektéw matematycznych
reprezentujacych wielkoSci fizyczne. Inaczej mowigc: Powiedz mi po czym ciebie
catkujg, a powiem ci czym jestes. Dla przykltadu:

(1) Pole sit w mechanice nierelatywistycznej - 1-forma parzysta.
2) Potencjal elektrostatyczny - O-forma (funkcja) parzysta.

3) Pole elektrostatyczne - 1-forma parzysta.

4) Pole indukcji elektrostatycznej - 2-forma nieparzysta.

5) Ladunek elektrostatyczny - 3-forma nieparzysta.

6) Potencjal magnetostatyczny - 1-forma parzysta.

7) Pole indukcji magnetycznej - 2-forma parzysta.

8) Pole magnetyczne - 1-forma nieparzysta.

9) Gestos¢ pradu - 2-forma nieparzysta.

NN AN N AN N SN S
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16.8. Pochodna (rézniczka) zewnetrzna.

W tej czesci wyktadu szukac bedziemy odpowiednika znanego z Analizy 1 wzoru

b
/ af = 1(b) - f(a).

przy czym odcinek bedziemy zastepowaé powierzchnig zorientowang, a funkcje od-
powiednig forma. Zaczniemy od rozszerzenia rézniczki na dowolne pola wielo-kowek-
torowe, a w konsekwencji, na formy rézniczkowe parzyste i nieparzyste.
Pochodna zewnetrzna (rézniczka) pola wielo-kowektorowego.
Pochodng (rézniczkg) zewnetrzng funkcji f nazywamy jej rézniczke d f, pochodna
zewnetrzng da pola [-kowektorowego

a= E Qiyip..ipde™ Ada'? - Ada®
11 <t <<

na dziedzinie lokalnego uktadu wspétrzednych O C M nazywamy pole [ + 1-kowek-
torowe ' ' ‘
da = Z da,iyeiy Ada®™ Adz™ - - Ada". (16.12)

i <ip<---<ig

STWIERDZENIE 16.14. Pochodna zewnetrzna jest liniowym odwzorowaniem
d: ®(0) — ®(0)

scharakteryzowanym jednoznacznie przez ponizsze warunki:

(1) rzad da = rzad a +1

(2) d(aAB) =daA B+ (—1)aAdB gdzel jest rzedem pola a
(3) dda=0

(4) pochodna zewnetrzna funkcji f jest jej rézniczka df.

DowOD: Jednoznaczno$é jest oczywista: z warunku (2) wynika, ze wystarczy znaé
pochodna na polach kowektorowych. Z warunku (3) wystarczy ja zna¢ na funkcjach.
Zatem warunek (4) okresla ja jednoznacznie.

Nalezy teraz sprawdzié, czy powyzsze wlasnosci sa przez pochodna zewnetrzng
zdefiniowana wzorem (16.12) spetnione.

(1) Oczywiste.
(2) Niech
a= Z Qiyig..d; dz™ Adz® - Adz®
i1 <tp<---<f
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oraz ) ) )
8= Z ﬁjljz...jkdl’]l Adz?? - Adxd*.
J1<je<---<jk
Mamy wiec
da A B) =

Z Ad(iyiy..itBirjsnge) A dz Adz™2 - - Adz Ada?t Adad? - Adadt =

i1 <ig<--<qg
J1<i2<--<jp

> Birejed, i +ai, i, dBj, g ) Ade™ Ada® - - Ada' Ada?t Ada?? - Adadt =

i1<--<qg

J1< <k

( Z da, i, Adz™ Ada® - A dmi’> A Z Bir-judz?t A da?? - A dadt
i1 <<y J1<--<Jjk

+ (=1 ( > g dat A A daz“) ADD dBj g Ada A A dad

i< <ig J1< - <Jk
=([da)A B+ (-1)'andB

(3) Na mocy poprzedniego punktu wystarczy sprawdzié, ze dla funkcji ddf = 0.

df = Z aiifdmi

istad

2
ddf = sz(ai"f) Ada' =337 8fi8fmjdxj A dz’
J ot J ot

— 8zf 2 J —
__;;(%vi@xjdw ANdx? = —ddf

z symetrii drugiej pochodnej. Zatem ddf = 0. m

Z powyzszego stwierdzenia wynika, ze definicja (16.12) nie zalezy od lokalnego
uktadu wspotrzednych i ze pochodng zewnetrzna mozna okresli¢ dla pol okreslonych

na calej powierzchni M.
Pochodna (rézniczke) zewnetrzna na powierzchni mozemy zdefiniowaé jako ope-

racje spetniajaca powyzsze cztery warunki.
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Roézniczka form.
Rézniczke formy parzystej definiujemy jako rézniczke odpowiadajacego jej pola
wielo-kowektorowego. Podobnie dla form nieparzystych (lokalnie): dla o = (a,¢)

do = (da, ¢).

16.9. Twierdzenie Stokesa.

16.9.1. Zwarte powierzchnie z brzegiem. Orientacja brzegu. Niech M be-
dzie rozmaitoscia wymiaru m. Zwarty podzbiér D C M nazywamy m-wymiarowa
powierzchniq (podrozmaitoéciq) z brzegiem, jezeli dla kazdego punktu go € D ist-
nieje lokalny uklad wspoélrzednych k = (z!,...,2™) na M, w otoczeniu O > qo,
taki, ze

(a) z'(q) <0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € DN O,
(b) 8D N O > g wtedy i tylko wtedy, gdy z'(g) = 0.

W powyzszej definicji brzeg jest rozumiany w sensie topologicznym, tzn. punkt z
D nalezy do brzegu, jezeli nie nalezy do wnetrza D (w topologii rozmaitosci M).
Z definicji wynika natychmiast, ze brzeg 0D jest podrozmaitosScia w M wymiaru
m — 1 lub zbiorem pustym.

Zwarty podzbiéor D C M nazywamy k-wymiarowa powierzchniq (podrozmaito-
$cig) z brzegiem, jezeli istnieje k-wymiarowa podrozmaito$¢é N C M taka, ze D jest
k-wymiarowa powierzchnia z brzegiem w V. Jezeli D jest powierzchnig wymiaru k,
to brzeg 0D jest powierzchnig wymiaru k — 1.

Niech ¢ € 0D. Powiemy, ze wektor v € T,M jest styczny do D, jezeli istnieje
krzywa 7y reprezentujaca v i taka, ze y(t) € D dla t > 0. (Przestrzen styczna do D
na brzegu sktada sie z wektorow stycznych do M, reprezentowanych przez krzywe,
ktérych ,dodatnia potéwka” jest w D.) Przestrzeni styczna do brzegu T,0D jest
podprzestrzenia (kowymiaru 1) przestrzeni rozpietej na wektorach stycznych do D.

Niech D bedzie k-wymiarowa, zwartg powierzchnia z brzegiem w M. Niech N D
D bedzie k-wymiarowa podrozmaitoscia M. Zatézmy, ze D jest zorientowana, tzn.
zorientowane jest jej otoczenie w INV. Oznaczmy te orientacje ¢. Pokazemy, ze brzeg
0D ma naturalng orientacje indukowang orientacja ¢. Wezmy punkt p € 0D. Niech
(e1,...,er—1) bedzie baza przestrzeni T,0D i niech @ bedzie wektorem z T,N ta-
kim, ze m & T,D (,,wystaje na zewnatrz” D). Powiemy, ze baza (eq,...,er_1) jest
zgodna z orientacja indukowang brzegu, jezeli baza (T, eq,...,er_1) jest zgodna z
orientacja ¢. Latwo jest sprawdzié, ze tak wybrane orientacje przestrzeni stycznych
do brzegu sa zgodne, czyli zadaja orientacje catego brzegu. Orientacje indukowana
brzegu oznaczaé bedziemy 0¢. Powyzsza konstrukcje orientacji indukowanej brzegu
mozna wypowiedzie¢ tak: wektor m zadaje orientacje zewnetrzna brzegu wzgle-
dem N. Poniewaz mamy zadana orientacje N (w otoczeniu D), wiec orientacja
zewnetrzna brzegu wyznacza orientacje wewnetrznag wedtug wprowadzonego wcze-
$niej przepisu. Jest to indukowana orientacja wewnetrzna brzegu.
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W przypadku k = 1 brzeg jest powierzchnia 0-wymiarowa. Jezeli D jest spdjne,
to 0D sktada sie z dwdch punktéw. Orientacja indukowana punktu brzegowego jest
dodatnia, jezeli wektor @ w tym punkcie jest zgodny z orientacja D.

16.9.2. Twierdzenie Stokesa dla form parzystych.
Zachodzi bardzo wazne

TWIERDZENIE 16.15 (STOKES’A). Dla a € ®¥~1(M) i zwartej k-wymiarowej po-

wierzchni z brzegiem D
/ da :/ Q. (16.13)
(D) (8D,0¢)

DowoOD: Z definicji calki wynika, ze wystarczy rozpatrzy¢ przypadek, gdy wymiary
M i D sy réwne (D jest zwartym obszarem w M). Niech (O;) bedzie pokryciem
skonczonym D takim, ze

(a) O; jest dziedzing lokalnego uktadu wspdlrzednych k; = (mi ),
(b) z}(g) <O dlage DNO;,
(¢) 8D NO; 3 q wtedy i tylko wtedy, gdy =} (¢g) = 0.

Istnienie takiego pokrycia wynika natychmiast z definicji powierzchni z brzegiem.
Niech (p;) bedzie rozktadem jednosci dla pokrycia (O;). Poniewaz ), ¢; = 1, mamy

dthia:Zd(tpia) :Zgoida-l-Zd(pi/\a:Z(pida

i, w konsekwencji,

da = / pida = / d(pia
/(D,L) ; (DNO; ) ; (DNO; ) ( )

= Z/ d(mi_l)*goia.
. Ni(DﬂOi7L)

(3

Rozpatrzmy dwa przypadki:

(1) O;NoD =10
Niech
(k™) pia = Z a{i)dazz1 ARERWAY dmfl A dmﬁl Ao ANdzit (16.14)
J

Poniewaz no$nik powyzszej formy zawiera sie w x(0;) mozemy ja rozszerzy¢
do gladkiej formy na calym R™ kladac zero poza k(0O;). Mamy wiec, jezeli
k(D N O;,t) ma orientacje dodatnia

9
d(pic :/ _y g
Lo &0 DICar el
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Ale calka po j-tej wspélrzednej daje
o0
o . .
T = By =0
wiec, z twierdzenia Fubiniego,
/ d(p;a) = 0.
(Dﬂoi,b)
Dla orientacji ujemnej tez dostajemy zero.
(2) O;NOD £ 0
Podobnie jak w poprzednim przypadku mamy, jezeli K(DNO;, ) ma orien-
tacje dodatnia,
Y I
d(pia) :/ (-1~ —al..
/(Dnoi,b) ‘ T; ox? (@)
dzie R™ = {R™ > (x1,...,xy) 21 < 0}. Calkujac najpierw po j-tej
g ERRS S \E! Jp po j-tej
wspotrzednej dostajemy dla j # 1, jak i poprzednio,
o
727 =0
rm Oz
oraz dla j =1
0
. @a%i) = /R 1 (s lzy=o- (16.15)
o i me
Jezeli k(DNO;, t) ma orientacje ujemna, to otrzymujemy analogiczna formute
ze znakiem minus.
Z drugiej strony,
/ Y :/ (kN ik *a (16.16)
(8DNO;,8¢) x(8DNO;,81)
Oczywiste, ze przy dokonanym wyborze mapy orientacja O¢ przechodzi na
orientacje OR™, indukowang orientacja x(¢) catego R™.
Jezeli wiec orientacja £(¢) = + (jest dodatnia), to
o .
—1yk BN 1 _ J
K (K a = ain|gr=0 = —a’. 16.17
Loy & Vo 0= [ abglezo= [ hay (617
a jezeli jest ujemna, to
o .
SINK Ik 1 _ 9
/n(apmohab)(ﬁ Vi) e = /m—l ol = rm Oz T (1618)
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Poréwnujac (16.15), (16.17) i (16.18) dostajemy

/ d(‘Pia) = / i
(DNO; ,¢) (8DNO;,81)

da = / pida = / d(psa
[D7L) 2@: (DNOj,¢) 2@: (DNOj,¢) ( )
= Z/ pia = / a.
— J(6DN0;,00) (8D,00)
|

Uwaga. Zalozenie, ze brzeg jest powierzchnia, nie jest konieczne. Wystarczy,
zeby dal sie pokry¢ skonczong liczba kawaltkéw powierzchni.

Dla m = 1 brzeg jest zbiorem 0-wymiarowym, dwupunktowym (jezeli D jest
spéjne). W tym przypadku Twierdzenie Stokesa ma szczegélnie prosta postaé

Ostatecznie

b
/ af = 1(b) - f(a).

Z twierdzenia Stokes’a wynika nastepujaca, wazna obserwacja.

STWIERDZENIE 16.16. Jezeli D jest zwarta powierzchnia bez brzegu, a « jest roz-
niczka formy rzedu dim D — 1, to
/ a=0.
D

Dowo6D: Z zalozenia a = df i D = (), wiec

0 :/ B8 :/ @
(6D,0¢) (D,¢)

na mocy Twierdzenia Stokesa, dla dowolnej orientacji ¢. m

16.9.3. Twierdzenie Stokesa dla form nieparzystych.

Niech D C N C M bedzie zwartym obszarem (w N) z brzegiem. Niech v be-
dzie orientacja zewnetrzna N wzgledem M. Zdefiniujemy indukowana orientacje
zewnetrzna brzegu 0D. Niech lokalnie orientacja v bedzie reprezentowana para
(ear,in), gdzie tpg, ey sa orientacjami wewnetrznymi odpowiednio M i N. Orien-
tacje indukowana brzegu Ov definiujemy jako reprezentowana para (tpr, 0ty ). Uzy-
wajac przestrzeni dopelniajacej, orientacje indukowana mozna opisa¢ tak: niech W
bedzie przestrzenia dopelniajaca T,N w T,M, p € 0D. Podprzestrzen dopetnia-
jaca do T,0D jest rozpieta przez W i wektor 7. Jezeli (eq,...,en—_g) jest baza W,
zgodna z orientacja v, to baza (e, ..., e,—_,7) jest zgodna z orientacja Ov.

Mozemy teraz sformutowaé Twierdzenie Stokesa w wersji dla form nieparzystych.
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TWIERDZENIE 16.17 (STOKES’A). Dla « € ®""'(M), i zwartej powierzchni z
brzegiem D C N C M (D jest zwartym obszarem w N )

/ da = / . (16.19)
(D,v) (8D,0v)

DowoD: Wystarczy wykazaé réwnosé catek w przypadku powierzchni orientowal-
nych. Mamy wiec, jak w (17.9),

/ doc:/ adoc:/ d(ex) :/ aoc:/ o (16.20)
(D,v) (Dyen) (D,en) (8D,8un) (8D,8v)

|
16.10. Lemat Poincarégo.

Dla ustalenia uwagi zajmiemy sie teraz tylko formami parzystymi. Przejécie do
form nieparzystych jest oczywiste. Forme parzysta a na powierzchni M nazywamy
zamknietq, jezeli da = 0, jezeli za$ istnieje forma § taka, ze a = df to méwimy, ze
forma « jest zupetna. Z wlasnosci pochodnej zewnetrznej (dd = 0) wynika, ze kazda
forma zupelna jest zamknieta. Forma zamknieta na ogdt nie jest zupelna. Ponizsze
twierdzenie pokazuje, ze dla duzej klasy obszaréw zamknieto$¢ formy pociaga za
soba jej zupelnosc.

Obszar O w R"™ nazywamy gwiaZdzistym wzgledem a € O, jezeli dla kazdego
x € O idla kazdej liczby 0 < t < 1 punkt a + ¢(z — a) tez nalezy do O.

TWIERDZENIE 16.18 (LEMAT POINCAREGO). Na obszarze gwiazdzistym kazda for-
ma zamknieta jest zupelna.

DowoOD: Dla prostoty przyjmijmy, ze obszar O jest gwiazdzisty wzgledem zera.
Zdefiniujmy odwzorowanie (Sciagajace)

F:0%x[0,1] = O:(z,t) = tz.
Odwzorowanie to jest oczywiscie gltadkie. Niech

a= E Qiyip..ipde™ Ada'? - Ada®
11 <t <--<14g

bedzie [-forma na O. Mamy

F*a(z,t) =t Z Qiyin. i (xt)dz™ Adz® - A da®
11 <t <--<fy

— ¢t Z Z (=) a% a4y g (tx)dt Ada®™ - Adz=2 Adab+ - Ada?
G i1 <iz<-<ig
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Zdefiniujemy teraz odwzorowanie liniowe
K:®(0 x[0,1]) = ®(0)

wzorami

1
K(a(z, t)dt Adz™ A--- Ada®) = {/ a(x, t)dt} daz™ A--- Ada'™
0

oraz ' '
K(a(z,t)dz* A---Ada'™) =0.

Pokazemy, ze dla kazdej k-formy « na O zachodzi zwiazek

K(dF*a) + dK(F*a) = a. (16.21)
Z definicji operacji K mamy
K(F*a) =
1
=- Z (—1) </ iy (tm)dt) dz* A-- Azt Adz'itt - Ada?
i1<-:-<il 0
a stad

1
dK(F*a) =1 Z (/ tl_lail,,,il (t;v)dt) da* Ao Adapt—

in<e<iy W0

I n 1
Z Z Z(—l)ja:if ( tliail..i, (tm)dt) dz* Adz™ - Adzbi=t Adzti+t - Adz'.

. . 0 al‘k
11<--<1; j=1 k=1

Z drugiej strony

n
9 . . .
dF*a = F*da = Z Z gk Ciniz--is (to)t! T dak A da® Ada? - Adah+
i1 <ia<-<ip k=1

n
) . . .
+ Z Z 9k Cinia-i (to)t'a®dt A da® Adaz® A - Adali+
i1 <t <-<ip k=1 r

n l
Z Z Z(—l)j%ail...il (tr)t'z'idt Adz® Adz™ - Ada'i—t AdzbH+ - Ada®
@

i1 <---<t k=1 j=1

i w koncu
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n 1
K(dF*a) = Z Z (/ %ailiz...i, (tm)tlmkdt) dz™* Adz®2 A--- Ada'+
0

i1 <---<t k=1

n l 1
Z Z Z(—l)j </ %ail...i, (tx)t' 2" dt> dz™ .- Adz'-t Adzi+ - Ada®
0 ;I/-

i1 <<t k=1 j=1

W sumie obu wyrazen sumowania potréjne redukuja sie i dostajemy

1
dK(F*a) + K(dF*) =1 ) </ UTe T (tm)dt) dz* A--- Adzh+
0

11 <ip<---<1i

- b i i i
+ Z Z </O Bk iniz i (t;v)tlac'“dt> dz* Adz"? A--- Ada™ =

i1 <ip<-<ip k=1

1
d ' ' |
= Z (/ a[tlahi}.-il (tm)]dt) Az Adz® A - Adgt =
i <ip<---<iy 0
= Z Qfyig-iy (m)dmh A dmiz A--A dl’il — a(m)

i <ip<---<ip

Jezeli da = 0, to réwniez dF*a = 0. Mamy wigc ze zwiazku (16.21)
dK(F*a) = a.

|

7 przemienno$ci rézniczkowania zewnetrznego i transportu formy wynika, ze na
kazdym obszarze powierzchni M, dyfeomorficznym obszarowi gwiazdzistemu na
R™, forma zamknieta jest zupelna.

Sposéb na rozpoznawanie form zamknietych, ale nie zupelnych daje Stwierdze-
nie 16.16. Jezeli znajdziemy obszar zwarty bez brzegu i taki, ze catka po nim z
pewnej formy jest rézna od zera, to forma ta nie jest zupeina.

Przyklad. Niech M = R? \ {(0,0)} i niech

—y T

a= x2+y2dx+ $2+y2dy.

Wybierzmy D = S* (okrag o promieniu jeden). Oczywiscie dS* = () i da = 0, ale

27
/ o= / (cos? () + sin?(p))dp = 27 # 0,
(S'iey) 0

gdzie 1, jest orientacjg zadang parametryzacja katem ¢. Wnioskujemy, ze « jest
forma zambknieta, ale nie zupelna.



Rozdziat 17. GESTOSCI. KLASYCZNA ANALIZA WEKTOROWA.

17.1. Gestosci wektorowe.

W poprzedniej sekcji pokazali$my, ze (lokalnie) kazda [-forma nieparzysta jest
iloczynem 0-formy nieparzystej (na przyklad reprezentujacej orientacje) i I-formy
parzystej. Poznamy teraz inng reprezentacje form nieparzystych, bardziej wsréd
fizykéw popularna.

Przypusémy, ze mamy zadany niezerowy m-kowektor nieparzysty a(p) € A\.* T:: M
na powierzchni M wymiaru m. Dla dowolnych | wektoréw stycznych vy,...,v; €
T, M zdefiniujemy m — I-kowektor nieparzysty Wy (vi, ..., v, a), w punkcie p, wzo-
rem

WP(Ula - U, a(p)) (w17 sy Win—1, L) = Cl('U]_, s UL W, e, Win—0 L) =R (171)
Owzorowanie Wp jest [-liniowe i antysymetryczne ze wzgledu na (v, ...,v;), wiec
definiuje odwzorowanie

l m m—I
Wy N\TM x \ Ty — N\ TrM,
a stad
W: oY (M) x @™ (M) — ™ (M).
Odwzorowanie W), jest biliniowe, wi¢c indukuje odwzorowanie liniowe (oznaczaé je
bedziemy tez W)
m—I

[
Wp: \ TpM ® /m\OT;':M — N\ TM.

Pokazemy, ze odwzorowanie to jest injektywne. Niech ¢ bedzie funkcja nieparzysta.
Z wzoru (17.1) dostajemy, ze dla [-wektora v i m — I-wektora w

(eWp(v® o), w) = (exx,v A w). (17.2)

e jest roznym od zera m-kowektorem, wiec dla v A w # 0, prawa strona (17.2)
jest rézna od zera. Ale dla kazdego, réznego od zera [-wektora v znalezé mozna
m — l-wektor w taki, ze v A w jest rézne od zera. Stad W, (v ® «) jest rézne od zera
dla v réznego od zera. W, jest injekcja, wigc z poréwnania wymiaréw przestrzeni
argumentéw i wartoSci dostajemy, ze jest tez izomorfizmem. Oznaczmy

14 m 14 m
ANTM o \ TFM = (/\ T,M® /\OT;‘M> :
p

47
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Odwzorowanie

l m

l m
M= ATM on \ TyMiponp) € AT,M o A\ TyM

nazywaé bedziemy gesto$cig [-wektorowq. Przestrzen gestosci l-wektorowych na M
oznaczaé bedziemy T'(M).
Zdefiniowane powyzej odwzorowanie W indukuje odwzorowanie

W (M) = @™ (M)

przypisujace gestosci I-wektorowej forme nieparzysta rzedu (m —1). Odwzorowanie
to nazywamy izomorfizmem (dwoistoscig) Weyla.

Dywergencja gestos$ci wektorowych. Niech n bedzie gestoscig, I-wektorows.
Dywergencja Divn pola n nazywamy gesto$¢ (I — 1) wektorowa

Divn = (=1)!"'W =t od o W(n).

Gestoéci wektorowe w lokalnym ukladzie wspélrzednych. Niech (z¢) be-
dzie lokalnym ukladem wspolrzednych na M. Zadaje on orientacje ¢, i m-forme
da! A -+ A da™, czyli m-forme nieparzysta d™z = (da! A --- A dz™, ;). Gestosé
l-wektorowa zadana jest wiec samym polem [-wektorowym X:

n(g) = Xod™z = ( Z Xty (q)i A i A i) ®d™z. (17.3)

Ozir  Oziz Oz
11 <io<---<4

Ta sama gestosé jest reprezentowana w uktadzie wspétrzednych (y°) w sposéb
nastepujacy:

gty O yt) 0
_ Jijz-Ji
n(q) ] i1<'2"<il X (9) O(xdr,. .., zi) Oy Ao dy™

J1<--<Jjg

®d™y.
Zapiszmy teraz izomorfizm Weyla w lokalnym uktadzie wspétrzednych. Niech n
bedzie jak w (17.3) i niech

W(n) = ( Z ailiz...im_ldmil /\ dmiz Tt /\ dwim_l 9 L‘zv).

i1 <i2 < - <bm—i

Z definicji izomorfizmu W dostajemy
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0 0
(67 PF] i = — ... -
J12---Jm—1 8£E]1 ’ ’ 8:17]*"—’

ivigeisqm., [0 0 90 0
= ) X d m<axi1""’axiz’axh"”’aﬂm—z’L””)

i <ig <---<ip

= E SEN(i1, -y 0, J1 - -y Jm—t) X 2L
i1 <ip < <ip

Mamy wiec

a= Z Z SEN (i1, .y J1 ey Jng) X 20 AI A da?2 - A dadm-t
1< <Jm—r 1 <<y
(17.4)
W szczegdlnodcei, dla gestosci m-wektorowej

0 0 0
— X12..m . m
n Ers) A 92 A 9 ®d™x
mamy

W(n) = (X2 4,).

W innej konwencji, stosujemy zapis jak (16.1) dla form,

1 i O 0 0 m
M= Z X 3:Ei1/\8;vi2”'/\6xim®d ©
i1 <o b
gdzie zakladamy antysymetrie wspotczynnikéw. Funkeji nieparzystej f = (f,¢z)
odpowiada gestos¢

0 0 0

i A oxiz " Pgim

-1 _ 11 fm m
W) = — Y oX 5 ® d™z, (17.5)

T <<

gdzie X% tm = ggn(iy -+ -iy,) f. Jezeli f funkcja nieparzysta zadajaca orientacje ¢y,
to X4 im = ggn(iy -+ ipy,).
Wyrazenia lokalne na dywergencje sa dos¢ skomplikowane, ograniczymy sie wiec do
przypadku [l = 1.

Niech

w:ZXi%(@dmx
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bedzie gestoscia 1-wektorowa. Odpowiadajaca jej (m — 1)-forma nieparzysta W (w)
jest rowna

W(w) = (Z(_ni—lxidxl A AdaTEAdaTTE A Ada™, ),

i

a stad
Div | Y xi o ® d™z
- ot

_ oX'! m oxXt\ .
=W 1(2 amid;vl/\---/\dats ,Lz> :< ' ay‘)d x. (17.6)

Ewaluacja miedzy gestos$ciami i formami. Niech D C M bedzie obszarem
zwartym. Dla kazdej pary ztozonej z I-gestosci wektorowej n = X ® a i [-formy «
na M mozemy okreslic¢ liczbe

(a,M)p = / (o, X)a. (17.7)
D
W lokalnym uktadzie wspoétrzednych, dla
a= Z Qiyig..; dz®™ Adz® -+ Ada®
1 <t <--<f

TLZX®dm.’L':< Z Xi1i2---iz 0 A 0 _”/\i>®dmx

Oz Ox'2 Oxht
i1 <ig <+ <i
dostajemy

(,wya = ( E OéiliZ,,_ilX“ZZm”dxl Ao ANda™, ey)
i1 <tp<--<ip

= ( Z Z Sgn(ila---:ik:jla---:jm—l)ailig...ilX“wm”

i1 <do <<y j1<jo < <Jm—1
da?* Ao Ada AdTEA - Adaimt ) =a AW (M), (17.8)

Jezeli teraz no$niki w ® a i | — 1-formy a sa zawarte we wnetrzu D, to zachodzi
zwiazek

(da,w® a)p = —{a, Div(w ® a))p. (17.9)
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Istotnie, z wlasnoSci rézniczki i Twierdzenia Stokesa

d(a ATV () = (da) AT (1) + (=1)la Ad(V(n) i /D d(a ATV (n)) =0,

astad iz (17.8)

(da,n)p = /Dda AW(m) = —(~1)" /D a Ad(W(n)) = —(a, Div(n))p

Moéwimy, ze dywergencja jest operacja formalnie sprzezong do rézniczki zewnetrz-
nej wzgledem ewaluacji (17.7).

Uwaga. Ewaluacja (17.7) odgrywa wazna role w fizyce (zwlaszcza w klasycznej
teorii pola). Jezeli @ reprezentuje pole fizyczne, w ® a pole dualne to ewaluacja
(17.7) ma (z dokladno$cig do wspdlczynnika) interpretacje energii pola (statyka)
lub dziatania (dynamika) w obszarze D. Dla przykladu: pole elektrostatyczne jest
reprezentowane 1-forma E na tréjwymiarowej przestrzeni, a dualne pole indukcji
gestoscia wektorowa D. Podobnie pole indukcji magnetycznej jest 2-forma B na
tréjwymiarowej przestrzeni, a dualne pole magnetyczne gestoscia 2-wektorowa H.
Ogolnie, pole elektromagnetyczne jest 2-forma F' na czasoprzestrzeni, a dualne pole
G gestoscia 2-wektorowa na czasoprzestrzni.

17.2. Wykorzystanie metryki. Wzory analizy wektorowej.

Metrykq (riemannowskq) g na M nazywamy odwzorowanie
¢ TM = T*M

takie, ze
(1) g(T,M) C Ty M,
(2) ¢ TyM — T:M jest samosprzezonym izomorfizmem przestrzeni wektoro-
wych, to znaczy dla kazdej pary wektoréw v, w zaczepionych w jednym punk-
cie, (v, g(w)) = (w,g(v)),
(3) (v,g(v)) > 0 dla kazdego v € TM.

Metryka przedtuza sie w sposéb naturalny do odwzorowania liniowego z przestrzeni
wielo-wektoréw w przestrzen wielo-kowektoréw, zachowujacego iloczyn zewnetrzny:

gwAv) = g(w) A g(v).

Liczbe (v, g(w)) zapisujemy réwniez (v|w).

Oproécz odpowiedniosci miedzy wektorami a kowektorami i, w konsekwencji, mie-
dzy formami parzystymi a polami wielo-wektorowymi, metryka zadaje m-forme
nieparzysta g:
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STWIERDZENIE 17.1. Wzor

=

9(1}1; v ;Um;L) = (det<vl;g(v])>) )

gdzie v jest orientacja zgodng z ciagiem wektoréw (vy,...,v,,) jesli jest on baza,
definiuje m-forme nieparzysta.

Dowo6D: Jezeli wektory sa liniowo zalezne to wyznacznik jest réwny zero, wigce
orientacja jest obojetna. Niech zatem wektory beda liniowo niezalezne. Dla a > 0
bazy (vi,...,vm) 1 (avy,ve,...,v,,) Wyznaczaja ta sama orientacje, wiec

(N

glavy, ..., vm;t) = (a® det{v;, g(v;))) 2 = ag(vi, ..., vm;t)- (17.10)

Jezeli g(v1, ..., 0m;t) = (det(vi,g(vj»)%, to

g(—v1,v2,.. ., Up;t) = —g(—v1,02, ..., Up; —L)
= —(det(v;, g(v;)))* (17.11)
bo orientacja (—wv1,vs,.-.,Vm) jest przeciwna orientacji (vi,...,vn). Z (17.10) i

(17.11) dostajemy jednorodnos¢ ze wzgledu na kazdy z argumentéw.

Wykazemy teraz addytywno$é¢ (ze wzgledu na pierwszy argument).
Jezeli ciagi wektoréw (vy,va,...,um) 1 (v],v2, ..., Uy) nie sa bazami, to réwniez nie
jest baza ciag (v + vi,v2, ...,y ) 1 dostajemy

g(vr, .-y om;t) + g0y, .. om;t) =0 =g(vy +07,...,0m;t).

i wiec (v1,...,Um 71 73, WOwczas v, = ANvp+--- Um, @ Z wlasno$ci
Niech wiec (v, ..., bedzie baza, wéwczas v} = Ay +- -+ A"v,,, a z wlasnosci
wyznacznika i z jednorodnosci dostajemy

g(vy + 0], v2, .., omst) = g(or + Ao, ve, . o) = (1L4+ M) g(vr,. .., omt) =

= g(Ul,...,Um;l/) + g(Al’Ula"':’Um;l‘) = g(Ul,...,’Um;L) +g('U£,U2,...,Um;l/)-

Korzystamy tu z tego, ze orientacja zadana przez (vi + vi,...,vn) jest réwna
orientacji zadanej przez (vy + Awyi,...,vn)). -

Majac gestos¢ g mozemy dowolna, (m —[)-forme nieparzysta reprezentowaé polem
[-wektorowym. Mamy wiec nastepujace mozliwosci:

(1) Pole wektorowe X moze by¢ po prostu polem wektorowym.
(2) Pole wektorowe X moze reprezentowaé 1-forme rézniczkows g o X.
(3) Pole wektorowe X moze reprezentowaé gesto$¢ wektorowa X ® g.
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W zaleznos$ci od charakteru w jakim wystepuje pole wektorowe, inne stosuje sie do
niego operacje algebraiczne i rézniczkowe:

(1) Jezeli go X =df, to X nazywamy gradientem funkcji f.

(2) Div (X ® g) jest gestosdcia skalarna, wiec iloczynem f(X)g. Funkcje f(X)
nazywamy divergencja pola wektorowego i oznaczamy div X.

(3) Niech M bedzie wymiaru 3 z zadana orientacje ¢. (d(g o X),t) jest 2-forma
nieparzysta, wiec gestoscia wektorowa réwna Y ® g. Pole wektorowe Y na-
zywa sie rotacja X i oznaczamy je rot X. Mozemy to zapisaé

rot X ® g =W *(ed(go X), (17.12)

gdzie ¢ jest funkcja nieparzysty zadajaca orientacje ¢.
(4) divgrad f nazywa sie laplasjanem funkcji f i oznacza sie¢ Af.

W dalszym ciagu przyda nam sie nastepujacy zwiazek dla funkcji f i pola wekto-
rowego X:
div(fX) = fdivX + (grad f | X). (17.13)

DowO6D: Mamy

Div(fX®g) =W lodo W(fX ® g)
=WHAfAW (X ®g))+ fWodoW(X ®g).

W lokalnym uktadzie wspétrzednych g = ad™x i, zgodnie z (17.4),

WX ®g)= Z(—l)i_lXia(dxl A AdeTAdETE A A d2™, 1)

i

istad
ic1yi, OF i 1 i—1 i+l m
dfAW(X®g) =Y (-1) Xlaz o (d'Ada! A Ada'™ Az A Ad™, 1)
=df(X)a(dz* A+ Adz™, 1) = (grad f | X)g
Zatem
Div(fX © ) = (X |gradf)g + fDiv(X ® g),
a stad

div(fX) = fdiv X + (X | gradf).

|
Gwiazdka Hodge’a. Majac metryke g i [-forme parzystg o mozemy zdefiniowaé

gestosc [-wektorowa,
-1

(97 ca)®g.
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Odpowiadajaca jej (poprzez izomorfizm Weyla) forme nieparzysta oznaczaé be-
dziemy xa. Operacje
#:®L (M) — 7 Lo s xa

nazywamy odwzorowaniem Hodge’a. Przy ustalonej orientacji ¢+ rozmaitosci M for-
ma nieparzysta jest reprezentowana forma parzysty, wiec odwzorowanie Hodge’a
moze by¢ traktowana jako odwzorowanie przyporzadkowujgce [-formom formy rze-
dun—1
x ®L(M) — @7

Ta, zalezna od orientacji, wersja odwzorowania Hodge’a nazywa sie gwiazdkq Hod-
ge’a.

Metryka i gesto$¢ na podrozmaitosci. Jezeli N C M jest podrozmaitoscia,

to TN C TM, wiec metryke g na M mozna zredukowac¢ do metryki gn na N. Jezeli
j: TN — TM jest kanonicznym wtlozeniem, to

gN:j*ogoj:TN—)T*N

(v, gn (w)) = ((v), g(i(w)))-
Metryka gy wyznacza n-gestos¢ skalarng gy na N.

17.3. Klasyczne wersje twierdzenia Stokesa.

Twierdzenie Stokesa dla form mozemy przettumaczy¢ na twierdzenia dotyczace
p6l wektorowych. Ograniczmy sie przy tym do przypadku M = R® z metryka ¢ i
orientacja kanoniczng. Niech n = X ® g bedzie gestoscia wektorowa. Niech S be-
dzie 2-wymiarowa powierzchnia orientowalna zewnetrznie, z orientacja zewnetrzna
v. Orientacja ta moze by¢ zadana polem n wektordw na S, unormowanych i pro-
stopadtych do powierzchni.

STWIERDZENIE 17.2.

Xw©g= / (m,9(X))gs
(S,v) S

Dowob: Niech (¢,s) — (x(t,5),y(t,s), z(t, s)) bedzie parametryzacja powierzchni
S. Calka z gestosci jest rowna calce z odpowiadajacej jej formy nieparzystej

X®g= W(X ® g).
(S,v) (S,v)

Z definicji izomorfizmu Weyla

W(X ® g)(U17U2;l‘) = g(X7U17U2;l‘)7
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wiec dla v; = % ivg = % i orientacji ¢ zgodnej z (X, v1,vs), dostajemy z definicji
gestodci g
1
W(X ® g)(v1,vs;¢) = (det A)2, (17.14)
gdzie A jest macierzy
(X1X)  (XIg)  (XI)
A= | (X I%) (%I%) (%I%)
Xl5) (Fles) (5lss)
Poniewaz (n|%) = (n|%) = 0, to rozkladajac pole X na S
0 0
X = (X|n)n+aa +b8
dostajemy
{(HIX) (X15) (Xlﬁ)]
det A = (n|X) det |- 0 (%|%) (%|%)J
0 (glz) (5l
(710 (XIg)  (XI5) (%1% XIg)  (XIg)
ader | (F18) (Bl B | +vden | (F1) (B (Bl
(z2lss) (Zlas) (55135) (75175)  (Bilzs)  (551%5)
_ 2 det | (BB (FE)
= (n]X)"det | % Y 510
(3elzs)  (55155)

przy zatozeniu, ze (n|X) > 0 dostajemy

33
«

L ixla CEINC TN N — L
e = (i) (e | (G0 (T |} = W(@0) 5 ies)

gdzie orientacja tg powierzchni S jest zadana przez parametryzacje.
Poniewaz dla (n|X) > 0 orientacja (X, gt, 83) jest réwna orientacji (n, %, %),
dostajemy

Xog= [ @eed)t = [ @x)gs
(S,v) R2 S
o)

Jezeli (n|X) < 0, to orientacja (X, &, -Z) jest przeciwna orientacji (n, &, 2 ), wiec

X®g= —/ (det A)%.
(S,v) R2
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Z drugiej jednak strony

w0 — xt (aes [ 12 GIET)?
ceryt = i) (e[ B30 ()

wiec znéw dostajemy dowodzong réwnosé. m

53
53
@

~

Podobnie, jezeli C' jest jednowymiarowg podrozmaitoscia z orientacja wewnetrzng
t, to orientacje ta mozna reprezentowaé polem s unormowanych wektoréw stycz-
nych.

STWIERDZENIE 17.3.

/ goX:/(S,goX>gc
(Chue) C

DowODp: Niech p: R — C' C M bedzie parametryzacja C, zgodna z orientacja. Z
definicji catki z formy

0
/ goX:/(Tw(—),goXos@)
(Cy) R ot
—/<s o X o g)ITe( )]
= R ) @Y 2 ot

- [ee 00

|
Z powyzszych wzoréow dostajemy, jako wnioski z twierdzenia Stokesa, jego wersje
klasyczne

TWIERDZENIE 17.4 (KLASYCZNE TWIERDZENIE STOKESA).

[ @it Xas = [ (sl¥)aas

przy czym kierunki pdl s i n sa zwigzane ze sobg regula prawej sruby.

DowoD: Niech ¢ oznacza orientacje R® , v orientacje zewnetrzng S zadana polem n,
a vs odpowiadajaca jej orientacje wewnetrzng. Mamy ze Stwierdzenia 17.2, definicji
rotacji i ze Stwierdzenia 17.3,

[@lrotx)gs= [ sorxwg= [ @eox)=[ dgox)
S (S,v) (S,v) (S,es)
Z/ goX = (SagoX)gas:/ (s|X)gss-
(95,0us) s s
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TWIERDZENIE 17.5 (TWIERDZENIE GAUSSA-OSTROGRADZKIEGO-GREENA).

[ e~ [ @lx)en

przy czym wersor n jest skierowany na zewnatrz obszaru D.

DowODp: Niech v oznacza orientacje zewnetrzna S zadang polem n. Mamy ze
Stwierdzenia 17.2, definicji dywergencji i z Twierdzenia Stokesa dla form niepa-
rzystych,

/Dding:/DDiv(X@bg):/Dd(W(X®g)):/(BDVV)X®g:/8D(n|X)gaD.

|
7 powyzszego twierdzenia dostajemy dwie klasyczne formuty.

TWIERDZENIE 17.6 (WZORY GREENA). Dla dowolnych funkcji f, h zachodza wzory

/(gradf|gradh)g :—/ fAhg+/ f(n|grad h)gsp (17.15)
D D 8D

/D fAhg - /D hAfg = /8  Folgrad bygap - /B  Mnlgrad flgop- (1716)

Dowop: Z (17.13) mamy
div(fX) = fdivX + (X | gradf),

wiec, kltadac X = grad h, wzér (17.15) wynika z twierdzenia Gaussa-Ostrogradzkie-
go-Greena.

Wzér (17.16) wynika natychmiast z (17.15) (wystarczy zamieni¢ rolami f i g i
odja¢ stronami dwie réwnosci (17.15)). m
17.3.1. Wzory w lokalnych ukladach wspélrzednych.

Niech (z%) bedzie lokalnym uktadem wspoétrzednych. W indukowanych bazach
przestrzeni stycznych i kostycznych g wyraza sie symetryczna, nieosobliwg macierza
funkciji [gi;]. Oznaczmy g = det[g;;].

STWIERDZENIE 17.7.
g=+/gdmx. (17.17)

Dowo6p: Dla ukladu wektoréw (vi, ..., v, ) zadajacego orientacje ¢ mamy

9(vr, -+, vmse) =/ det[(vi, g(v;))],
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ale 9 9
_ k1
(vi, g(vy)) = ;ai aj(@;ﬂ(@));
gdzie v; = 3, af 5% i w konsekwencji,
\/det [(vi, g(v;))] = \/det ] det[gg] det[a ] = | det[a ]]|\/det Jki]-

Ale '

| det[af]| = d"z(v1, ..., vm;1),
wigec g = (/gd™®. [ ]

Mamy zatem
X®g=(/8X)®d"z.

Stad i z wzoru (17.6) dostajemy,

Podsumowujac, w lokalnym uktadzie wspoétrzednych mamy nastepujace wzory:

1 98X’
) divX = Z\F oo

@) gradf =Y 5 01 0

0xJ Oz’

-y bk (i)

Niech teraz dana bedzie orientacja ¢ powierzchni tréjwymiarowej M, odpowiadajaca
funkcji nieparzystej €. Rotacja pola wektorowego X zadana jest wzorem (17.12).
Gestoéé tréjwektorowa W 1 (g) zapisuje sie, zgodnie z (17.5),

0 0 0
ik
)= 3 e o A N

ijk

Bezposérednim rachunkiem sprawdzamy, ze

) rot X = Yt L 0uX! 0
o \/_ oxk Oz



Rozdzial 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJ

18.1. Rézniczkowalnos$é w sensie zespolonym.

Jako przestrzeni wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych C jest réwne R?. Zatem
odwzorowanie (funkcje) f: C D O — C mozna traktowad jako odwzorowanie f: R? D
O — R2. Jezeli f jest rézniczkowalna w (z,y) = z € O, to pochodna

)RR =C—-R =C
jest, z definicji, odwzorowaniem R-liniowym.

DEFINICJA 18.1. Funkcje f nazywamy rozniczkowalng w sensie zespolonym w punk-
cie z, jezeli jest w tym punkcie rézniczkowalna w sensie rzeczywistym i f'(z) jest
odwzorowaniem C-liniowym, to znaczy jezeli

f(2)(Aw) = Af'(2)(w) AweC

STWIERDZENIE 18.2. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

(1) f jest rézniczkowalna w sensie zespolonym.
(2) Spelnione sa warunki Cauchy’ego—Riemanna

oP _9Q oP  9Q

gdzie P=Re f, Q =Im f.
(3) Istnieje granica ilorazu
fz+w) - f(2)
w
przy w dazacym do zera.
DowOD: Pochodna f dana jest macierza Jacobiego
or ob
or Oy
9@ 2q
ox Oy
Warunek C-liniowosci jest réwnowazny warunkowi f'(z)(i) = if'(2)(1), czyli
or or or or
or Oy | |0 _ ;| 0z Oy 1
00 90| [1] =" o0 9|0
or Oy oxr Oy

59



60 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJ]

a z kolei ta réwnosc¢ jest réwnowazna

or or _99
Oy —il 9z | = ox
oQ oQ or
oy ox ox

Udowodnili$my wiec réwnowazno$¢ pierwszych dwéch warunkéw.
Rézniczkowalno$c f jest réwnowazna z definicji temu, ze wyrazenie

wr fz+w) = f(2) = f'(z)(w)

jest reszta, czyli
flz+w) = f(z) = f'(2)w

|w| w—0

> 0, (18.2)
lub réwnowaznie (liczby zespolone mozemy dzielic),

flz+w) = f(z) = f'(2)w

w w—0

Z drugiej strony,
S(fz+w) = 1) - 1) w) =
- (L0 IE  pw) + (@0 - Lrew). s

w

wiec z rézniczkowalnodci (zbieznosé do zera lewej strony) i C-linjowosci (drugi sktad-
nik z prawej strony jest réwny zeru) wynika zbieznosé

flz+w) - f(z)

w w—0

> f1(2)(1).
Na odwro6t, jezeli istnieje granica

flz+w) - f(2)

w w—r

» L € C,
0

tow — f(z4+w)— f(z) —wL jest reszta, czyli f jest rézniczkowalne w z i f'(2)(w) =
wL, wiec pochodna jest C-liniowa. m

Uwaga: W dalszym ciagu symbolem f'(z), dla f rézniczkowalnych w sensie ze-
spolonym, oznaczaé¢ bedziemy liczbe zespolona f'(z)(1). Trzeci réwnowazny waru-
nek z powyzszego stwiedzenia sugeruje, by pochodna w sensie zespolonym oznaczaé
tez —.

dz
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STWIERDZENIE 18.3. Jezeli f, g sa rozniczkowalne w sensie zespolonym w punkcie

z, torowniez f+g, fg, =, fog sa rézniczkowalne w sensie zespolonym w z. Ponadto
g

(D) (f +9)'(2) = f'(2) + 9'(2),

(2) (fg )(, z)=[f () )( ();- (;()9)’(2():)
z 2)g'(z

@ (5 > B =0

(4) ).

(2)g
(tutaj zakladamy, ze g(z) # 0),
(feg)(z) = f(9(2))g'(2

Dowo6D: Dowdd tych zwigzkéw przebiega dokladnie tak samo jak w przypadku
rzeczywistym. ]

Formy o wartosciach zespolonych. Kowektor styczny jest odwzorowaniem
R-linijowym z przestrzeni stycznej w przestrzen liczbowa R. Kowektorem o war-
tosciach zespolonych nazwiemy odwzorowanie R-liniowe z przestrzeni stycznej o
wartosciach w C. Oczywistym jest, ze takie kowektory mozna uwazaé za pary ko-
wektorow o wartos$ciach rzeczywistych i ze tworza one przestrzen wektorowa nad
cialem C. Na plaszczyznie zespolonej baza w przestrzeni kowektordw zaczepionych
w punkcie w sa rézniczki wspétrzednych: d,z, d,y. Mamy wiec ogélna postaé ko-
wektora o wartosciach zespolonych, zaczepionego w punkcie w

(azdwm + aydwy) + Z(bwdwm + bydwy) = c;dyx + Cydwy7

gdzie c; = ap + iby i cy = ay + iby.

W oczywisty sposéb definiujemy wielo-kowektory o warto$ciach zespolonych oraz
ich iloczyn zewnetrzny, formy rézniczkowe o wartosciach zespolonych i ich rézniczke
zewnetrzng. W szczegolnodcei, podobnie jak w przypadku rzeczywistym, dla funkeji
rézniczkowalnej f

dwf(v) = f'(wv, veC.
Mamy oczywiScie
dz =dz +1idy, dz =dz —idy,

wiec w kazdym punkcie w € C kowektory d,z, dZ tworzg baze nad C w przestrzeni
kowektoréw o wartosciach zespolonych. Bezpodrednim rachunkiem sprawdzamy, ze

dzAdz=0=dzAdz i dzAdz= —2idz Ady

Symbole . Niech f bedzie funkcja o wartoSciach zespolonych, réznicz-

0

0z’ 07" o : - .
kowalng w sensie rzeczywistym. Jej czeSci: rzeczywista P i urojona @) sa rézniczko-
walnymi funkcjami rzeczywistymi i mamy

df = dP +4dQ.
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Zapiszmy teraz rozniczke w bazie (dz,dZz):
dwf = a(w)dyz + b(w)d,z. (18.4)
. , . . . of )
W dalszym ciagu wspo6tezynnik a(w) bedziemy oznaczaé¢ symbolem 5. (w), a wspol-
z

0
czynnik b(w) symbolem —J_c(w) Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze w kaz-

dym punkcie kowektor dz jest C-liniowy, a dz nie jest. Korzystamy tu z utozsa-
mienia przestrzeni wektorowej ze styczna do niej (w dowolnym punkcie). W tym

utozsamienieniu wektorowi 9z odpowiada liczba 1, a wektorowi ey liczba ¢. Mamy
€T Y
zatem w dowolnym punkcie w € C
. 0 . .
dwz(Ve + ivy) = dpz(Ve 5= +vy=—) = duw(vz) + idwy(vy) = Vs + ivy
ox oy

i 0

dwZ(ve + ivy) = de(vw£ + Uya_y) = duw(vg) — idwy(vy) = v, — vy,

Rézniczka d,, f jest wiec C-liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy wspdtezynnik przy
dZ jest réwny zeru.

STWIERDZENIE 18.4.

o _1(o 0\ o _1(0 .0
0z 2\0x Oy)’ 0z 2\0x Oy)’

DowOD: Dla kazdej funkcji f

oP oP
Af = 5o+ 5 ody +i < dm+— )
_ orP  0Q 0P 0Q 1 8P 0Q
_2<8x+ oz 8y+ > 2< i Yoy 8y>dz
1/0 .0
-3 (@ i) 1o 3 (i) 70
|
Podsumowujac,

STWIERDZENIE 18.5. f jest rozniczkowalna w sensie zespolonym wtedy i tylko

0
wtedy, gdy 8_2 = 0. Wowczas

9f 4.

df = Bz
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Dla funkcji jednej zmiennej zespolonej, rézniczkowalnej w sensie zespolonym,

iszemy —— zamiast ——.
P P 0z 5
I jeszcze jedna wazna wlasnosc: jezeli f jest dwukrotnie rézniczkowalna i a_]_‘ =0,
z
to

0 0

Méwimy, ze czedci rzeczywista i urojona funkcji f sa funkcjami harmonicznymi.

DEerINICJA 18.6. Niech Q C C bedzie otwartym obszarem. Funkcje klasy C1(O),
rézniczkowalna w sensie zespolonym na () nazywamy holomorficzng na ). Prze-
strzenl (wektorowa) funkcji holomorficznych na Q oznaczaé¢ bedziemy A(Q).

Uwaga. Zalozenie ciagglosci pochodnej nie jest konieczne. Wynika ona z réznicz-
kowalnoéci w sensie zespolonym. Dowdd tego faktu wykracza jednak poza ramy
naszego wyktadu.

18.2. Wzory calkowe Cauchy’ego.

W Rozdziale 15 zdefiniwana byta calka z 1-formy (parzystej) po l-wymiarowj
podrozmaitosci zorientowanej (wewnetrznie). Takie (zwarte) podrozmaitosci nazy-
wal teraz bedziemy {tukami zorientowanymsi lub konturami zorientowanymi, jezeli
tuk jest zamkniety.

DErINICIA 18.7. Calka z funkcji f: C D O — C o wartoéciach zespolonych po tuku

zorientowanym ' nazywaé bedziemy catke [ fdz.
r

Nalezy tu zwréci¢ uwage na fakt, ze C ma kanoniczng orientacje zadana baza
(1,4). Zatem brzeg kazdego obszaru ma naturalna orientacje wewnetrzna, odpowia-
dajaca orientacji zewnetrznej 'na zewnatrz’ obszaru. Naturalna orientacja okregu
jako brzegu kota jest orientacja ’przeciwna ruchowi wskazéwek zegara’. O takiej
orientacji mozna moéwi¢ w przypadku dowolnego konturu, bedacego brzegiem ob-
szaru. Stosuje sie oznaczenia

}é , a dla orientacji przeciwnej % .
r r

STWIERDZENIE 18.8. Funkcja f € C1(Q) jest holomorficzna na Q wtedy i tylko
wtedy, gdy forma rézniczkowa

a = fdz

jest zamknieta.



64 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJ]

Dowob:
da=df Adz= (gdz—f— %dz) ANdz = %dZ/\dz,
adzAdz =—dzAdz =2ide Ady # 0. m
Whnioski:
(1) Jezeli tuk (kontur) I' jest brzegiem obszaru O w €, to [, fdz = [, d(fdz) =
0.

(2) Jezeli Q jest obszarem gwiazdzistym (ogdélniej — jednospdjnym), to z lematu
OF
Poincarégo istnieje funkcja F taka, ze dF = fdz (stad 5 = 0). Latwo
zZ
sprawdzié, ze F' jest dwukrotnie rézniczkowalna. Z twierdzenia Stokesa

F(z)—F(a) = /Ffdz

gdzie I jest dowolnym tukiem w € o poczatku w a i koicu w z. Piszemy tez

[ fdz.

TWIERDZENIE 18.9 (WzOR CALKOWY CAUCHY'EGO). Niech f bedzie funkcja ho-
lomorficzng w ) i niech U C §Q bedzie zwartym obszarem z brzegiem I, zoriento-
wanym kanonicznie. Wéwczas

Y GO,
2mi Jr 2z —a

jezeli a ¢ U oraz

1 [ fR)
271 Fz—adz_f(a)’
jezelia € U,a g OU.

Dowo6D: Jezeli a € U, to funkcja

)

zZ—a

Z =

jest na Q@ \ {a} D U holomorficzna jako iloraz funkcji holomorficznych, wiec z
wniosku z poprzedniego stwierdzenia

1) dz =0.

rTe—a
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Niech teraz a € U. Wybierzmy ¢ dostatecznie matle tak, by koto K(a;¢) lezalo w
U. Oznaczmy U, = U \ K(a;¢). Z poprzedniego mamy

—(Z) dz =0,
aU. Z—a
wiec
D)y, [ 1),
rz—a s.Z—a

gdzie S. jest zorientowanym kanonicznie brzegiem kota K (a;e). Wystarczy teraz
oszacowal catke po tym okregu. Mamy

RN VR (0 Sy (CESO8
a i Js, z—a

2mi Jg, 2z —a 2mi Jg, 2 —

Obliczymy pierwsza calke parametryzujac okrag przez z = a + e'¥:

2w 27
/ dz = / elem (™) = / idf = 2mi.
5. 72— a 0 0

Z drugiej strony

JRCS
s. Z—a

< M - 27e.

/o " el (f(a + 26) — f(a))d(ee)

Ostatnia nieréwnos¢ wynika z twierdzenia o wartosci $redniej dla odwzorowan, a
M = supg ) |f'|. Poniewaz mamy tak dla kazdego e, wigc przechodzac z € do
zera dostajemy teze. u

Whioski z twierdzenia Cauchy’ego.

(1) Jezeli znamy wartosci funkcji f na brzegu I' obszaru U, to znamy wartosci

f wcaltym U.
(2) Z twierdzenia o rézniczkowaniu calki z parametrem funkcja zadana wzorem
oo [ 294
r¢—=z
jest klasy C°°, jezeli funkcja f jest ciagta. Zatem funkcje holomorficzne sa
klasy C*°.

(3) Pochodna funkcji holomorficznej jest funkcja holomorficzna.
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STWIERDZENIE 18.10 (0 WARTOSCI SREDNIEJ). Jezeli f € A(Q) i K(a;r) C Q, to

DowOD: Z twierdzenia Cauchy’ego

1 2T

= — fla+pe¥)dy dla p<r,
2w Jg

f(a)

a stad
T 1 T 2T )
/ pf(a)dp = 2—/ / pfla+ pe?)dedp
0 T Jo Jo

i w konsekwencji,
1

fo == [ .

STWIERDZENIE 18.11. Niech oznaczenia i zatozenia beda jak w twierdzeniu Cau-
chy’ego. Zachodzi zwiazek

£ () = L’/Fif@) dc. (18.5)

T2 Jp (¢ —2)n L

DowoOD: Z twierdzenia o rézniczkowaniu calki z parametrem i ze wzoru Cauchy’ego

TR [ DOy S (R

T 2mi F@C—z = 2mi

Nastepujace twierdzenie jest, w pewnym sensie, odwrotne do wniosku o niezalez-
nosci od drogi caltki z funkcji holomorficzne;j.

STWIERDZENIE 18.12 (MORERY). Niech f € C(f) i niech calka z f nie zalezy od
drogi. Wtedy przyporzadkowanie

2 F(2) = / T F(0d¢

jest funkcjg holomorficzng na €2 i jej pochodna jest réwna funkcji f.
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DowOD: Z definicji F' mamy

240z
P+ -F@) = [ O
z
i stad, catkujac po odcinku [z, z 4+ 0z] z parametryzacja [0,1] 3 t — z + tdz,

z+0z
o B GEEOE

F(z+46z) — F(2)
FEIZEE) pe

5o [ ) - penssa| < s 170 - 1) 0

CE[z,2496] 0—0

Korzystaliémy tu ze znanego z Analizy II szacowania catki o warto$ciach w prze-
strzeni z norma (Rozdzial 11). Zatem funkcja F' jest holomorficzna na 2, wiec f,
jako jej pochodna, tez jest funkcja holomorficzna. m

STWIERDZENIE 18.13 (NIEROWNOSCI CAUCHY’EGO). Niech f € A() i niech
M/(a, p) oznacza maksimum |f| na okregu |z — a| = p takim, ze K(a;p) C .
Woéwczas spetlnione sa nieréwnosci

f ()]

0" < M(a,p) (18.6)

dlan > 0.

DowOD: Ze wzoréw Cauchy’ego

! 1)
2 /3 a1
n' 27

. . . !
o /, fla+ pe'?)(pe'®) " Lipedp <2%-27rp’”-M(a,p)-

17 (a)] =

|
Jako prosty wniosek z tych nieréwnosci, mamy wazne twierdzenie o rozwinieciu
funkcji holomorficznej w szereg potegowy.

18.3. Rozwiniecie w szereg Taylora.

TwIERDZENIE 18.14. Niech f € A(Q). Niech K(a;R) C Q. Wéwczas funkcja f
moze by¢ rozlozona w szereg Taylora

(2 —a)?
2

(z—a)"

— f™a)+ - (18.7)

f(z) = f(a) + (z — a)f'(a) + @)+ +

i szereg ten jest zbiezny niemal jednostajnie w kole K(a; R).
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Dowo6Dp: Niech A C K (a; R) bedzie zbiorem zwartym. Ze zwarto$ci zbioru A wy-
nika, ze jest on zawarty w nieco mniejszym kole, tzn. istnieje R’ < R takie, ze
A C K(a;R'). Dla |z — a] < |¢ — a| mamy rozktad

1 > (z —a)”
R R RN U

i szereg po prawej stronie jest zbiezny niemal jednostajnie ze wzgledu na z. Niech
teraz R" bedzie takie, ze 0 < R’ < R"” < Riniech I bedzie brzegiem kota K (a; R").
Mamy zatem ze wzoru Cauchy’ego (18.5) dla |z — a| < R’

1 f(C) f(¢
)_271'2' FC—Z 271'1/Z ’H‘l d(.

Oszacujmy wyraz w szeregu pod catky. Mamy

1O
S A e

__R" M(aR")
=~ Ryl ’ o1 ?

zatem szereg podcatkowy jest zbiezny jednostajnie na I' i mozemy wyj$¢ z sumo-
waniem przed catke. Dostajemy ze wzoréw Cauchy’ego

0 =3 G-y [ LY Z E= 9" sy,

a z nieréwnosci Cauchy’ego

(Z—a)

~———f"(a)| <

_ n | 1\
u n: M(G,R”) < <%> M(G,R”).

Z przeprowadzonego powyzej oszacowania szereg (18.7) jest zbiezny jednostajnie w
kole |z —a| < R, a wiec i na A. n
Funkcje dajace sie przedstawi¢ lokalnie w postaci sumy szeregu potegowego na-

zywamy funkcja analityczng. Zatem kazda funkcja holomorficzna jest analityczna.
Whioski:

(1) Jezeli w punkcie a spéjnego obszaru Q dla f holomorficznej w € zachodzi
f(a) =0, n=0,1,..., to f jest réwna zero na catym (.

(2) Jezeli dwie funkcje holomorficzne maja takie same pochodne wszystkich rze-
déw w punkcie a, to sa one réwne na skladowej spdjnej zawierajacej ten
punkt.
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Dowo6D: Niech A € Q bedzie zbiorem, na ktérym f jest réwna zero wraz
ze wszystkimi pochodnymi. Z definicji jest to przeciecie zbioréw domknie-
tych w Q (f(~1(0)), wiec jest zbiorem domknietym w Q. Z twierdzenia o
rozwinieciu Taylora jest to zbidr otwarty, czyli jest réwny (2. m
Niech @ 3 a, — a € Q, a, # ainiech f € A(Q). Jezeli f(a,) = 0 dla
wszystkich n, to f jest réwne zeru w otoczeniu a.

Dowo6p: Wystarczy pokazaé, ze wszystkie pochodne funkcji f w punkcie a
sa réwne zeru. Przypusémy wiec, ze f(¥)(a) # 0 jest pierwsza nieznikajaca
pochodna. Z rozwiniecia Taylora wynika, ze f(z) = (z — a)*g(z), g jest
holomorficzna i g(a,) = g(a) # 0. Z drugiej strony, poniewaz f(a,) =0, to
g(a,) =01 g(a,) = 0. m
Funkcja holomorficzna f jest albo tozsamo$ciowo rowna zeru, albo jej miejsca
zerowe sa izolowane (tzn. nie maja punktu skupienia w Q).

DowOD: Z poprzedniego wniosku wynika, ze jezeli zera f maja punkt sku-
pienia w 2, to funkcja jest réwna zero. m

I jeszcze jedna, nieoczekiwana wlasno$c funkcji holomorficznej

STWIERDZENIE 18.15. Jezeli f jest holomorficzna na spéjnym ) i jej modut |f|
ma lokalne maksimum w a € €, to f jest stala na ().

Dowob: Niech kolo K(a;r) C Q bedzie takie, ze |f(2)] < |f(a)| dla z € K(a;r).

Mamy

_ :77-2 _
0< /K @ =15 = o) /K o

Ale ze Stwierdzenia 18.10 o wartoéci $redniej mamy tez

wiec

| f(a)] < / 7,

K(as;r)

o< [ ar@i-imms< [ - [ a=o

) )

Zatem funkcja z — |f(a)| — |f(2)] jest tozsamos$ciowo réwna zeru. Wynika stad, ze

f(z) = e f(a),

gdzie ¢ jest funkcja o wartosciach rzeczywistych. Poniewaz f jest holomorficzna, to

0= i 5 P0_

=52 = 5 1 5o =0. (18.8)
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Funkcja ¢ jest rzeczywista, wiec z réwnaii Cauchy’ego—Riemanna (18.1) jej po-
chodna jest réwna zero. Zatem ¢ jest funkcja stala. Stad f jest stala w K(a;7) i w
konsekwencji, w calym (2. m

18.3.1. Funkcje catkowite. Funkcjg catkowitq nazywamy funkcje holomorficzng
na calej ptaszczyznie zespolonej C. Funkcja catkowita ma wiec rozwiniecie w szereg
Taylora w calym C i wzgledem dowolnego punktu.

STWIERDZENIE 18.16 (LIOUVILLE’A). Funkcja catkowita i ograniczona jest stala.

Dowob: Jezeli |f(z)] < C dla kazdego z € C, to z nieréwnosci Cauchy’ego
|f'(2)lp < M(z,p) < C

dla kazdego p > 0 (funkcja catkowita!). Zatem f'(z) = 0 dla kazdego z, czyli f jest
stata. m

Jako bezposredni wniosek z twierdzenia Liouville’a dostajemy
TWIERDZENIE 18.17 (PODSTAWOWE TWIERDZENIE ALGEBRY). Wielomian stop-
nia n > 0 o wspdlczynnikach zespolonych ma n pierwiastkéw (liczonych z krotno-
Sciami).
DowOD: Zalézmy, ze wielomiam W (z) = ap+a12+- - -+a,z" nie ma pierwiastkéw.
Wtedy funkcja

jest caltkowita i ograniczona. Z twierdzenia Liouville’a wynika, ze jest to funkcja
stala, co jest sprzeczne z zalozeniem n > 0. Istnieje wiec punkt zq taki, ze W(zp) =
0. Dzielac W przez z — 2y dostajemy wielomian stopnia n — 1, do ktérego znéw
stosujemy powyzsza procedure. m

18.4. Przyklady funkcji holomorficznych. Funkcje wieloznaczne.

Najprostszym przykltadem funkcji catkowitej jest funcja wielomianowa zmiennej
zespolonej. Jej odwrotnos¢ jest funkcja holomorficzng poza zerami wielomianu. Na

przyklad funkcja — nie jest funkcja catkowita. Jest holomorficzna poza zerem. Znana
z

z pierwszego semestru funkcja wyktadnicza
o0

z zn

=20

n!
0

jest catkowita funkcja holomorficzng. Podobnie funkcje trygonometryczne i hiper-
boliczne.

Przedluzenie analityczne. Funkcje wieloznaczne. Przypuéémy, ze mamy
funkcje fo zdefiniowang w otoczeniu punktu 2y szeregiem potegowym o promieniu
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zbieznosci ro. Wezmy teraz punkt K(zp;70) 3 21 # 20 1 szereg Taylora funkeji
fo w punkcie 2. Przez r; oznaczmy promien zbieznoéci tego szeregu. Mamy wiec
funkcje fi okreslona na sumie K (zo;79)UK (21;71). Moze sie zdarzy¢, ze suma ta jest
wieksza od kolta K (zg; ro). Méwimy woéwczas, ze fi jest rozszerzeniem analitycznym
funkcji fo. Wezmy teraz zs, 23, ... itd. Jest sens pyta¢ o maksymalne rozszerzenie
analityczne.

W procedurze opisanej powyzej moze si¢ jednak zdarzy¢, ze kola zbieznosci
K (zo;70) i K(z,;7,) maja niepuste przeciecie, a funkcje fo i f,, réznia sie na nim.

Przyklad. Niech fy bedzie zadane szeregiem

1

-%(z—1)2+---+<Z>(z—1)’“+---

fol2) =14 e = 1)~ 3

gdzie

<Z) _ q(q—l)--l-d(q—k+1)

Promieri zbieznoéci tego szeregu ro = 1. Latwo rozpoznaé, ze (fo(z))? = z. Prze-
dluzajac analitycznie wzdtuz okregu jednostkowego dojdziemy znéw do punktu 1,
ale wartos¢ przedtuzenia bedzie réwna —1.

Sa trzy mozliwe rozwiazania:

(1) Przerwaé proces przedluzania. W opisanym przypadku, na przyklad przez
wyciecie krzywej taczacej zero z nieskonczonoscia. Na ogét wybiera sie pét-
prosta [0, oo[ lub | — 00, 0].

(2) Rozpatrywac funkcje wieloznaczne.

(3) Przenie$¢ funkcje na powierzchnie (rozmaito$c) tak, zeby stalta sie jedno-
znaczna. Powierzchnie te nazywane sa powierzchniami Riemanna.

18.4.1. Logarytm. Zajmijmy sie blizej, jako przykladem funkcji wieloznacznej,
funkcjg logarytmiczng. Zdefiniujemy ja, przez analogie z przypadkiem rzeczywi-
stym, wzorem

d¢

logz= | =,
r ¢
gdzie T jest tukiem taczacym 1 z z. Warto$¢ funkcji logarytm oczywiscie zalezy od
tuku. Na przyktad okrag S', zorientowany przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara
taczy 1 ze soba, a
d¢

st €

Wielokrotnie obchodzac zero dostajemy mozliwe wartosci logarytmu:

= 2.

logl = 2kmi, k=0,+1,+2,...
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i ogdlnie, catkujac najpierw po odcinku osi rzeczywistej od 1 do |z|, a nastepnie po
okregu o promieniu |z|, dostajemy
logz = log|z| + i arg 2.

Ujednoznaczni¢ logarytm mozemy wycinajac z plaszczyzny zespolonej tuk laczacy
zero z nieskorniczono$cia. Standardem jest wyciecie pélprostej | — oo, 0] i przyjecie
argz = Argz €] — m, n[. Taki logarytm nazywamy galeziag gtéwna logarytmu.

Funkcja potegowa. Latwy rachunek pokazuje, ze exp(log(z)) = z, czyli wy-
nik nie zalezy od wyboru gatezi logarytmu. Funkcje z*definiujemy podobnie jak w

przypadku rzeczywistym
z — 2% = exp(alog(z)). (18.9)

Dwie wartoéci logarytmu daja ta sama warto$¢ z® wtedy i tylko wtedy, gdy ich
réznica 2k jest wielokrotnoScia —27i, czyli gdy istnieje [ takie, ze ka = [. Jest to
a
mozliwe tylko w przypadku wymiernego a. Jezeli a = E, gdzie m,n sa wzglednie
n

pierwsze, to dostajemy warunek

m

l=k—.

n
Whioskujemy, ze k musi by¢ wielokrotnoscia n i ze funkcja 2% ma w tym przypadku
n gatezi.

18.5. Funkcje holomorficzne w pierscieniu. Rozwiniecie Laurenta.

Szacowanie calki.

STWIERDZENIE 18.18. Niech T' bedzie zorientowanym lukiem i niech f € C(2).
Zachodzi nierownosé
‘/ fdz
r

gdzie |T'| jest calka po T z gestosci ds indukowanej kanoniczng metryka na R?.

< [Fsup [f(2)],
zel

DowoOb: Niech v:[a,b] = C:t +— z(t) bedzie parametryzacja ['. Mamy

/F fdz = /  Fe) @t

‘/Ffdz

istad

< swp | F(2(0) | /[ NECCIE

te(a,b]
ale
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Rozwiniecie Laurenta.
DEFINICJA 18.19. Pierscieniem (otwartym ) o §rodku w punkcie a € C, promieniu

wewnetrznym r i promieniu zewnetrznym R nazywamy zbior

R(a;r,R) ={z € C:r < |z —a|] < R}.

TWIERDZENIE 18.20 (LAURENTA). Jezeli funkcja f jest holomorficzna w pierscie-
niu R(a;r, R), to daje sie przedstawi¢ w postaci szeregu

+00
fz) =) an(z—a)", (18.10)

przy czym

1 f(©)

ap = — SEEEAS VN (18.11)
") ey (C— @)

gdzie r < p < R, a szereg jest zbiezny niemal jednostajnie i bezwzglednie na
R(a;r, R).
Dowo6b: Niech r < 7' <" < R"” < R' < R. Do pierscienia
domknietego R(a;r', R") stosujemy wzér Cauchy’ego
1 f(Q)
f(z) = d¢

210 JoR (azr Ry C — 2

gdzie z € R(a;7", R'). Brzeg pierscienia sktada si¢ z dwdch okregéw przeciwnie
zorientowanych. Zatem

L SO ¢ - EiO)
fz) =5 {}Agazwc— ~d¢ ;téuzrlc_ de} :

Ale
r-a <1, gdy |[¢(—a|=R,
(—a
C_a‘<1, gdy [(—al=1"
z—a

Zatem w tych dwéch przypadkach mamy
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I -1 __°° (C—a)
(—z (z—a)(1-(C—a)/(z—qa) zo: '

Szacujemy dla 7" < |z| < R™:

(- ay" R
O | < M R g

(€ —a)" N "
10 | < M)

Wynika z tych szacowan, ze w obu calkach mozna wyj$¢ ze znakiem sumy przed
znak calki i ze otrzymane szeregi sa zbiezne jednostajnie na R(a; ", R"). Poniewaz
kazdy zbidér zwarty w R(a;r, R) zawarty jest w pewnym pierscieniu domknietym,
zawartym w R(a;r, R), to szeregi te sa zbiezne niemal jednostajnie. Mamy zatem

_ LS IO
I®) = 3mi {Z( ) }gga:R’ o

Poniewaz

f(¢) _ f()
}gCEZR’ (¢ —a)tt de= }glCalzp (€ —a)mtt 4

}5 FO(C = a)nd¢ = ;5 FO(C — aydg
[(—a|=r' [(—al=p

wiec, po odpowiednim przenumerowaniu wyrazow w drugim szeregu, otrzymujemy
teze. ]

Rozwiniecie, o ktorym moéwi twierdzenie, nazywa sie rozwinieciem Laurenta. Od
razu, jak i dla szeregu Taylora, dostajemy szacowanie

STWIERDZENIE 18.21. Wspdtczynniki w rozwinieciu Laurenta majg oszacowanie
lan [p" < M(a, p)

dlar < p<R.
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Dowo6D: Na mocy Stwierdzenia 18.18

1 }A f(©)
= SENTAS. VI Ve
21 ) ¢ —aj=p (€ — @)™

Zwréémy uwage na szczegdlng role wspoétezynnika a_q:

a4y = ()¢,

20 ) (¢ —al=p

< Ma,p)p".

la, | =

czyli wspdlezynnik ten daje warto$é catki z funkeji f po okregu |¢ — a| = p.

W przypadku rozwiniecia funkeji holomorficznej w szereg potegowy w kole mieli-
Smy jego jednoznaczno$é: wspoltczynniki rozwiniecia w szereg musiaty by¢ pochod-
nymi funkcji rozwijanej w szereg. Podobng jednoznaczno$é mamy dla rozwiniecia
Laurenta.

TWIERDZENIE 18.22. Niech funkcja f bedzie zdefiniowana w pierscieniu R(a;r, R)
jako suma szeregu

2) = bi(z —a)t. (18.12)

Wtedy funkcja f jest holomorficzna w tym pierScieniu i

1 f(Q
= 2mi [¢—al=p (€ —a)ktt a6

gdzier < p < R.

Dowo6D: Jak wiadomo szereg potegowy jest zbiezny niemal jednostajnie. Analo-
giczne argumenty pokazuja, ze szereg Laurenta jest zbiezny niemal jednostajnie
(wraz z pochodnymi) w pierScieniu zbieznosci. Wynika stad, ze pochodna sumy
szeregu jest sumg pochodnych. Funkcja f jest wiec holomorficzna w pierScieniu
R(a;r, R) jako suma szeregu funkcji holomorficznych i posiada zatem rozwiniecie

Laurenta
oo
z) = Zan(z —a)"
— 00

gdzie
1 f(©)

2 S ey (C @)™

dc.

Ze wzgledu na jednostajna zbiezno$é szeregu (18.12) mozemy przej$é z catka pod

znak sumy
Ic
= f erd

) - a|P
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1 m , 0 n#0
d¢ = ip"e Yy = ,
}g|ga|:p (¢ —a)"tt ¢ /0 e 4 { 2 n =0

an = by,.

Ale
wiec

Uwaga. Czeéc¢ szeregu Laurenta zawierajaca ujemne potegi z — a:

_Zbk(z —a)*

nazywamy czescig glowng rozwiniecia.
18.6. Izolowane punkty osobliwe.

Zalézmy, ze funkcja f jest holomorficzna w pierScieniu R(a;0, R), a w punkcie
a nie jest okre$lona. Méwimy, ze a jest izolowanym punktem osobliwym funkcji f.
Niech

f(z) =) ba(z —a)"

bedzie rozwinieciem Laurenta w pierScieniu R(a;0, R). Moga zachodzi¢ trzy przy-
padki:

(1) b, =0dlan < 0. Kladac f(a) = by dostajemy funkcje holomorficzna w kole
K(a; R). Punkt a nazywamy w tym przypadku regularnym, a osobliwo$é
usuwalng.

(2) Istnieje N < O takie, ze b, = 0 dlan < N i by # 0. Punkt a nazywamy
biegunem rzedu N funkcji f.

(3) Czes¢ gtéwna rozwiniecia zawiera nieskonczenie wiele wyrazéw réznych od
zera. Méwimy, ze punkt a jest istotnie osobliwy.

Przyktady:
(1) Funkcja

Zero jest punktem regularnym. Ktadac f(0) = 1 dostajemy catkowita funkcje
holomorficzng.
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(2) Funkcja f(z) = 1

- ma w zerze biegun rzedu k.
z

1
(3) Funkcja f(z) = exp (—) ma rozwiniecie w otoczeniu zera
z

wiec zero jest punktem istotnie osobliwym.
(4) Funkcja
1
f(z) = ——

sin(—)

IS

ma w punktach ay = —, k = £1,£2,... bieguny rzedu pierwszego, a

™
wiec zero jest punktem osobliwym, ktéry nie jest izolowany.

18.7. Residuum izolowanego punktu osobliwego.
Jak juz zauwazylidémy wczes$niej, szczegdlng role w rozwinieciu Laurenta odgrywa

wspélczynnik b_:
1
R F(O)dC.

270 |¢—al=p

Réwnosc ta stanowi punkt wyécia do metody liczenia caltek: zamiast liczy¢ catke po
prawej stronie, mozemy szukaé¢ odpowiedniego wspélczynnika w rozwinieciu Lau-
renta. Usprawiedliwia to specjalna nazwe dla tego wspdtczynnika

DEFINICIA 18.23. Jezeli a jest izolowanym punktem osobliwym funkcji holomor-
ficznej f, to wspotczynnik b_; rozwiniecia Laurenta w otoczeniu a nazywamy resi-
duum funkcji f w punkcie a i oznaczamy Res, f.

Zajmiemy sie teraz sposobem wyznaczania residuum. Zacznijmy od oczywistego,
wynikajacego z rozwiniecia Taylora, stwierdzenia.

STWIERDZENIE 18.24. Jezeli funkcja f ma w a zero rzedu k, to funkcja ta daje sie
przedstawi¢ w postaci

f(z) = (z—a)*g(2)
gdzie g jest funkcja holomorficzna i g(a) # 0.

Dowo6D: W otoczeniu punktu a mamy rozwiniecie Taylora z by, # 0

o0

J@) = balz = )" = (= ) 3 buga(z — @)™

k
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Oba wystepujace w tej rownosci szeregi majg ten sam promien zbieznodci, zatem
W pewnym otoczeniu a mozna przyjac

9(z) = 3 busr(z — )"
0
£(2)

ke u
(z —a)
Podobnie, korzystajac z rozwiniecia Laurenta, mamy dla biegunéw:

Oczywiscie g(a) = by, # 0. Poza tym otoczeniem g(z) =

STWIERDZENIE 18.25. Jezeli funkcja f ma w a biegun rzedu k, to f daje sie przed-
stawi¢ w postaci

f(z) = (2 —a) "g(2)
gdzie g jest funkcja holomorficzna i g(a) # 0.
Whioski.

(1) Punkt a jest biegunem rzedu k, jezeli g(z) = (z — a)* f(2) jest funkcja holo-
morficzng w otoczeniu a, a jest jej punktem regularnym i lim,_,, g(z) # 0.
(2) Punkt a jest biegunem rzedu k funkcji f wtedy i tylko wtedy, kiedy jest on

zerem rzedu k funkcji —.

Mozemy teraz udowodni¢ wzér na residuum w biegunie.

STWIERDZENIE 18.26. Jezeli a jest biegunem rzedu k funkcji f, to

1 . dk—l
Resa f = g1 I o= l(

z—a)ff(2)]. (18.13)

DowOD: Z poprzednich stwierdzen funkcja g(z) = (2 — a)¥f(2), z # a, jest ho-
lomorficzna w otoczeniu a i regularna w a. Mozemy ja rozszerzy¢ do funkcji holo-
morficznej w kole ktadac g(a) = b_g. Funkcja g ma rozwiniecie Taylora

g(2) =b_p +b_pp(z—a)+ - F+b_1(z—a)* L+ bz —a)f + -,

gdzie b; sg wspétczynnikami rozwiniecia Laurenta funkeji f. Z jednoznacznosci roz-
winiecia Taylora mamy
1 dk—l
G- Dia Y@
Z ciagtosci pochodnej dostajemy teze. u

b_; =

Szczegdlnie prosta posta¢ ma wzor na residuum dla biegunéw pierwszego rzedu:
Res f, = lim (z — a) f(2). (18.14)

zZ—a
Z tych wszystkich faktéw widaé, ze wazna jest umiejetno$é rozpoznawania bie-

gunéw i ich rzedéw. Bardzo pouczajace sa ponizsze charakterystyki punktéw oso-
bliwych.
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STWIERDZENIE 18.27. Punkt a jest punktem regularnym funkcji f wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje granica lim,_,, f(z).

DowOD: Polézmy f(a) = lim,_,, f(z). Wystarczy teraz pokazac, ze tak rozsze-
rzona funkcja f jest holomorficzna. Z istnienia granicy wynika, ze w otoczeniu a
funkcja f jest ograniczona. Niech |f(z)| < M dla z € K(a;r). Z oszacowania wspo6l-
czynnikéw rozwiniecia Laurenta mamy |b_,|p~" < M(a,p) < M. Przechodzac z
p do zera dostajemy b_,, = 0, zatem szereg Laurenta nie posiada czesci gltownej.
Funkcja f jest holomorficzna. ]

STWIERDZENIE 18.28. Punkt a jest biegunem funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy
lim,_,, |f(2)| = c0. (Méwimy tez, ze lim,_,, f(z) = c0.)

Dowép: Jezeli a jest biegunem rzedu k, to f(z) = (2 — a)~*g(z), gdzie g jest
holomorficzna i g(a) # 0.

lim | £(2)] = |g(a)] lim |(z = a)] * = oo,

Niech teraz lim,_,, f(z) = co. Zatem w otoczeniu a nie ma zer i, w konsekwencji,
funkcja g = ? jest w tym otoczeniu holomorficzna. Poniewaz ma ona w a granice

zero, a jest dla niej punktem regularnym. Zatem g rozszerzona o g(a) = 0 jest funk-
cja holomorficzng z zerem rzedu skoniczonego w a. Z wniosku ze Stwierdzenia 18.24
wynika, ze jej odwrotno$é (wiec f ) ma biegun tego samego rzedu. m

STWIERDZENIE 18.29. Punkt a jest punktem istotnie osobliwym funkcji f wtedy
i tylko wtedy, gdy nie istnieje granica lim,_,, f(z) (skoriczona lub nieskoniczona).

DowoD: Stwierdzenie jest natychmiastowym wnioskiem z dwdch poprzednich. g

Okazuje sie, ze w tym przypadku mozemy powiedzie¢ znacznie wiecej.

TWIERDZENIE 18.30 (WEIERSTRASS- CASORATI). Niech f € A(R(a;0, R)) i niech
a bedzie punktem istotnie osobliwym. Dla kazdej liczby zespolonej ¢ (réwniez nie-
skoriczonosci) istnieje ciag a,, — a taki, ze f(a,) — c.

Dowo6D: Przypu$émy, ze istnieje ¢ € C odizolowane od warto$ci f na otoczeniu a.
Oznacza to, ze z — f(z) — ¢ jest funkcja holomorficzna, oddzielong od zera w oto-

czeniu a. Zatem funkcja g(z) = ———— tez jest tam holomorficzna i ograniczona.
z)—c

Analogicznie jak w dowodzie Stwierdzenia 18.28 pokazujemy, ze wspétczynniki cze-
ci gtéwnej rozwiniecia Laurenta g sa réwne zeru. Zatem istnieje potega m > 0
taka, ze g(z) = (z —a)™h(z), gdzie funkcja h jest holomorficzna, nie znikajaca w a.
Stad
1
fE)=c+(z- a)_m%.
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1
Ale — jest holomorficzna w otoczeniu a (lacznie z a), czyli f jest regularna w a

(przypadek m = 0) lub ma tam biegun rzedu m(przypadek m > 0).

Jezeli z kolei wartosci f wokét a sy oddzielone od nieskonczonosci, to f jest w
otoczeniu a ograniczona. Tak jak poprzednio pokazuje sie, ze cze$¢ gléwna szeregu
Laurenta funkcji f znika, czyli punkt a jest regularny. m
18.8. Obliczanie calek metoda residuéw.

Zajmiemy sie teraz praktycznym wykorzystaniem dotychczasowych wynikéow do
obliczania catek.

TWIERDZENIE 18.31 (0 RESIDUACH). Niech Q C C bedzie zbiorem otwartym, a
QD P =U}_,{ax} skoriczonym zbiorem punktéw. Niech kontur I' bedzie zoriento-
wanym kanonicznie brzegiem obszaru zwartego D C Q (I' = 8D) i niech NP = (.
Wtedy dla kazdej funkcji f € A(Q\ P) zachodzi wzor

/fdz = 2mi Z Res,, f

ax€D

DowOD: Przyjmijmy, ze PN D = {ay,...,a;}. Poniewaz 0D N P = (), to istnieja
dodatnie liczby rzeczywiste 71, ..., 7, takie, ze K(a;;7;) NT = (). Ponadto mozemy
zadaé, by K(az;r) N K(aj;rj) =0 dlai # j. Do obszaru V = D \ U™, K (a;;7;)
stosujemy twierdzenie Cauchy’ego i dostajemy

o= [ e

(znak minus wynika z orientacji). Zatem

fdz—Zjé

oD

|z— az|_rZ

Z definicji residuum
;é fdz = 2mi Res,,,
|z—ai|=r;

wiec
/fdz = 2mi Z Res,, f
ax€D

|
Zwréémy tu uwage, ze szczegblnym przypadkiem tego twierdzenia jest wzor cal-
kowy Cauchy’ego (Twierdzenie 18.9). W wielu sytuacjach pozyteczny jest
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LEMAT 18.32. Niech funkcja f ma w a biegun pierwszego rzedu. Wowczas catka z
f po zorientowanym kanonicznie (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara) kawatku
okregu o Srodku w a, promieniu € i zawartego w sektorze o wymiarze katowym A
dazy, przy € — 0, do AiRes, f.

Dowo6Dp: Oznaczmy przez L. zorientowany kanonicznie kawalek okregu zawarty w
danym sektorze. Niech w parametryzacji z — a + ce’¥ sektor ten bedzie zawarty
miedzy katami « i f. Mamy

B ,
fdz = / ice*? f(a + €e'¥)do.
L. «

Poniewaz f ma w a biegun pierwszego rzedu, to

— |i _ — 1 i ip
Resaf—;lgtll(z a) f(2) gl_rgae fla+ee')

i zbiezno§¢ ta jest jednostajna ze wzgledu na . Stad

fdz — (B — a) Res, f.
L. e—0
|
18.8.1. Typowe calki.
Calki typu J = fOZWQ(sin z,cosz)dzx, gdzie @ jest funkcja wymierng dwdch
zmiennych, ciagla na okregu jednostkowym.
Podstawiamy z = exp(iz) i dostajemy

, 1 1 1
sinx = Z(z - ;), cosx = §(z+ ;), de = Edz.

Calkowanie po odcinku [0.27] przechodzi na catke po okregu jednostkowym:
J:;é 10 ('z_.l/z,z“/z) dz
lz]=1 zZ1 21 2

J = 2mi Z Res. lZQ (z— 1/z, z+1/z>
z

21 2
|z|<1

a stad

Calki typu J = ffooo Q(z)dz, gdzie @ jest funkcja wymierng oraz

(1) @ nie ma biegundéw na osi rzeczywistej,
(2) limsso0 2Q(2) = 0.
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Calkujemy funkcje z — Q(z) po konturze I' jak na rysunku,

przy czym R jest tak duze, by bieguny funkcji @ z gérnej péiplaszczyzny (jest ich
skoficzona liczba, bo funkcja @) jest wymierna) znalazly sie wewnatrz pélokregu.
Dostajemy

%Fde = /}ZQ(m)dm + .. Q(2)dz

gdzie CRr jest gérnym poétokregiem. Z twierdzenia o residuach

}5 Qdz =2mi »  Res.Q,
r

im z>0
‘ / Qdz
Cr

to w granicy R — oo dostajemy

/OO Qdz =2mi Y Res. Q.

im z>0

a poniewaz

< M(Q:O;R)W‘R — 0;
R—o0

Uwagi:
(1) Catkowanie po gérnym poélokregu mozna zastapié catkowaniem po dolnym
potokregu.

(2) Metode powyzsza mozna zastosowac do obliczenia calki z wielomianu parzy-
stego (Q(x) = Q(—x)) w granicach od 0 do oo.

Calki typu J = ffooo Q(z) exp(iaz)dzx, gdzie Q jest funkcja wymierng oraz
(1) a£0,

(2) @ nie ma biegundéw na osi rzeczywistej,
(3) Lm0 Q(2) = 0
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Kontur catkowania dobieramy w zaleznoSci od znaku a. Jezeli a > 0, to kontur
catkowania jest jak w poprzednim przyktadzie. Jezeli a < 0, to kontur catkowania
jest jak na rysunku

Podstawa do obliczenia powyzszej catki jest

LEMAT 18.33 (JORDANA). Niech f bedzie funkcja ciagla, okreslong w gérnej (dol-
nej) pélplaszezyznie. Jezeli lim,_,, f(z) =0, to

lim e f(2)dz =0

R—o0 CR
gdzie C'r jest gornym polokregiem o promieniu R jezeli a > 0 Iub dolnym, jezeli
a <0.

Dowoéb: Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie przypadkiem a > 0. Niech z = Re®?,
wowCzas

< sup |f(Rei“’)|/ Re~Bsin(@) g
(U= 0

‘ /CR e f(z)dz

Z wypuktosci funkeji sinus w przedziale [0, 7] mamy 2¢/7 < sin(p) dla0 < ¢ < 7/2,
wiec

™ i w/2 .
/ Re—aRsm(Lp)d(p — 2/ Re—aRsm(np)d(p
0 0

S

w/2 2 T
< 2/ Re % dp=~(1-e %) g
0 a
Z zalozenia o funkcji f dostajemy

‘/CR e f(z)dz

gf sup |f(ei“’)| — 0.
a oLp<m R—o00
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Korzystajac z lematu Jordana mamy dla a > 0

}AFQ(z)e dz:/_RQ(:p)e de + CRQ(z)e dzR:))o /_OOQ(;v)e dax.

Stad
J =2mi Z Res. (e**Q(2)).

imz>0

W przypadku a < 0 dostaniemy

J=-27m Y Res.(e"*Q(2)).

imz<0

Calki typu J = [~ 271 Q(z)dx, gdzie Q jest funkcja wymierng oraz

(1) a jest liczba rzeczywista, a # 0,F1,F2,...,

(2) @ nie ma biegunéw na dodatniej polosi rzeczywistej,
(3) limgsjso0 2°Q(2) = 0,

(4) lim,_0 2°Q(2) = 0.

Funkcja z — 2° jest zdefiniowana przez

zb — eblogz'

Poniewaz logarytm jest funkcja niejednoznaczng, wiec z° tez na ogét jest niejed-
noznaczna. Ujednoznaczni¢ ja mozemy wycinajac (na przyktad) potos rzeczywista
i wybierajac w pierwszej ¢wiartce galaz gltéwna logarytmu. Funkcja 24 1Q(z) jest
wiec jednoznaczna wewnatrz konturu

Przyjmijmy, ze punkty A, B, C, D lezg na osi rzeczywistej. Mamy zatem na odcinku
AB

:L'b — eblogz
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a na odcinku DC

:Eb — 6blog z+b27rz‘

Stad
}5 2*71Q(2)dz =
r
R R
:/5 ;v“_lQ(w)d:v+;£SRz“_1Q(z)dz—/g x“_le(“_l)z’”Q(I)dm+7§SEz“_lQ(z)dz.

Z zatozen (3) i (4) wynika, ze catki po okregach daza do zera przy e - 01 R — oo
i w granicy dostajemy

(1 — 2™ (e=Di) 7 = o ZResz(z‘le).

Przy spelnionym warunku (1) mozemy z tej réwnosci obliczy¢ J.
Calki typu J = fooo Q(z)dz, gdzie @ jest funkcja wymierng oraz

1 nie ma biegunéw na dodatniej pélosi rzeczywistej,
: g
(2) llIn|z|—>oo ZQ(Z) =0,

Bierzemy kontur jak w poprzednim punkcie i catkujemy funkcje
z = Q(2)logz.
Z definicji logarytmu dostajemy natychmiast, ze

lim zlogz =0,
z—0

i w konsekwencji catka po malym okregu znika w granicy ¢ — 0. Warunek (2)

w ..
oznacza, ze w funkcji Q(z) = (2) stopienn wielomianu W jest mniejszy o co
’ V(z)

najmniej 2 od stopnia wielomianu V. Wynika stad, ze

lim zlogzQ(z) =0,
Z—00

zatem catka po duzym okregu znika w granicy R — oco. Otrzymujemy wiec
/ log x@Q(z)dx — / (log z + 27mi)Q(z)dx = 2mi Z Res. (log2Q(z))
0 0 .

i stad -
/0 Q(a)dz = — 3" Res. (Q(2) log 2).
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Calki typu J = [“logzQ(z)dz, J = [~ Q(z)dz, gdzie Q jest funkcjg wy-
mierng oraz

(1) @ nie ma biegunéw na dodatniej p6losi rzeczywistej,
(2) llm|z|%oo ZQ(Z) - 0,
(3) Q(x) jest rzeczywiste dla x rzeczywistych.

Bierzemy kontur jak w dwoéch poprzednich przyktadach i catkujemy funkcje

z = Q(2)(log 2)>.

Z definicji logarytmu
lir% z(log2)? = 0,
z—

i w konsekwencji catka po malym okregu znika w granicy € — 0. Jak w poprzednim
przykladzie zauwazamy, ze stopien wielomianu W jest mniejszy o co najmniej 2 od
stopnia wielomianu V. Wynika stad, ze

lim z(log2)?Q(z) = 0,

Z—00

i w konsekwencji catka po duzym okregu znika w granicy R — oco. Otrzymujemy
zatem

o0 o0
/ (log z)?Q(z)dx — / (log z + 2mi)*Q(z)dx = 2mi Z Res. (log 2)2Q(z).
0 0 2
Ostatecznie, poréwnujac czedci urojone obu stron, dostajemy

/ logzQ(z)dz = ——ReZResz 2)(log 2)?).
0

Poréwnujac czesci rzeczywiste dostajemy nowy wzér na catke [° Q(z)dw

/000 Q(z)dz = ——ImZResz 2)(log 2)?).

Pamietaé tu nalezy o zalozeniu rzeczywistosci funkcji Q.
Calki typu J = f;(x —a)P(b—1)1Q(x)dw, gdzie liczby p, ¢ i funkcja wymierna
@ spelniaja nastepujace warunki:

(1) p+ q jest liczba catkowita,
(2) a,b€eR,
(3) @ nie ma biegunéw na odcinku [a, b].
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Rozwazamy catke z funkcji (z — a)?(b — 2)7Q(2) po konturze I' jak na rysunku

Pokazemy najpierw, ze wewnatrz konturu funkcja (z —a)?(b— z)? jest jednoznaczna
funkcjg holomorficzng. W tym celu rozpatrzmy odwzorowanie
z—a

z = h(z) = — (18.15)

h przeksztatca w sposéb wzajemnie jednoznaczny plaszczyzne C\ {b} w C\ {—1}.
Odwzorowanie odwrotne jest, jak tatwo sprawdzi¢, zadane wzorem

_bzta

! )
Z (2) o

(18.16)

Ponadto odcinek [a, b[ jest przeksztalcany na pélprosta rzeczywista [0, ool.
Przeksztalémy teraz funkcje (wieloznaczna)

Z—Qa

(z—a)(b—2)1 = (b

P
2) =2 = )P0 - 2,
ale p+ q jest liczba catkowita, wiec (b—2)PT? jest funkcja jednoznaczna. Wystarczy
teraz pokazac, ze hP jest funkcjag jednoznaczng w rozwazanym obszarze.

Wyciecie z C odcinka [a, b] odpowiada wycieciu péiprostej [0, co[ w zbiorze war-
tosci funkeji h, a wiadomo, ze na zbiorze C \ [0, co[ funkcja logarytm moze byé¢
okreslona jednoznacznie. Wybierzmy gataz gtéwna logarytmu. Jednoznacznosé lo-
garytmu oznacza jednoznaczno$é¢ funkeji potegowych, zatem na C \ [a,b] funkcja

P

z—a\" . . . . . .

<b jest, przez wybor logarytmu, okreslona jednoznacznie. W konsekwencji,
—z

funkcja (2 — a)?(b — 2)?Q(z) jest okredlona jednoznacznie i ma w C\ [a,b] tylko
bieguny i punkty regularne. Do konturu I' mozemy zastosowaé teraz twierdzenie o
residuach i w ten sposéb obliczy¢ catke
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/(z —a)P(b— 2)1Q(z)d=.
r

Poniewaz funkcja podcatkowa dazy do zera przy z — a,b, to catki po matych
okregach daza do zera, przy promieniu dazacym do zera. Catka po gérnej ,ktadce”
dazy do J, a calka po dolnej ktadce dazy do (uwaga na logarytm!) —e?™iJ. Ze
znajomosci calki po duzym okregu wynika wiec znajomosé catki J. Catke po duzym
okregu mozemy szacowaé (jak poprzednio), o ile podejrzewamy, ze jest réwna zero.
Mozna tez liczy¢ ja znajdujac residuum w nieskonczonosci funkceji podcatkowej, ale
o tym za chwile.

18.9. Residuum w oo. Sfera Riemanna.

Sprébujmy dotaczy¢ do naszych rozwazan punkt w nieskonczonosci pso. Niech
C = C U ps. Bazg otoczen punktu p., sa zbiory C\ K(0; R). Z tak okre$lona
topologia zbiér C U {peo} jest homeomorficzny sferze dwuwymiarowej S?. Dlatego
zbidr ten nazywamy sferq Riemanna. Wprowadzmy na sferze Riemanna dwa uktady
wspolrzednych

£E1:C\ {po}=C—> Ciz > 2

% dla z # pso

;<;2:(C\{0}—>©Z_>{0 dla z = po

Wspélng dziedzing obu uktadéw wspétrzednych jest C\ {0} i k7" 0 ka(2) = L jest
funkcja holomorficzna, wiec mozna méwic¢ o funkcjach holomorficznych na sferze
Riemanna oraz o odwzorowaniach holomorficznych sfery Riemanna w siebie (podob-
nie jak mozna méwié¢ o odwzorowaniach rézniczkowalnych miedzy powierzchniami).
W szczegdélnosc, jezeli f:C — C jest funkcja holomorficzna, to jej ograniczenie do
C jest funkcja calkowita i ograniczona (f jest funkcja ciagla na zbiorze zwartym C).
Z Twierdzenia Liouville’a jest funkcja stala. Jedynymi funkcjami holomorficznymi
na sferze Riemanna sa wiec funkcje state. Podobnie, jezeli funkcja f: C — C z izolo-
wanymi punktami osobliwymi ma przedtuzenie do funkcji holomorficznej f: C — C,
to punkty osobliwe funkcji f sg biegunami.

Nieskonczono$é jest, z definicji, punktem osobliwym kazdej funkcji holomorficz-
nej (funkcja holomorficzna nie jest okreslona w nieskonczonosci). Przypusémy, ze
jest to izolowany punkt osobliwy. Klasyfikujemy jak w przypadku innych punktéw
osobliwych:

(1) peo jest regularnym punktem osobliwym funkcji f jezeli istnieje granica
lim, o f(z) € C,

(2) poo jest biegunem, jezeli lim,_, o, f(z) = oo,

(3) poo jest punktem istotnie osobliwym w pozostatych przypadkach.

Bedziemy pisa¢ zamiennie py, i 00.
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DEFINICIJA 18.34. Residuum w oo funkeji f (jezeli jest izolowanym punktem oso-
bliwym) nazywamy catke
1
Resoo = — dz. 18.17
es o) fdz ( )
dla dostatecznie duzego R.

Zwroémy uwage na kierunek catkowanial o
Dla uzyskania efektywnych wzoréw dokonajmy transformacji ¢: C — C:

0 dlaz=o00
1

p(z) = 2 dla z # 0,00
oo dlaz=0

i rozpatrzmy funkcje g = f o ¢. Zero jest izolowanym punktem osobliwym funkcji
g, ma zatem rozwiniecie Laurenta

g(z) = Z anz".

Stad rozwiniecie wokot nieskonczonosci funkcji f

=1
flz) = §anz—n.

Mamy
_ L 9() 4,
" 27 ‘z‘zl/RZTH'l -

1
Dokonujac zamiany zmiennych z — — dostajemy
z

—1 gntl

f(2)

n= 5 dz
e |z|=R z

2

(kierunek catkowanial) i ostatecznie,

1 n—1
ap = — z)z" tdz.
=S
Mamy stad wzér na residuum w nieskonczonosci
Resy f = —ay.
18.10. Funkcje meromorficzne.
Z poprzednich czedci wykladu widaé szczegdlng role biegunéw w teorii funkeji
holomorficznych. Usprawiedliwia to wprowadzenia osobnego terminu dla funkecji,
ktoérej jedynymi punktami osobliwymi sa bieguny.
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DEFINICIA 18.35. Funkcjg meromorficzng w obszarze 0 C C nazywamy funkcje,
ktérej jedynymi punktami osobliwymi w 2 sg bieguny.

Zbiér funkeji meromorficznych w Q oznaczamy M(Q).
Uwaga. Funkcje meromorficzng mozemy traktowaé jako odwzorowanie (funkcje)
holomorficzne o wartoéciach w sferze Riemanna.

STWIERDZENIE 18.36. Zbior M((Q) jest przestrzenia wektorowy, a ponadto

(1) Jezeli f,g € M(Q), to f-g € M(Q).
(2) Jezeli f,g € M(R) i g nie jest funkcja zerowa na sktadowych spdjnych 2, to

f
P € M(Q).

Przyklad: Funkcja wymierna jest funkcjg meromorficzng na caltym C.
Ze stwierdzenia tego wynika, ze zbiér M(2) z dzialaniami dodawania i mnozenia
jest cialem w przypadku spéjnego Q!

STWIERDZENIE 18.37. Jezeli f € M(QQ), to f' € M(Q). Jezeli f ma w a € Q) zero
rzedu k, to f' ma tam zero rzedu k — 1. Jezeli f ma w a biegun rzedu k, to f' ma
w a biegun rzedu k + 1.

Dowéb: Jezeli f ma w a zero rzedu k, to f(z) = (2 — a)*g(z), gdzie g jest mero-
morficzna, regularna w a i g(a) # 0. stad

F'(2) = (2 = )" H(kg(2) + (z — a)g' (2)).
Poniewaz (kg(z) + (z — a)g'(2))|z=a # 0, wiec f" ma w a zero rzedu k — 1.
Jezeli f ma w a biegun rzedu k, to f(z) = (2 — a) *g(2), gdzie g jest jak po-

przednio. Stad
f'(2) = (z = a) 7" (~kg(2) + (= — a)g'(2))-

|

7 tego stwierdzenia wynika prosty wniosek.

Whiosek. Niech f € M(Q). Jezeli f ma w a € Q zero rzedu k, to f'/f ma tam
biegun pierwszego rzedu z residuum k. Jezeli f ma w a biegun rzedu k, to f'/f ma
w a biegun rzedu pierwszego z residuum —k.

DowoD: Jezeli dla pewnego catkowitego k mamy f(z) = (z —a)*g(z), gdzie g jest
holomorficzna w otoczeniu a i g(a) # 0, to
! !
Py=pt 493
f z—a  g(z)
Drugi sktadnik jest funkcja holomorficzna w otoczeniu a, wiec pierwszy sktadnik

stanowi czes¢ gtdwna rozwiniecia Laurenta wokét a. Punkt ten jest zatem biegunem
!

rzedu pierwszego dla k # 01 Res, f7 =k.

Korzystajac z twierdzenia o residuach dla funkcji f'/f dostajemy
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TWIERDZENIE 18.38 (WzOR NA LICZBE ZER I BIEGUNOW). Niech f € M(Q) be-
dzie rézna od funkcji zerowej i niech Q) bedzie obszarem spéjnym. Jezeli D C Q) jest
zwartym obszarem z brzegiem takim, ze 0D nie zawiera zer ani biegunéw funkcji

[, to
1 f!

— ¢ Ldaz=N.-N,
21 aD ‘ P

gdzie N, jest suma krotnosci zer funkcji f lezacych w D, a N, sumg rzedéw biegu-
néw funkcji f lezgcych w D.

I jeszcze dwa wnioski ze wzoru na liczbe zer i biegunéw.

TwIERDZENIE 18.39 (RoUCHE). Niech Q i D beda jak w poprzednim twierdzeniu,
a f, g niech beda funkcjami holomorficznym na ) takimi, ze

(1) f(z) #0dla z € 90D,
(2) l9(2)| <|f(2)| dla z € dD.

Wtedy funkcja f + g ma w D tyle zer (liczonych z krotnosciami), ile ma ich funkcja
f-
Dow6Db: Niech 0 < a < 1. Rozwazmy catke z parametrem
1 ! !
N(a) = — Mdz.
2mi ) op f+ag

Z (2) wynika, ze calka ta jest dobrze okreslona. Z twierdzen o calce z parametrem
mamy, ze funkcja N jest ciggla. Ale z twierdzenia o liczbie zer i biegunéw przyjmuje
one wartoSci catkowite, wiec jest stala. Poniewaz funkcja f + ag nie ma biegunoéw,
wiec N(0) jest liczba zer funkcji f, a N(1) liczba zer funkcji f + ¢. ]

WNIOSEK 18.40 (PODSTAWOWE TWIERDZENIE ALGEBRY). Wielomian n-tego stop-
nia
W(z)=anz"+---+a1z+ ao

ma w C n pierwiastkéw (z krotnosciami).

DowoDp: Niech
f(Z) = anz", g(z) = a/n—lzn_1 + -4+ a1z + ap.

Jezeli wezmiemy dostatecznie duze R, to
n—1
E akzk
0

Z twierdzenia Rouché wielomian W = f + ¢ ma w kole K (0; R) tyle samo pier-
wiastkéw (liczonych z krotnoéciami ) co f, wiec n. m

|anz™| > dla |z] = R.




Rozdzial 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA
FOURIERA

19.1. Przestrzen funkcji prébnych.

Niech @ C R" bedzie otwartym obszarem. Funkcjami préobnymi na ) nazywaé
bedziemy funkcje gladkie o wartosciach zespolonych i o no$niku zwartym, zawartym
w ). Przestrzen wektorowa takich funkcji oznaczamy C§°(€2;C). Wprowadzimy
teraz (zamiast topologii) pojecie zbieznosci funkcji prébnych.

DEFrINICJA 19.1. Powiemy, ze ciag (y,) funkcji prébnych jest zbiezny do funkcji
prébnej ¢, jezeli

(1) istnieje zbidr zwarty K C  taki, ze noénik ¢,, jest zawarty w K dla wszyst-
kich n,

(2) funkcje p, oraz ich pochodne czastkowe wszystkich rzedéw sa zbiezne jed-
nostajnie do ¢ (i jej pochodnych).

Przestrzen funkcji prébnych z tak okreslona zbieznoscia oznaczaé bedziemy 2(1).
W sposéb oczywisty wprowadzamy pojecie ciagu Cauchy’ego funkcji prébnych: wy-
starczy zamieni¢ warunek (2) w definicji zbiezno$ci na warunek, ze pochodne czast-
kowe tworza ciagi Cauchy’ego w normie jednostajnej. Z zupelnosci przestrzeni funk-
cji rézniczkowalnych na zbiorze zwartym wzgledem metryki jednostajnej wynika,
ze kazdy ciag Cauchy’ego w 2(2) jest zbiezny.

Niech a = (a1, ..., a,) bedzie wielowskaznikiem, gdzie a; € N U {0}. Jego dtu-
goscia nazywamy liczbe |a| = Y «;. Dla ustalonego zbioru zwartego K C Qi dla
liczby I € NU {0} wprowadzimy péinorme || ||k, na przestrzeni funkcji gtadkich

aq an
19l = 3 swpl D@, D* = (525) - (50) (19.1)

ler| <t

Pojecie zbieznosci w 2(2) mozna sformutowaé tak: ciag (p;,) jest zbiezny do zera
w 2(Q), jezeli dla pewnego zwartego K C 2 mamy supp ¢, C K i dla kazdego [

len g =0

Ciag jest zbiezny do ¢, jezeli ciag (¢, — ) jest zbiezny do zera.
Jezeli mamy dwa obszary ) C ), to mamy tez ciagle wlozenie

2(Q) C 2(Q),
polegajace na rozszerzeniu funkcji p € 2(Q') zerem:
p(r) =0, dlazeQ\Q.

Uwaga: Istnienie funkcji gltadkich o zwartym nosniku bylo omawiane przy okazji
catkowania form (rézniczkowalny rozktad jednosci).

92
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19.2. Dystrybucje. Podstawowe wlasnosci.

DEFINICIA 19.2. Dystrybucjg na Q nazywamy odwzorowanie C-liniowe i ciagle z
2(Q) w liczbach zespolonych C, tzn. dla ciagu funkcji prébnych p,,, zbieznego w
przestrzeni Z(Q) do zera, ciag wartoSci jest tez zbiezny do zera.

Dystrybucje tworza przestrzen wektorowa oznaczang 2'((2).

7 definicji wynika, ze dystrybucja jest wyznaczona jednoznacznie przez swoje
wartoéci na funkcjach o wartosciach rzeczywistych.

Przyktlady:

(1) Niech a € Q. Odwzorowanie
72(Q) 3 p a) € C

jest dystrybucja oznaczana d, (delta Diraca). Podobnie, dystrybucja jest
odwzorowanie (dla ustalonego e € R™)

2(Q) 3 ¢ = Vep(a) € C.

(2) Niech n bedzie gestoscia skalarng na 2. Odwzorowanie

@(Q)B(pn—)/ﬂtpn

jest dystrybucja oznaczang Th.
(3) W R™ mamy kanoniczny iloczyn skalarny, wiec i kanoniczna gestosé¢ n = d"z.
Funkcja f, lokalnie catkowalna na (2, wyznacza dystrybucje

Ty =Tm

Taka dystrybucje nazywamy regularng.
(4) Zbiér mierzalny D C Q tez zadaje dystrybucje

9(9)9¢H/D<p,

oznaczang I'p. Oczywistym jest, ze Tp = T),,, gdzie xp jest funkcja cha-
rakterystyczng zbioru D.

Warunek ciggtosci w definicji dystrybucji mozna sformutowaé tak:
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STWIERDZENIE 19.3. Funkcjonal liniowy T na 2(Q) jest ciagly wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego zwartego K C () istnieje l i liczba ¢(K) takie, ze dla funkcji
v € 2(0), speliajacej warunek supp ¢ C K mamy

T ()] < (K)ol .- (19.2)

DowOD: Oczywiste, ze warunek (19.2) jest wystarczajacy. Pokazemy jego koniecz-
no$¢. Przypu$émy bowiem, ze oszacowanie (19.2) nie zachodzi. Oznacza to, ze,
przy pewnym K, dla kazdego k istnieje funkcja ¢ € 2(Q), supp pr C K i taka,

1
ze T(or) = 11 ||orller < e Z definicji péinorm widaé, ze k > [ implikuje
lellx i = |lellx,i- Zatem dla k > I mamy

=

okl < erllrr <

i stad
llowllzs — 0

dla kazdego . Ciag ¢y jest zbiezny do zera w Z(Q2), wiec funkcjonal T' nie jest
ciagly. Sprzeczno$é. m

Jezeli | mozna wybra¢ wspélne dla wszystkich K, to méwimy, ze dystrybucja jest
rzedu skonczonego. Najmniejsze takie | nazywamy rzedem dystrybucji. Dystrybucje
rzedu zerowego nazywamy miarami Radona. Przyktadem jest delta Diraca. Latwo
sprawdzi¢, ze dystrybucja na R

T(p) =) 0(D*(p)) =Y DFo(k)

jest rzedu nieskonczonego.

19.2.1. Wlasno$é lokalnosci dystrybucji.

DEFINICIJA 19.4. Méwimy, ze dystrybucja T' € 2'(12) jest réwna zeru na otwartym
zbiorze O C Q, jezeli T'(¢) =0 dla p € 2(0) C 2(0).

Jezeli réznica dwéch dystrybucji jest réwna zeru na O, to méwimy, ze sg one
réowne na O.

TWIERDZENIE 19.5 (ZASADA SKLEJANIA DYSTRYBUCJI). Niech = |J;c; O be-
dzie pokryciem zbiorami otwartymi. Niech (T; € 2'(0;)) bedzie rodzing dystrybucji
taka, ze T; = T na O; N O; dla kazdej pary ¢,j € I. Wowczas istnieje doktadnie
jedna dystrybucja T € 2'(Y) taka, ze T = T; na O;.
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DowODp: Niech (v;)iesr bedzie rozkladem jednosci stowarzyszonym z pokryciem
(O;). Zdefiniujemy T wzorem

T(p) = Z Ti(Yip).

Wzér ten okresla odwzorowanie liniowe i ciagle (na zbiorze zwartym suma staje sie
skoficzona, a ze zbieznosci (v, ) wynika zbieznosé (v;¢,,)) na 2(Q), wiec dystrybu-
cje. Jezeli p € 2(0;), to Yo € 2(0; NO;) i stad

T(p) = ZTJ(WO) = ZTi(dw) = Ti(z ¥ip) = Ti(p).

Wykazemy teraz jednoznacznosé: Jezeli T € 2'(12) i dla kazdego ¢ € I oraz kazdej
funkcji préobnej ¢ € 2(0;) mamy T'(¢) = 0, to biorac dowolne ¢ € Z(§) mamy

T(p) = T(Z Pip) = Z T (i) = 0.

Wyjscie z suma przed znak dystrybucji bylo mozliwe, bo nosnik ¢ jest zwarty i
w konsekwencji tylko skoriczona liczba funkcji ¢;¢ jest rézna od zera (wynika to z
lokalnej skoriczono$ci rozktadu jednosci). m

Twierdzenie powyzsze méwi, ze dystrybucja jest okreslona przez swoje lokalne
zachowanie.
Mozemy teraz zdefiniowaé nosnik dystrybucji.

DEFINICJA 19.6. Nosnikiem dystrybucji 7' nazywamy najmniejszy domkniety (w
Q) zbidr, poza ktérym T jest réwne zeru. Nosnik oznaczamy I' lub suppT'.

19.2.2. Dystrybucje o zwartym no$niku. Oczywiste, ze zbiér dystrybucji o
zwartym no$niku jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni 2'({1). Przestrzen ta
scharakteryzujemy w nieco odmienny sposéb. Oznaczmy najpierw przez &(§)) prze-
strzeit C°(2;C), ze zbieznodcig niemal jednostajna funkcji wraz ze wszystkimi
pochodnymi. Oczywiscie 2(Q) C &(2) i wlozenie jest ciagte (tzn. ciag funkeji
prébuych, zbiezny w 2(2) jest réwniez zbiezny w &(12)). Zatem funkcjonal liniowy
i ciagly na &(2), obciety do 2(12), jest dystrybucja. Mamy wiec odwzorowanie
liniowe

v E'(Q) = 2'(Q).

Nalezy tu zwréci¢ uwage na to, ze mamy do czynienia z przestrzeniami wymiaru
nieskonczonego i intuicje wyniesione z kursu algebry moga by¢ zawodne. W szczegol-
nosci, odwzorowanie dualne do injekcji nie musi by¢ surjekcja. Jezeli obraz wlozenia
liniowego i ciaglego jest gesty, to odwzorowanie dualne tez jest wlozeniem i jego
obraz jest zbiorem gestym. Tak jest w naszym przypadku, o czym w ponizszym
stwierdzeniu.
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STWIERDZENIE 19.7. Dystrybucja T € 2'(Q?) ma zwarty nosnik wtedy i tylko
wtedy, gdy jest funkcjonalem ciaglym na &(Q), tzn. T = v(L) dla pewnego L €
&'(Q). L jest wyznaczony jednoznacznie (v jest injekcja).

DowODb: Niech T bedzie dystrybucja o zwartym noéniku i niech T = K. Z twierdze-
nia o rézniczkowalnym rozktadzie jednosci istnieje funkcja ¢ € 2(2), réwna jeden
w pewnym otoczeniu K. Z definicji noénika dystrybucji wynika, ze T'(¢) = T (¢¢)
dla dowolnej funkcji ¢ € 2(). Okreslmy teraz funkcjonal L na &(Q) wzorem

L(p) = T(¢p).

Oczywistym jest, ze funkcjonal ten jest ciagly, nie zalezy od wyboru v i obciety do
2(Q) jest dystrybucja T'.

Z drugiej strony, niech L € &'(2). Pokazemy, ze odpowiadajaca mu dystrybucja
v(L) =T € 2'(Q) ma zwarty nosnik. Przypu$émy bowiem, ze nosnik 7' nie jest
zwarty. Istnieje zatem ciag (z,,), =, € I nie posiadajacy punktu skupienia w €2 (to
znaczy, w kazdym zbiorze zwartym mamy tylko skoniczona liczbe wyrazéw ciagu).
Mozemy przyjac, ze w ciagu nie ma dwdéch takich samych punktéw. Istnieje zatem
ciag kul K (zp;7r,) w Q, parami roztacznych (K (z;;r;) N K (zj;r5) =0 dlai # j) i
takich, ze r,, — 0. Poniewaz z,, € T, wiec istnieja funkcje ¢,, € Z(K(z,;7,)) takie,
ze T'(pp) = 1. Niech K C Q bedzie zbiorem zwartym. Poniewaz ciag (z,) nie ma
punktu skupienia, tylko skoniczona liczba jego wyrazéw moze naleze¢ do K. Ponie-
waz r, — 0, tylko skoniczona liczba kul ma niepuste przeciecie z K. Zatem kazdy
zbiér zwarty, zawarty w {2, ma niepuste przeciecie z co najwyzej skonczona liczba
kul, wiec ciag (¢n) jest zbiezny do zera w &(Q2) a stad T'(¢,) — 0. Sprzecznosé.

Pozostaje wykazaé, ze opisane wyzej odwzorowanie

v:&' Q)= 2'(Q):L— T =v(L)

jest wlozeniem. W tym celu wybierzmy ciag (K,,) zbioréw zwartych, wyczerpuja-
cych Q, tzn. Q@ = U, K, i K, C Kp+1. Wybierzmy ¢, € 2(2) réwne jednosci na
K,,. Dla dowolnego p € &(Q) ciag ¥, jest zbieiny w &(Q2) do ¢. Jezeli zatem
T =0, to T(¢pp) = 01w konsekwencji L(p) = limp—00 T'(Ynp) = 0. m

W dalszym ciagu nie bedziemy rozréznia¢ miedzy T = v(L) i L.
Dowodzac powyzsze stwierdzenie wykazaliémy, ze naturalne wlozenie 2(Q2) — £(Q)
jest ciagle 1 geste (obraz jest gesty). Z tego wynika, ze dla dystrybucji o zwartym
no$niku ma sens liczba T'(p) dla kazdej funkcji gtadkiej. Powstaje naturalne pytanie:
jaki warunek powinna spelnia¢ para T € 2'(Q0), ¢ € &(Q), zeby mozna bylo
sensownie méwic o liczbie T'(p)?

Niech

~
)

S
[

=

(19.3)
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bedzie zbiorem zwartym. Istnieje funkcja f € 2(Q) taka, ze f(z) = 1 dlaz € K.
Oczywiste, ze fo € 2(Q) i liczba T'(fp) nie zalezy od wyboru f. Mozemy zatem
potozy¢

T(p) =T(fe)-

Warunek (19.3) jest wiec wystarczajacy do okreslenia wartosci dystrybucji na funk-
cji.

Ze Stwierdzenia 19.3 dostajemy, jako natychmiastowy wniosek, ze dystrybucje o
zwartym nosniku sa rzedu skonczonego.

19.3. Dzialania na dystrybucjach.

Operacje liniowe na dystrybucjach definiujemy na ogét jako dualne do liniowych
i ciaglych operacji wykonywanych na funkcjach prébnych. Jezeli mamy na przyktad
operacje liniowg, i ciagtla
A:9() = 2(),

to dualne odwzorowanie
A*: ') > P'(QV):T—ToA

jest ciagla operacja na dystrybucjach. Podobnie mozemy zaczyna¢ od operacji li-
niowej i ciaglej A: 2(') — £(Q) itp.

Na dystrybucje patrzy sie czesto jak na uogdlnione funkcje, naturalnym wiec
jest rozszerzanie na dystrybucje operacji znanych dla funkcji. Metoda jest prosta:
wiemy, jak ma wyglada¢ dziatanie A* na dystrybucje postaci Ty i poszukujemy A.

W tym miejscu nalezy zauwazy¢, ze dodawania dystrybucji i mnozenia przez
liczbe sa zgodne z odpowiednimi operacjami na funkcjach:

Taf+bg = an + ng.

Teraz dwa, mniej oczywiste przyktady.
Mnozenie dystrybucji przez funkcje. Niech T' € 2'(Q) i f € C®(Q;C).
Dystrybucje f1' definiujemy wzorem

fT(p) =T (fp), € 2().

Oczywistym jest, ze fT, = T},.

Uwaga: Nie mozna okresli¢ mnozenia dystrybucji tak, aby dziatanie to byto
taczne.

Rézniczkowanie dystrybucji. Rozwazmy najpierw przypadek Q@ = R! i T =
Ty Mamy dla ¢ € 2(R"):

Ty () = / Fo=(fo) 2 — / fo = ~Ty(").

Stad definicja
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0
DEFINICJA 19.8. Pochodna @T dystrybucji T' € 2'(Q2) nazywamy dystrybucje

z 9'(Q) zdefiniowana wzorem

0 0

Definicja powyzsza jest poprawna, bo zbieznos¢ w 2(12) ciagu () pociaga za
0
soba zbieznos¢ w Z(Q2) ciagu (;(pn)
z

A teraz przyklad innego rodzaju.
Przesuniecie dystrybucji Niech ? = R” i niech A € R". Odwzorowanie

Th:]Rn — R

definiujemy wzorem
Th(z) = h + .

Odwzorowanie to indukuje znane odwzorowanie 7,° na funkcjach prébnych:
7 D(R") = 2(R™): 0+ porTy.

DEFINICIA 19.9. Przesunieciem 7, T dystrybucji T € 2'(R"™) nazywamy dystry-
bucje
T (p) = T (73 ¢)-

Zobaczmy, jak wyglada ta operacja na dystrybucjach postaci T':

Ty = [ friv= [ foom) = [(Forup

(z twierdzenia o zamianie zmiennych). Stad przesuniecie 7, f funkcji f definiujemy
wzorem

mf(z) = f(T-nz) = f(z — h).
19.4. Przyklady.

(1) Funkcja Heaviside’a 6 na R! jest zdefiniowana wzorem

0 dl 0
0(33):{ ax <

1 dlaz>0

Jest ona lokalnie catkowalna, wiec okresla dystrybucje Tp. Obliczmy jej po-
chodna

zmwz—/wwz—lmwzamz%wx
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czyli

Piszemy tez 6' = &o.
(2) Niech f(z) = |z|.

Ti(p) = —/|;v|<p'(;v)d;v:/Oooxw'(;v)d;v—/ooo;vgo'dx:—/Ooo<p+/ooo<p.

Stad T} = Tygn, f'(z) = sgn(x).
(3) Niech f(x) = log(Jz])

17(0) =~ liny ([ tog(-a) (@)t + [ log(a) (e)d

— 00

= 213% (— log(e)p(—¢) + /_: %tp(:r)d:v +log(e)p(e) + /:o %@(z)dw)

— liny (05(6)(0(e) — (-2 + iy (| toto+ [ Loty ).

e—0 e—0 oo T
Ale
tim (log(2) ((e) — (<)) = 0,
wiec
1 * 1 * ()
! =1 — d — de | = —=d
@) =tim ([ Spes [ Letaae) = [T A8
(warto$¢ gtéwna calki). Piszemy:
, 1
(log |z[)" = vp(=).
x
. < p(x) . . ..
Uwaga: Wartos¢ gtéwna calki vp / ———~dz mozemy zapisac tez ina-
— 00

czej. Jezeli nosnik ¢ zawarty jest w przedziale | — R, R[ , to

vp/oo dezvp/R Md:p:/R de.

—50 xr —R X —R xXr

Mozemy wréci¢ do problemu istnienia lacznego mnozenia w przestrzeni
dystrybucji. Gdyby istniato takie mnozenie, speliajace dodatkowo warunek
fT' =Tg - T dla funkcji gladkiej f, to powinniSmy mieé

8o+ (T vp(2)) = (60 - Ta) - vp(=

T T

);
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oraz

1 1
0o Ty =xdp=0 1 Ty -vp(=) =avp(—) =1,
T T
a stad dp = 0. Sprzeczno$c.
(4) Laplasjan w trzech wymiarach.

Niech 2 = R? z kanonicznym iloczynem skalarnym i niech A bedzie lapla-

. 0? 0? 0? .
Sjanem (A = @ + 8—y2 + @) FunkCJa

. . . 1
flay,2) = (@ +y +2°) 2 =

1
jest lokalnie catkowalna, wiec wyznacza dystrybucje. Obliczmy A—. Mamy
r

dlar #0
1
A= =0,
r
zatem noénik dystrybucji
1
A=
r
jest jednopunktowy. Niech teraz ¢ € 2(R?). Z wzoréw Greena, Twierdze-
nie 17.6,
1 1 1
A=(p) = —Ayp = lim —-Ap =
r r3 T e—0 re r
1 1dep d1
= 1 A— — - = _— =
ey </,,>E<p r /T:E(’I‘ dn Lpdn 7")>
1d 1
= lim (—/ et 2 —/ @—2>, (19.4)
e—0 r=e I dn r=e T
gdzie
d
T = (@lgradg), n(zy,2) = (-, %,5).

Pierwszy sktadnik w (19.4) jest ograniczony przez

]‘ !
c/T:E ~=cdre — 0, c= sgpllso (@),

a drugi sktadnik

11
— == — 4 :
/r:f)ﬂ = /T:;pﬁo mp(0)

Mamy wiec
1
A- = —47‘(’50.
r
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19.5. Zbieznos¢ ciggu dystrybucji.

Wprowadzimy teraz pojecie zbieznosci ciagu dystrybucji.

DErINICJA 19.10. Ciag dystrybucji (T3,) jest zbiezny do T'w 2'(Q2) (&'(2)), jezeli
dla kazdej funkcji ¢ € 2(2) (£(2)) mamy

lim Ty (p) = T'(p)-

n—oo

Taky zbieznos$é nazywamy punktowq lub stabg. Analogicznie wprowadzamy po-
jecie ciagu Cauchy’ego: ciag T, jest ciagiem Cauchy’ego, jezeli dla kazdej funkcji
prébuej ¢ ciag Ty, () jest ciggiem Cauchy’ego w C. Bez dowodu przyjmijmy fakt,
ze przestrzenie 2'(Q2), &'(Q2) za zupelne, tzn. kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny.

STWIERDZENIE 19.11. Niech f bedzie funkcja catkowalna (w sensie Lebesgue’a)
na R" i taka, ze [ f = 1. Niech

1 z
9:(z) = 5_"f (g) .
Wtedy g. = do w sensie stabej zbieznosci w 2'(R™).

Dowob: Dla ¢ € 2(R") mamy

1,60 = [ g0 =2 [ £(5) et = [ rweteny.

Ale dla kazdego y € R" mamy p(ey) = ©(0). Poniewaz za$
E—>

1FweE) | < W) lisup o) ],

to z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowanej wynika, ze

T, () = / F(w)elen)d™y — / F()e(0)d™y = p(0) = So(p).
[ |

Standardowy przyktad rodziny przyblizajacej delte Diraca dostaniemy biorac
z) = e~"l=I”, Mamy tu
y

= o (o] £
(r) = —exp|—7| — .
g en P €
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1
Wzory Sochockiego.! Funkcja f.(z) = P jest funkcja lokalnie catkowalna na

R, wiec zadaje dystrybucje T%. Obliczymy granice T przy ¢ — 0. Niech ¢ € 2(R!).
Istnieje R > 0 takie, ze p(x) =0 dla |z| > R. Mamy wigc dlae > 0

R s
lim/ﬂdmz lim Lo (z)dz

=0 T +1e e—0 —R$2+8290
R ) R '
T — i€ T —ie
PO mdx thm | @) -0
R R 2 . B 0
= —2ip(0)e hm arctg — lim/ x” —iew p(x) — o )dm

|| || 50 ) p a? +e2 -
j j i z? —iex
Funkcja z — p(z) —(0) jest postaci zy(z), gdzie ¢ jest funkcja gtadka, a W

jest funkcja ograniczona, wiec mozemy przej$¢ do granicy pod znakiem caltki (twier-
dzenie o zbieznoSci majoryzowanej) i dostajemy

R p—
lim/ wlz) dz = —2i¢p(0) lirr(l) arctgg -I-/ (@) = ¢(0) de
e

e=0 ) x+1i¢c -R T

= —imp(0) +vp/@dm.

Dostali$my wzoér na granice lim._,o 7. od strony dodatnich . Granice te oznacza

si

1
x +10

1
= —imdy + vp(-) (19.5)

i podobnie,

. 1
per imdo + vp(;). (19.6)

Wzory (19.5) i (19.6) sa nazywane wzorami Sochockiego. Odgrywaja one istotna
role w teoriach kwantowych.

19.6. Splot dystrybucji. Regularyzacja dystrybucji.
19.6.1. Splot funkcji. Niech f, g beda funkcjami na R™.

DEFINICIA 19.12. Splotem funkcji f 1 g nazywamy funkcje na R zdefiniowang,
wzorem catkowym

/f d"y, (19.7)

przy zalozeniu, ze caltka po prawej stronie istnieje.

! Julian Sochocki (1842-1927), polski matematyk dziatajacy w Petersburgu, uczen Pafnucego Cze-
byszewa. Omawiane wzory pochodza z pracy opublikowanej w 1873.
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Splot funkcji f i g oznaczamy f*g. Zamieniajac miejscami f i g i dokonujac
zamiany zmiennych w formule (19.7) mamy

gxf () = / 9() (@ —y)diy = / oz — ) f)d"y = frg(a).

Zatem splot funkcji jest przemienny. Analogicznie pokazuje sie jego tacznoséé. Po-
nadto splot jest liniowy ze wzgledu na oba czynniki.

19.6.2. Tloczyn tensorowy dystrybucji. Niech Q@ C R* i Q' C R™. Jezeli f
jest funkcja na Q i g funkcja na @', to iloczynem tensorowym f ® g tych funkcji
nazywamy funkcje na Q x

foglz,y) = f(r) gy).

Niech teraz ¢ € 2(Q2 x '), wéwczas na mocy twierdzenia Fubiniego,

Trso) = [ foae= [ 160 ([ swetwmany)ae =150,

Uzasadnia to nastepujaca definicje.

DEFINICJA 19.13. Iloczynem tensorowym dystrybucji T € 2'(Q) i S € 2'(QY)
nazywamy funkcjonat 7' ® S na 2(2 x ') zadany wzorem

T S(p) =T(S(p). (19.8)

Pokazemy, ze wzér ten okresla dystrybucje z 2' (1 xQ'). Najpierw trzeba pokazac,
ze funkcja
Qs5z- S(p(z,-))

nalezy do 2(12). Ze wzoru na reszte (np. w postaci Lagrange’a) dla funkcji jednej
zmiennej dostajemy, ze rodzina funkcji (parametrem jest t)
1
y = (plr +teiy) — oz, y)
. 0 . , . . y .
zbiega do mgo(m, -) w przestrzeni 2(€'), mozemy wiec przej$¢ do granicy pod
x

znakiem dystrybucji. Jezeli zatem zdefiniujemy

to
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Analogicznie mamy dla pochodnych wszystkich rzeddw. Jest tez oczywistym, ze
no$nik ¢ jest zwarty (jest zawarty w rzucie nosnika ¢ na Q, a ten jest zwarty jako

obraz ciagly zbioru zwartego). Oznaczmy ¢ = S (p). PokazaliSmy, ze mamy dobrze
zdefiniowane odwzorowanie liniowe

S:2(Q x Q) = 2(Q).

Pokazemy teraz, ze jest ono ciagle (wystarczy ciagto$é w zerze). Niech ¢, — 0
w Z(Q x Q). Nosniki ¢,, sa zawarte w jednym zbiorze zwartym, wiec nosniki
odpowiednich §(<pn) sa zawarte w jego rzucie. Przypusémy teraz, ze ciag 5(9%) nie
jest zbiezny jednostajnie do zera. Oznacza to, ze istnieje € > 0 i ciag x,, taki, ze
Yn(xy) > €. Ale ciag ¢, jest zbiezny jednostajnie ze swoimi pochodnymi, wiec ciag

n(-) = en(Tn, ")
jest zbiezny (do zera) w 2(¥) 1 S(Fn) = S(@n)(xn) — 0. Sprzecznosé. Analogicznie
pokazujemy jednostajng zbieznosé¢ wszystkich pochodnych.

PokazaliSmy wiec, ze wzér (19.8) ma sens dla ¢ € 2(2 x ') i definiuje funk-
cjonal liniowy i ciagly jako ztozenie odwzorowan liniowych i ciggtych T o S , wiec
dystrybucje.

Wykazemy teraz podstawowe wtasnosci iloczynu tensorowego. Do tego potrzebne
nam bedzie

STWIERDZENIE 19.14. Iloczyny tensorowe funkcji probnych ¢ ® ¢, gdzie ¢ € 2(),
¢ € 2(QV), rozpinajg zbior gesty w 2(Q x Q).

Bez dowodu.

STWIERDZENIE 19.15. Iloczyn tensorowy ma wilasnos¢ Fubiniego:
T®S(p) =T(S(p) = S(T(p))- (19.9)
Dowo6Dp: Jak poprzednio mozemy pokazaé, ze wzdor
¢ = S(T(p))
definiuje dystrybucje. Dla iloczynu tensorowego funkcji prébnych ¢ ® ¢ mamy
ToSe0d)=T(p-5(0)=T(p) S(¢) =S(T(px ).

Mamy zatem réwnos$é dla kombinacji liniowych iloczynéw tensorowych funkcji préb-
nych. Poniewaz te tworza zbiér gesty w przestrzeni funkcji probnych, mamy rownosé
dla wszystkich funkcji prébnych. m
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Ponadto:

(1) Iloczyn tensorowy jest odwzorowaniem biliniowym
®:2'(Q) x 2'() = 2'(2 x Q).

(2) Iloczyn tensorowy jest taczny.

(3) Iloczyn tensorowy jest ciagly ze wzgledu na kazdy z czynnikéw. Wynika to
natychmiast z wtasnosci Fubiniego.

(4) supp(T'® S) =T x S.
DowoéDb: Niech (z,y) € T x S. Kazde otoczenie tego punktu zawiera otocze-
nie postaci O x O'. ¢ € O, y € O, wiec istnieja ¢ € 2(0) oraz ¢ € 2(0")
takie, ze T(p) # 0, S(¢) # 0. W konsekwencji T @ S(p ® ¢) #0 i

supp(T®S) DT xS

Niech teraz (z,y) ¢ T x S, wiec x € T lub y ¢ S. Istnieja otoczenia O, O’
punktéw z,y takie, ze na O zeruje sie T' lub na O’ zeruje sie S. Jezeli zatem

pe P00 x0), to
T®S(p)=T(S(p)=0

supp (T ® S) C T x S.

(5) Niech dystrybucja T' bedzie zadana obszarem D C Q, T = Tp, a dystry-
bucja S obszarem D' C ', S = Tp:. Z twierdzenia Fubiniego dla calek
wielokrotnych mamy oczywista réwnosé

Tp Tp =Tpxpr. (19.10)

Jestesmy teraz przygotowani do definicji splotu dystrybucji.

19.6.3. Splot dystrybucji. Regularyzacja dystrybucji. Niech 2 = R". Dla

funkcji f, g mamy

[ pa@re@ara = [ ([ 1wate-ary) oo -

=//ﬂ@ﬂwwm+w&%Wy=//U®g%ﬁ%

gdzie

R X R - R (z,y) =z +y.

Ponizsze stwierdzenie pozwala zdefiniowac splot dystrybucji.
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STWIERDZENIE 19.16. Niech T € Z2'(R") i S € &'(R"). Istnieje dystrybucja T'+S
na R" zadana wzorem

T+S(p) =T @ S(t*p), ¢ € 2(R"). (19.11)

Ponadto
TS = SxT. (19.12)

DowOD: Pokazemy najpierw, ze funkcjonal TS jest dobrze okreslony. Jezeli funk-

cja ¢ € 2(R"), to funkcja t*¢ ma noénik réwny {(x,y):z +y € supp ¢}. Wynika

stad, ze t*¢ nie ma zwartego nosnika. Poniewaz jednak noénik T'® S jest zawarty w

R™ x supp S, to jego przeciecie z supp ¢ jest zwarte. Warunek (19.3) jest spelniony,

wiec liczba T'® S(t*) jest dobrze okreslona. Réwnie prosto wykazujemy ciagtoéc.

Przemienno$¢ jest oczywista. u
Dystrybucje TS nazywamy splotem dystrybucji 71 S.

STWIERDZENIE 19.17. Niech S,T beda jak wyzej. Wowczas
supp T'*S C suppT + supp S . (19.13)

DowoOD: Zbidr supp T +supp S jest domkniety jako suma algebraiczna zbioru zwar-
tego i zbioru domknietego. Niech « ¢ supp T'+supp S. Istnieje wiec otoczenie O 3 z
takie, ze ON (supp T +supp S) = 0. Stad t=1(O)NT x S = Pidla ¢ € Z(0) mamy

T+S(p) =T @ S(t*p) = 0.

Zatem x & supp T'xS. m
19.6.4. Wlasnosci splotu.

(1) Splot jest liniowy ze wzgledu na kazdy z argumentéw.

(2) Tf*g = Tf*Tg.

(3) Ze Stwierdzenia 19.17 splot RS dystrybucji o zwartych nosnikach ma tez
zwarty noénik. Ma wiec sens wyrazenie (RxS)*T. Zachodzi réwnosé¢ (tacz-
noé¢ splotu) wynikajaca natychmiast z tacznosci iloczynu tensorowego dys-
trybucji

(RxS)*T = Rx(SxT).

(4) 5h*T = ThT

Dowob:

(6n*T) () = 6 ® T (t*p) = T(p(- + 1)) = T(130) = T ().



19.6. SPLOT DYSTRYBUCJI. REGULARYZACJA DYSTRYBUCJI 107

(5) Z poprzedniej wlasnosci wynika, ze dy jest jednoscia w splocie:
ooxT =T.
(6) Th(TxS) = (1p,T)xS = T*(1S).
DowoD: Z drugiego punktu i z tacznosci splotu
Th(T*S) = Opx(TxS) = (6p,xT)%S.

Druga réwno$¢ wynika z przemiennosci splotu. u

(7) Zachodzi zwigzek
0 0

pp (TxS) = (8:16" T)=S.
DowéD: 7 definicji pochodnej dystrybucji
0 0 0 0
*(59)(9) ®(8y15)(t %) (ayzs(@)) (S(ayzt )
— st (o)) = - * 9 )= g2y = 9
= TS (@) = T @ S (5 0)) = ~T#5(50) = 5 (T+5) ().
|
(8) W szczegdlnosei
0 S = (id %S
ori” ~ toxt

Podobnie mamy dla wyzszych pochodnych: rézniczkowanie mozemy zastapic
splotem z pochodng delty Diraca.

Dowob: 5 5 5
ril = g0 = (5

60)*T
|

19.6.5. Regularyzacja dystrybucji. Uzywajac splotu pokazemy, ze Z(R™) jest

geste w 2'(R™). Poniewaz zbidr 2(R") jest gesty w &(R"™), to wystarczy pokazac,

ze &(R™) jest geste w 2'(R"™). Niech teraz funkcja f € C§°(R™) bedzie taka, ze
1

[ f = 1. Ze Stwierdzenia 19.11 wiemy, ze ciag funkcji g.(z) = —nf(f) jest zbiezny
en’ e

do delty Diraca. Z drugiej strony, iloczyn tensorowy jest ciagty ze wzgledu na kazdy

z czynnikéw i w konsekwencji, splot tez jest ciagly ze wzgledu na kazdy z czynnkoéw.

Poniewaz dg jest jednoscig splotowy, to dostajemy

ge¥T — T.

e—0

Przez splot f+T' funkcji i dystrybucji rozumiemy tu dystrybucje Ty+1". Wystarczy
teraz wykazaé
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STWIERDZENIE 19.18. Dla f € 2(R") i T € 2'(R*) mamy
[T € C*(R").

Funkcja f«T dana jest wzorem

\

(f+T)(x) = T (1 f), (19.14)

v
gdzie f(x) = f(—x).
DowoOD: Pokazemy najpierw, ze f*T jest funkcja. Z definicji splotu

f+T (o) = T(Ty(t*p)),

ale

13 0)(@) = [ fwele+9a'y = [ foy - ale(-n)dy = T, ()
gdzie ]\‘/(:r) = f(—) i podobnie %(m) = ¢(—x). Mamy wiec
() =T ) =T, ) = [ST i) = [T fars.

To dowodzi, ze f*1 jest funkcja zadana wzorem

2

FAT () = T(*,f) = T(rf) = 7. T(F).

Jej gladko$é pokazuje sie tak, jak gtadko$é S(p) w dowodzie poprawnosci definicji
iloczynu tensorowego. n

Niech teraz 2 bedzie dowolnym obszarem. Tak, jak pokazywaliSmy gesto$é 2(2)
w &(02), mozemy pokazacé, ze &' () jest gesty w 2'(2). Z kolei przestrzen &'(12)
mozna traktowaé jak podprzestrzen &' (R™). Jezeli za$ suppT C , to dla dosta-
tecznie matych € réwniez supp g.*1' C Q (Stwierdzenie 19.17). Stad zbidr Z(Q2) jest
gesty w &'(Q) i w konsekwencji, w 2'(Q2).

19.7. Obraz prosty i odwrotny dystrybucji.

Niech ®:Q — Q' bedzie gladkim odwzorowaniem obszaréw, gdzie @ C R™ i
Q' C R™. Z odwzorowaniem takim mozna wigza¢ dwie operacje na dystrybucjach.
Pierwsza z nich jest dualna do transportu ®* funkcji prébnych, wiec przenosi dys-
trybucje na Q do dystrybucji na €'. Stad nazwa: obraz prosty dystrybucji. Druga
jest uogdlnieniem transportu funkcji (wynika z mys$lenia o dystrybucji jako uogdl-
nieniu funkcji): dystrybucja Ty zadana funkcja f na Q' przeksztalcana jest w dys-
trybucje zadang funkcja f o ® na ). Stad nazwa: obraz odwrotny dystrybucji.
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19.7.1. Obraz prosty dystrybucji. Majac funkcje ¢ € 2(Q)') mozemy ja prze-
transportowaé (jako O-forme) do funkcji ®*p = po®. W wyniku dostajemy funkcje
gladka, ale niekoniecznie o nosniku zwartym. Oczywistym jest, ze odwzorowanie

*: 2(Q') = £(Q)
jest ciagle, wiec jezeli T' € &'(Q), to
4T =T o d*

jest dystrybucja na Q') nazywana obrazem prostym dystrybucji T. W szczegdlnych
przypadkach mozna transportowaé¢ dowolna dystrybucje.

DEerINICJA 19.19. Odwzorowanie ®: Q) — ' nazywamy wlasciwym, gdy przeciw-
obraz kazdego zbioru zwartego w €' jest zwarty.

Nosnik ®*¢ jest réwny ®~'(p). Jezeli wiec ¢ € 2(€') i odwzorowanie @ jest
wladciwe, to ®*p € 2(Q). Wzér

<pi—)To<I>*(<p)

zadaje dystrybucje na Q' dla kazdego T € 2'(Q?). Przyktadem odwzorowania wta-
Sciwego jest dyfeomorfizm.
Przyktlady:

1) Niech T' = T¥, gdzie f jest funkcjg na Q.
f
Mamy dla ¢ € 2(Q')

®T() = Tylpo ) = | fe)p(@()d"s.

Jezeli @ jest dyfeomorfizmem obszaréw Qi ' (stad n = m), to z twierdzenia
0 zamianie zmiennych mamy

BTy (p) = / fod ! ‘det oV ‘ o,
Q

a stad ®x1y = T}, gdzie

g=fod L. ‘det <I>—1". (19.15)
(2) Niech T = d,.
Mamy
Pxda(p) = dalp 0 @) = p(R(a)) = da(a) (),
zatem

D40, = b (a)- (19.16)
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19.7.2. Obraz odwrotny dystrybucji. Jak juz méwiliémy, druga konstrukcja
polega na rozszerzeniu do dystrybucji transportu ®* funkcji, ma wiec dystrybucji
na ) przyporzadkowaé dystrybucje na €. Nie dla kazdego odwzorowania da sie
taka konstrukcje przeprowadzi¢. Niezbyt wyrafinowane argumenty pokazuja, ze wa-
runkiem koniecznym jest, by odwzorowanie ® byto otwarte, tzn. by zbiér otwarty
przeprowadzalo na zbiér otwarty. Takimi odwzorowaniami sa na przyktad rzuty
na podprzestrzen i, oczywiscie, dyfeomorfizmy. Z twierdzenia o funkcji uwiklanej
wynika, ze gdy w kazdym punkcie z € ) pochodna ®'(x) jest surjekcja, to od-
wzorowanie ® jest otwarte. Istotnie, lokalnie poziomica takiego odwzorowania jest
powierzchniag. Mozna tak dobrac lokalny uklad wspdtrzednych w 2, zeby @ byto
rzutowaniem na podprzestrzen. Lokalnie odwzorowanie jest otwarte, wiec tez i glo-
balnie.

Przyjrzyjmy sie najpierw przypadkowi dyfeomorfizmu ®:Q — Q'. Mamy mie¢
‘P*Tf = Tfoq>, czyli

O Ty (p) = / fo<I>-<p=/ fldet® |- pod® ™t =Ts(|det®' |- podt).
Q %
Przyporzadkowanie ¢ — |det @' |- p o @1 jest ciagltym odwzorowaniem z 2(2) do
2('), mozemy wiec zdefiniowa¢ ®*: 2’ (V') — 2'(2) wzorem
P*T(p) =T(|det ' |- 0o @ H). (19.17)

Zajmijmy sie teraz rzutowaniem. Niech @ = Q' x I, gdzie I jest przedzialem w
R*=™ i niech ®:Q — ' bedzie kanonicznym rzutowaniem. Mamy z twierdzenia
Fubiniego

1= [ for= [ 1) (/Iw,y)d”—my) a"e = [ 191 = Tjer(o)

Stad definicja
QT =T >T. (19.18)

Mozemy teraz zajac sie przypadkiem ogdlnym.

TwIERDZENIE 19.20. Niech ®:Q) — €' ma w kazdym punkcie pochodng surjek-
tywng. Wowczas istnieje dokladnie jedno ciagle odwzorowanie

*: 2'(Q) = 2'(0)

takie, ze dla funkcji
O Ty =Tpy, ®*f=fod.

Dystrybucje ®*T nazywamy obrazem odwrotnym lub podniesieniem dystrybucji

Te'(Q).
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DowOD: Z warunku cigglosci i z twierdzenia o regularyzacji dystrybucji wynika
jednoznaczno$¢. Pozostaje do wykazania istnienie. Z zasady sklejania dystrybucji
wystarczy wykazaé lokalne istnienie szukanej dystrybucji. Niech zg € Q0. Wybieramy
odwzorowanie B

$:Q - R

takie, ze w xp pochodna odwzorowania
U= (0,8):0—Q xR"™

jest izomorfizmem. Z twierdzenia o lokalnej odwracalnosci wynika, ze ¥ jest dy-
feomorfizmem otoczenia O 3 zp na otoczenie ¥ (o). Mozemy przyjac, ze ¥(0) =
O’ x I. RozlozyliSmy zatem lokalnie ® na dyfeomorfizm ¥ i rzutowanie O’ x I — O,
wiec przypadki juz wezedniej rozpatrywane. Niech T € 2'(Q)') i niech ¢ € 2(0).
Dystrybucje ®*T', zlokalizowang do O definiujemy, zgodnie z (19.17) i (19.18) wzo-

rem )

(T ® 1)) . (19.19)

T (p) = (I'® 1) (<p ot ‘ det ¥~

lub réwnowaznie,

T = ;! (‘ det ¥

Oczywiste, ze wzor ten zadaje ciagle odwzorowanie 2'(Q') — 2'(0). Ponadto,
jezeli T' = T, to oczywiscie
O Ty = Thoo.

Z zasady sklejania lokalne wzory definiuja dystrybucje ®*T na Q, ktéra dla T = Ty
jest réwna Ttog.
|
Przyktady

(1) Niech odwzorowanie ®: Q — Q' bedzie takie, ze w kazdym punkcie jego po-
chodna jest izomorfizmem, spelnia zatem zalozenia Twierdzenia 19.20. Po-
niewaz ® jest lokalnie odwracalne, to przeciwobraz punktu jest co najwyzej
przeliczalny. Wezmy teraz T = 6,, a € Q'. Ze wzoru (19.19) dostajemy

)
B3 _ T
0. = Z | det @' (z) |

®(z)=a

(2) Warunek surjektywnosci pochodnej odwzorowania ® mozna ominaé, jezeli
interesuje nas ®*T tylko dla pewnych dystrybucji. Wystarczy zatozenie sur-
jektywnoéci w punktach, ktére sa odwzorowywane w noéniki transportowa-
nych dystrybucji. Jako przyktad wezmy Q = Q' = R, T = 6y i ®(x) = 2% —a?
dla pewnego a > 0. Poniewaz pochodna @ jest zdegenerowana tylko w zerze,
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a ®(0) = —a?, mozemy zastosowaé wyprowadzone powyzej wzory i dosta-
jemy
1
®*6p = 2—a[6,a + da].

(3) Qi Q jak w poprzednim przyktadzie, a & = sin.

oo
sin® 8o = E Okr-
— 00

W tym, jak i w pierwszym przykltadzie, sumowanie szeregu dystrybucji jest
w sensie przestrzeni 2'(R).

19.8. Transformata Fouriera funkcji.

Niech f bedzie funkcja o wartodciach zespolonych, catkowalna (w sensie Lebes-
gue’a) na R™. Transformata Fouriera funkcji f nazywamy funkcje Z(f) na R"
zdefiniowana wzorem

F(NHIE) = o f (@) exp(=2miz - )d"x.

Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznoéci majoryzowanej wynika, ze tak uzyskana funk-
cja jest ciagla i ograniczona, ale na ogdt nie catkowalna. Funkcje Z(f) oznaczaé
bedziemy réwniez f. Gdy f € C§°(R™), to, catkujac przez czesci, dostajemy

F DO = [ expl-2riz- 95 @) = R F (DO, (1920

za$ rézniczkujac pod znakiem catki dostajemy

9
0&;

Wrzory te podpowiadaja nam, jak wybra¢ przestrzen funkcji rézniczkowalnych, by
transformacja Fouriera z niej nie wyprowadzala.

F(f) = (=2mi)F (a7 f). (19.21)

DEFINICJIA 19.21. Przestrzeniq Schwartza 7 (R") nazywamy przestrzen wekto-
rowa funkcji f o wartosciach zespolonych, gtadkich na R™ i takich, ze dla wszystkich
wielowskaznikéw a = (ay,...,a,) 1 8= (B1,...,Bn) zachodzi

1£llas = sup |7 D f () | < o0,
T

gdziemﬁz(xl)ﬁl---(m”)ﬁn iD“:( 0 ) <i> n_

Ozt ox™
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Zbieznosé w przestrzeni & (R™) jest zbieznoscia réwnoczesnie wzgledem kazdej z
pétnorm || ||,3- Mamy oczywiscie

STWIERDZENIE 19.22. Funkcje z ./ (R"™) sa calkowalne w sensie Lebesgue’a.

DowOD: Wystarczy zauwazy¢, ze funkcja f € (R™) jest mierzalna (bo ciagta) i
|f(z)] < c- (14 ]|z||*)~™, a majoranta jest funkcja catkowalna. ]

Bezposrednio z definicji przestrzeni 7 (R™) wynika, ze jezeli f € (R"), to
réwniez funkcja Dz f nalezy do . (R"). Mozemy teraz sformutowaé

STWIERDZENIE 19.23. Transformacja Fouriera odwzorowuje . (R") w & (R") w
sposob ciagly.

DowOD: Zauwazmy najpierw, ze wzory (19.20), (19.21) sa spelnione dla funkcji z
< (R™). Otrzymujemy z nich

(—2mi)lel ——

D f(€) = &% (—2mi) (@ f)(€) = WDﬁmaf(f) (19.22)

(Ja| = a1 + - -+ + ;). Prawa strona ma sens, bo funkcja D’z f nalezy do .7 (R").
Jej transformata Fouriera jest funkcja ograniczona i ciagla, zatem lewa strona w
réwnosciach (19.22) jest tez funkcja ciagta i ograniczona i w konsekwencji, Z (f) €
S (R™). Zauwazmy, ze istnieja state c(«, 8) takie, ze dla kazdej funkcji f

sgp((1+llxll2)”|D5$“f(r)|)<C(a,ﬂ) Yoo > Wl

la/ [<18] 18" || +2n

Mamy stad
17lls = sup €D F©)] = (2m)/*1 1 sup | D7 (6) | <
<) [ | D fa) | av
= @) [ (L el | D@ )| (Lo lal) s
< (2m) 1 Plsup (14 ol | D2(1) ) [ (1 fal) s

<Enll o) S 3 I fllans /<1+||x||2>*”d"m,

le’|<I8] 18" |<|e|+2n

zatem dla dowolnych «, § istnieje stata C(q, 8) taka, ze

IZ(Pllas <ClB) Y. D fllars-

lo [<lal |87 |<]al+2n
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Oznacza to, ze #: . (R") — Z(R") jest odwzorowaniem ciaglym. ]

Bardzo wazny przyklad. Obliczmy transformacje Fouriera funkcji f na R!,
gdzie

Mamy
iG] :/ P

2

> im o\2 2 e2 2 e2 > im )2
— / €_a($+T£) 6_75 dx = 6—75 / €_a($+75) dz.
—00 —00

Z twierdzenia o residuach mamy, catkujac po prostokacie o wierzchotkach w punk-
tach —R, R, R+i%2¢, —R+i7¢,

R ) R+iZ¢ ) —R4iZ¢ ) -R )
0 :/ e " dx+/ e % dz-l-/ e % dz+/ e % dz.
-R R RtiZ¢ —R4iZ¢

Ale

i analogicznie

-R
/ e dz | — 0.
—R+l%£ R—o0
Zatem - -
= / e~ dg — / e~ a@+iTe)’ gy
— 00 — 00
Mamy stad

~ 2 o0 2
f(&) = e w8 / e " dy = \/EeTg.
. a

Biorac a = 7 dostajemy Z(f) = f.
Podobnie mamy w przypadku n-wymiarowym.

STWIERDZENIE 19.24. Niech funkcja f na R" bedzie zadana wzorem
fz) = e el
Wtedy f = f.

Zbierzmy teraz podstawowe wlasnosci transformacji Fouriera na .(R"™) w jedno
twierdzenie.
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TWIERDZENIE 19.25. Niech f i g bedg funkcjami z . (R™). Wtedy
(1)
Flg- D) = [ +niwey,

(2)
(3) R

f="
(4)

f(z) = / 7€ Fe)dne,

(5) Lo

F="
(6)

(S (R")) = 7 (R")
Dowob:

(1) Mamy

Pl D@ = [ o€ exp(-2mia ¢ ( | #wyexp(-2riy- f)d”y> ane =

= [1w) (/ ) exp(~2ri(s +3) - f)d"€>d"y—/f 3z +9)d"y.

(2) Z defincji .# mamy

p(0) = /cp(a:) exp(—2miz - 0)d"z = /go(a:)dna:.

Stad

~

= F(g- H0) = / Gy +0)fy)d"y = / G-I

)

g .

(3) Niech g. (&) = exp(—me?[[£]|?). Mamy oczywista nieréwno$é

9: ()7 (©) exp(—2riaz - )| < | F(&) |



116 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERA

oraz zbiezno$¢ punktowa

~

9:(©)F(€) exp(—2miz - €) —» F(€) exp(~2miz - ).

7 twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowanej wynika, ze
Z(9:f)() = / ge(©F(©e > 5d"¢ — [ f(€) exp(=2miz - O)d"¢ = f(a).
Ale

7.0) = [ o1(e€) exp(-2miz - a7¢ = = [ grlmexp(-2ma - Dy
1 =z 1

xr
= E—ngl(g) = ggl(g),

bo g1 = g1. Wobec tego

~
~ ~

Fo) = li 7 (9. 7)(e) =ty [ 2o+ )7 @ = limg [ )y - )"y =

e—0

9

o1 Yy n . n
= lim — /91 (—) fly —z)d"y = lim /91(y)f(6y —z)d"y.
e—=0
Poniewaz mamy nieréwnos¢
|91(y) - fley — @) | < lgr(y)|sup |f (@)
€T
oraz zbiezno$¢ punktowa
91(y)fley —2) = 1 (y) f(=x),

to z twierdzenia Lebesgue’a

~
=

fla) = / 01 (W) f(—x)d"y = f(—z) / W gy = f(—a).

(4) Wynika natychmiast z poprzedniego.

(5) Tez wynika natychmiast z punktu trzeciego.
v

v X
(6) Dla kazdego f € ./ (R") réwniez f € (R"), zatem f € S (R"?). Ale f =

vV

F (f) czyli Z (S (RM)) = #(R").
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WNIOSEK 19.26. Niech f i g beda funkcjami z . (R™). Wtedy
(1)

79 =F*3,
(2)

—

Frg=f-

Q)

DowOD: Zauwazmy najpierw, ze dla funkcji z (R"™) caltki definiujace splot sa
dobrze okreslone i fxg jest funkcjg catkowalng, wiec wyrazenia wystepujace po obu
stronach réwnoéci maja sens.
Y
(1) Z punktu pierwszego Twierdzenia 19.25, podstawiajac f zamiast f, mamy

Vv

Flg- )lz) = / 3 + ) f(y)dmy = / 3+ 9)F(—y)d™y
- / i@ — ) Fw)dy = (Fa)(@).

(2) Teraz zamiast g podstawiamy g i dostajemy

ZG- fz) = /§(w+y)f(y)d"y = /g(—w—y)f(y)d"y = (gxf)(—z) = (gxf)(x).

Transformacja Fouriera jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym, za-
tem

~

F(gxf) =g f.

19.9. Transformata Fouriera dystrybucji.

Wiemy, ze Z2(R") C S (R") C &(R") i wlozenia sa ciagle. Pokazemy, ze ob-
razy tych wlozen sa geste. Poniewaz zbior C§°(R™) jest gesty w &(R™), wystarczy
pokazaé
STWIERDZENIE 19.27. Zbior C§°(R") jest gesty w 7 (R™).

Dowop: Niech funkcja g € C§°(R"™) bedzie taka, ze g(xz) = 1 dla ||z|| < 1. Zdefi-
niujmy g. (z) = g(ex) dla 0 < e < 1. Mamy oczywiscie D%g. (z) = el*|D¥g(ex) i w

konsekwencji,
sup |D*g. (2)] < sup [D*g ()] (19.23)
Ustalmy wielowskazniki «, . Funkcja (g. — 1) - f nalezy do ., wiec funkcja
||z||?2® D ((ge —1)- f) jest ograniczona. Z (19.23) mamy ponadto, ze to ograniczenie
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jest jednostajne ze wzgledu na €. Wynika stad, ze dla kazdego p > 0 istnieje r takie,
ze dla ||lz|| > r i dla wszystkich ¢ mamy |2°D*((g- — 1)f) | < p. Z drugiej strony,

1
jezeli e < o to ge(z) =1 dla ||z|| < r. Stad dla e < -

g f = fllays = sup |a”D*((g- — 1)) | < p.
lzl|>r

Pokazuje to, ze funkcje f - g daza do f (w ¥) przy € — 0. m
7 gestoSci omawianych wlozen wynika, ze odwzorowania dualne do nich sa tez
gestymi wlozeniami. Mamy zatem

&'(RY) ¢ S'(RY) € 2'(RY),
przy czym wlozenia sag ciagle i geste.

DEFINICJA 19.28. Dystrybucje z przestrzeni &' (R™) nazywamy dystrybucjami tem-
PETOWATLY M.

Niech teraz ¢ € (R™) i niech f bedzie funkcja calkowalna na R™. Mamy z
twierdzenia Fubiniego

THp) = /80(5) </f(ﬂc) exp(—2miz - ﬁ)d”x> dng =

= [ 160 ([ et@ exp(-2mic- o'¢) ava = [ 15 =10
Stad definicja transformaty Fouriera dla dystrybucji temperowanych T € /' (R™):
T(p) =T(®), v €S R (19.24)

Poniewaz transformata Fouriera jest ciagta bijekcja #(R™), to jest réwniez ciagla
bijekcja przestrzeni dystrybucji temperowanych

F:. ' (R") - S'(R).
Jezeli T' ma zwarty nosnik, to
T(p) = T(p) = (T ®T,)(e™>™¢).

Analogicznie jak w czesci 19.6.2. pokazujemy, ze funkcja & — T(e %7€ jest
gltadka. Mamy zatem

(o) = / T2 ) p(€)d"e
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i w konsekwencji, T jest funkcja gladky dang wzorem
T(€) =T(e ™).

TWIERDZENIE 19.29. Transformata Fouriera na przestrzeni dystrybucji tempero-
wanych ma nastepujace wlasnosci:

v v

, gdzie T(p) = T(p).
(D T) = (2mi&)*.7 (T)

(- 2m:v)°‘T) D> (T)

(1) = e27i€0 (1)

(627rzx hT) — ThT

Jezeli S € &' (R™), to F(SxT') = F(S) - #(T).

ww»

(1)
(2) 5
(3) 5
(4) 5
(5)
(6)

DowOD: Wtasnoéci (1)—(3) wynikaja natychmiast ze znanych juz wlasno$ci trans-
formaty Fouriera funkcji.

(4) Mamy
F (D) (p) = 1T (@) = T(1;;§),

ale
T pla) = Bl + ) = [ I Ep(ag = PG o)
istad
F (D) () = F(T) (e Ep) = (€™M ET) ().
(5) Wynika z poprzedniego i z pierwszego:

~

Vv

F(2MTIT) = F (20T ) = F(F(r_4T)) = F(F((rT) ) = T

(6) Mamy
F(S+T)(p) = (S+T)(p) = (S @ T)(t*P).
ale
o) = (€ +n) = F (e ) ()

(transformata Fouriera ze wzgledu na zmienna z) i stad oraz z wlasnosci
Fubiniego (19.9)

(S©T)(H*P) = S(T(F(e ™)) = S(T(e > 4p)) =

= T(S(e™ ) = T(S(e™2™¢)p)) = T(S - p) = (5 - T)(y),
bo S jest funkcja gladka i S(z) = S(e27ie).
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Przyktlady:
(1) Niech T' = dy. Z definicji transformaty Fouriera

5a() = 3(0) = /so — T\(p).

v
Ponadto, poniewaz dg = 0y dostajemy F(11) = dp. Mamy zatem

-~

(50 =1 /i: (50.
(2) T =Ty € S'(RY), gdzie

+1 dlaz >0

f(z) = sgn(x) = { -1 dlaz<0.

Oznaczmy

_ [ fl@)  z|<R
fr(z) = { 0 o] > R

Mamy Ty, — Ty w sensie ./, zatem % (Ty,) AN F(Ty). fr jest funkcja
catkowalna, wiec .Z (T, ) jest funkcja dang wzorem

R 0 R
fr(6) = —/ exp(—2miz - §)dx -I-/0 exp(—2wix - §)de =

L (1 _ cos(2rRe)).
—R 3

)

Stad

~ 1 1 1 cos(2m RE)
o=z (8) —m ()

Obie dystrybucje sa z &' (R) i dla ¢ € S (R)

v (M) () = lim ( | gac [ Mw(é)dﬁ)

é’ e—0 f g
:;ig%) i COS(2WR£)M =[m cos(2mRE)g(§),

gdzie

2€

. { L(pl©) -~ p(-©)  dia €£0
9(§) =
¢'(0) dla € = 0.
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Funkcja g jest rézniczkowalna (I’Hospital) i jej pochodna jest calkowalna,

wiec funkcja & — ¢'(§) = 2mig(€) jest ograniczona. Stad g(¢) |£|—> 0
—00
Zatem
o 1
| costerRe)g(©)d = 5@ +G-R) . 0.
o —00
Oznacza to, ze
cos(2mRE)
P < ¢ ) R:Zo 0
w przestrzeni .. Mamy wiec
1 1
F(sgn) = —vp <—> . (19.25)
iy 13
Natychmiast dostajemy stad
1 .
F(vp <E>) = —7i sgn. (19.26)

(3) Obliczmy transformate Fouriera funkcji Heaviside’a

0 dlaz<0
H(x):{ ax
1 dlaz>0.

W tym celu zauwazmy, ze 8(z) = 1(sgn(z) + 1). Z poprzednich przykladéw
dostajemy
~ 1 1 1
0=-6p+— =), 19.2
: 0+2m.vp(f) (19.27)
(4) Niech x g oznacza funkcje charakterystyczna przedziatu [— R, R]. Oczywiste,
7€ XR R—) 1 stad F(xr) R—> do. Ale Xg jest funkcja gladka i
— 00 — 00

Xr(§) = )

/R o2t g — sin(2w RE)
—R €

Dostaliémy w ten sposéb nowg regularyzacje delty Diraca.
(5) Funkcja

. 1
RR=C3z—=-€C
z
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jest lokalnie catkowalna i ma granice w nieskoniczonosci, wiec jest dystrybu-
¢ja temperowang. Jej transformate Fouriera obliczymy bezposrednio, liczac

calke
o0 o0
/ / o 2mi(zE+yn) 1 —dzdy
—00 J—o0 Tty

z wykorzystaniem Lematu Jordana. Dostajemy

- . ) 2mie~2mi(—iyé) dla ¢ <0, y <0
/ ettt __— _dr ={ —2mie 2™ (=W dla£>0, y>0
o Tty
0 dla &y < 0
i nastepnie
2 i/o e 2T e=2TYE qy —2mi — dla £ <0
s = 3 = 3 ;
. 2m(§+in)  (§+1in)
oraz
—2mi /700 e 2T TITYE qy = —2m = — dla ¢ < 0.
0 2m(§+in)  (E+1in)
Ostatecznie,
1 1
Fl2) = ——. 19.28
<Z) i(€ + i) 15:28)

19.10. Réwnania dystrybucyjne.

Dla ustalenia uwagi zajmowac bedziemy sie przypadkiem n = 1.
Jak nam juz wiadomo réwnanie f’ = 0 ma tylko jedno (niezalezne) rozwiazanie
— funkcje staly. Powstaje pytanie:
czy dopuszczenie do konkurencji dystrybucji powiekszy zbidr rozwigzan?
Niech T' € 2'(R') i niech T" = 0. Z definicji pochodnej dystrybucji mamy dla
p€ IR
0=T"(¢) =T(¢"),

czyli T zeruje si¢ na pochodnych funkcji prébnych. Niech teraz [¢ = 0. Stad
funkcja

Y(z) = /f e(y)dy

ma zwarty no$nik i ¢’ = ¢. I na odwrét, jezeli ¢ € Z(R') i o =¢', to [¢ = 0.
Jezeli zatem [ ¢ = 0, to T'(¢) = 0. Wybierzmy funkcje prébna ¢ taka, ze [ po = 1.
Dla dowolnej funkcji prébnej ¢ mozemy zapisac

o = (¢ —cpo) + cpo.
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Jezeli wybierzemy ¢ = [ ¢, to catka z wyrazenia w nawiasie jest réwna zero. Stad

T() = T(epo) = (o) = / T(v0) - ¢,

czyli T jest funkcja stata réwna T'(po)-

Dopuszczenie do konkurencji znacznie szerszej klasy obiektéw nie zwieksza ro-
dziny rozwiazan réwnania 7" = 0.

To samo réwnanie rozwiagzmy inng metoda. Zaktadajac, ze T' € ./ (R!), réwnanie
T' = 0 mozemy zapisa¢ réwnowaznie £1' = 0. Stad f(go) = 0 dla funkcji prébnych
postaci ¢(&) = &Y(€) i wniosek, ze nosnik T jest jednopunktowy (zero). Dowolng
funkcje prébna ¢ zapisujemy jako sume p(€) = (p(€) — ¢(0)) + ¢(0). Pierwszy
sktadnik mozna zapisa¢ w postaci {i(€), wiec

T(p) = p(0)T(1),

co ma sens, bo nosnik T jest jednopunktowy. Stad T= f(l)éo i T jest funkcjy stala
réwna f(l) Dostalidmy ten sam wynik, co poprzednio. Istotna réznica polega na
tym, Ze za pierwszym razem dopusciliémy do konkurencji dystrybucje z 2'(R!), a
za drugim razem z .’/ (R!). Bywa, Ze jest to réznica istotna.

Niech W () bedzie wielomianem. W (D) jest operatorem rézniczkowym o statych
wspolczynnikach. Rozwazmy réwnanie

W (D)f(z) = b(z). (19.29)

Rozwigzania tego réwnania mozemy znalezé znajac rozwiazania (dystrybucyjne)
réwnania

W(D)T = 6. (19.30)
Istotnie, jezeli T spelnia to réwnanie, to Tb spelnia (19.29):
W(D)(T'xb) = (W (D)T)xb = dpxb = b.

T nazywamy rozwigzaniemn podstawowym operatora rézniczkowego W (D). Szuka-

nie rozwigzan podstawowych przeprowadza sie na ogét w obrazie fourierowskim:
Transformacja Fouriera réwnania (19.30) daje réwnanie

W (2mi&)T = 1.

A wiec T dostajemy ,dzielac” jedno$é¢ przez funkcje wielomianowa W (2mi€). Dzie-
lenie to jest niejednoznaczne.
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Przyktlady:
(1) Rozpatrzmy przypadek W (z) = z, tzn. réwnanie
fl=0o.
Rozwigzanie fundamentalne 7" spetnia réwnanie
T' = &.

Réwnanie to rozwiazemy przechodzac do réwnania na transformaty Fouriera:

2mitT =1
. . ~ 1 . .
Wynika stad, ze na R\ {0} mamy T = 2—5 Trywialnie sprawdza sie,
e
1
ze vp <2—§> jest rozwiazaniem na calym R. Pozostale rozwiagzania dosta-
i
1
niemy dodajac do vp <2—§> rozwigzanie réwnania jednorodnego
i
2micT = 0
lub réwnowaznie,
T =0
Ostatecznie mamy
I = L
=P\ e ) T
i z wzoru (19.27),
T=_sgn+c

1
Wybierajac ¢ = 3 dostajemy

€T

ﬂw=mnw=ﬂmw~w@=/b@®.

— 00

1
Wybierajac ¢ = —3 mamy

0

fw = [ m~ww=—émmm@

— 00



19.11. DYSTRYBUCJE OKRESOWE NA R!. SZEREGI FOURIERA 125
(2) Rozwiazanie fundamentalne operatora Cauchy’ego-Riemanna
o _1(0 0
9z 2\0x 0Oy)’

. .1 . .
Sprawdzimy, ze — jest rozwiazaniem fundamentalnym:
Tz

01 10 10
= ) =— [ — = - _ 1 - =
0zZmz () / Tz aZ(pdxdy By c<|z| T2 8Z(pdx A dy

(obszar zorientowany kanonicznie), ale

1 1 1 1 1 1 1
—itpdaz/\dy: —i(p—_dé/\dz: —Q_ —p)dzAdz=—d | —edz |,
z 0Z mz 0Z" 24 2mi 0Z

wz 0Z z 271 wZ
wiec
19 ) )
— lim — —wdz Ady = lim L/ ?dz — lim L/ ?az
e—0 =<|z| T% 0z R—o00 27 |z|=R # e—0 27 |z|=e %
_ iy (fd— iy %'(%w— (0)
= 271_51_1)1(1) |Z|:E<pz . z = 27T61_% ; ip(ee = ¢(0).

Sprébujmy teraz znalezé rozwigzanie fundamentalne operatora Cauchy’e-
go-Riemanna metoda transformacji Fouriera. Mamy do rozwiazania réwna-
nie

mi(& +in)T =1,

skad widaé¢, ze jednym z rozwigzan jest funkcja i korzystajac z

(€ +in)
1

(19.28) dostajemy — jako rozwigzanie fundamentalne operatora Cauchy’e-
Tz

go—Riemanna.

19.11. Dystrybucje okresowe na R'. Szeregi Fouriera.

DerINICJA 19.30. Dystrybucje T € 2'(R') nazywamy okresowq o okresie h € R,
jezeli 7,7 = T.

W dalszym ciaggu zajmowac sie bedziemy, by nie rozprasza¢ uwagi, dystrybucjami
o okresie 1. Oczywistym jest, ze dystrybucja okresowa nalezy do .#’/(R!). Korzy-
stajac z punktu (4) Twierdzenia 19.29 mozemy sformulowaé¢ warunek okresowosci
dystrybucji w jezyku transformat Fouriera.
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STWIERDZENIE 19.31. DystrybucjaT jest okresowa o okresie 1 wtedy i tylko wtedy,

gdy N R
T = e 28T, (19.31)

Przyjrzyjmy sie teraz warunkowi (19.31). Wynika z niego, ze dla kazdej funkcji
prébnej ¢
T ((p — 6_2“590) =0.
Jezeli funkcja prébna ¢ jest taka, ze supp () C R\ Z, to
b=(1-e) Tpe s, o=y ey,

Mamy zatem dla takiej funkcji
f((p) =7 (1/) — 6_2”51/)) =0.
Wynika stad, ze suppf CZ. R
Niech k € Z. Rozwazmy dystrybucje T obcieta do |k — 1, k + 1[. Ustalmy funkcje

vo € 2(Jk — 1,k + 1]) taka, ze po(k) = 1. Kazda funkcje ¢ € 2(Jk — 1,k + 1[)
mozemy przedstawi¢ w postaci sumy

¢ = (p = @(k)po) + (k)po-
Pierwszy sktadnik w tej sumie zeruje sie w k i, co tatwo sprawdzi¢, funkcja

X(6) = { (L= e (p(O) = p(k)po(€) dla & #k
7= (' (k) — o(k)pp (k) dla € = k

jest funkcja z 2(Jk — 1,k + 1[). Mamy zatem
(&) — (K)o (€) = x(§) — e~ x(€)

istad

~

T(p) = T(p — p(k)po) + (k)T (p0) = @(k)T (100) = i (),

gdzie ¢ = f(cpo). Ostatecznie
f = Z thsk,

keZ

za$ dla odwrotnej transformaty Fouriera mamy

% g -
T = chék = E CkT_k50 = E Cr€ TRT
k k
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Wyrazenie po prawej stronie nazywa sie szeregiem Fouriera dystrybucji okresowej.
Sumowanie szeregu jest oczywiscie w przestrzeni dystrybucji. Jako przyktad wezmy
dystrybucje T = 3% k. Jest to dystrybucja okresowa, wiec T = > CkOk.
Ale oprécz okresowosci 7' mamy, ze e *"*T = T i w konsekwencji, T = T.
Stad wszystkie ¢ sa rowne. Mamy wiec T = cT. Aby wyznaczy¢ ¢ obliczmy T na
h(z) = e~

0# T(h) = T(h) = T(h) = ¢T(h),

istadc=1,czyliT =T.
Niech teraz ¢ € .. Mamy

S (k) = T(e) = Tlp) = T(3) = 3. 6(k)
keZ kEZ

WykazaliSmy wiec nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 19.32 (WZOR SUMACYJINY POISSON’A). Dla kazdej funkcji ¢ z prze-
strzeni .7 (R) zachodzi réwnosé

> olk) =" @(k). (19.32)

kEZ kEZ

19.12. Dodatkowe informacje o transformacji Fouriera.
Lemat Riemanna—Lebesgue’a. Wiemy, ze transformata Fouriera funkcji cal-
kowalnej jest ciagla i ograniczona. Co wiecej,

STWIERDZENIE 19.33 (LEMAT RIEMANNA-LEBESGUE’A). Dla funkcji f catkowal-
nej w sensie Lebesgue’a mamy

~

f&)

—
ll€ll—o00
Dow6p: Wiadomo z analizy, ze kazda funkcje calkowalng mozna przyblizy¢ (wzgle-

dem normy catkowej) funkcjami z C3°(R™). Niech wigc funkcje f,, € C§°(R™) beda
takie, ze

[1£=tnl 0

Mamy zatem

GE /|e—2““||f e |d“x—/|f finl = 0.
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Zatem cuadg (fm) jest zblezny jednostajnie do f Dla kazdego ¢ 1stn1eje ne takie, ze
|fn5(£) Flo)] < £/2. Ale fns € ., wiec istnieje r. takie, ze |an( )| < g/2 dla
€] > r-. Stad | f(€)| < e dla takich . ™

Transformacja Fouriera na L?(R"). W przestrzeni funkcji o wartosciach ze-
spolonych, mierzalnych w sensie Lebesgue’a na R" i ktérych kwadrat modutu jest
catkowalny na R", wprowadzamy relacje réwnowaznosci. Dwie funkcje sg réwno-
wazne, jezeli rézniag sie na zbiorze miary zero. Przestrzen klas rownowaznosci jest
przestrzenia wektorowa, oznaczana L2(IR™). Przestrzen ta, z iloczynem skalarnym

(o) = [ f9

jest przestrzenia Hilberta. W szczegdlnosci funkcje z & (R™) wyznaczaja jedno-
znacznie elementy z L?(R"). Jezeli f,g € ., to mamy réwnosci

QI<))

— Vv =
g=g, oraz g =

Qi

a stad i z Twierdzenia 19.25

fo=[F5=[13=[13=0l.

JesteSmy wiec o krok od nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 19.34 (PLANCHERELA). Transformacja Fouriera jest izometryczna
na . (R") i daje sie rozszerzy¢ do operatora unitarnego w przestrzeni L?(R™).

Rozszerzenie to jest niezalezne od rozszerzenia transformacji Fouriera na dys-
trybucje. Poniewaz elementy z L? sy dystrybucjami temperowanymi, wiec trzeba,
sprawdzié, ze oba rozszerzenia dajg ten sam wynik. Jest to prosty fakt, jego dowod
wymaga jednak elementarnej wiedzy o przestrzeniach Hilberta.

[ To BY BYLO NA TYLE,



