
Rozdzia l 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACH15.1. Poj�
ie powierz
hni.Nie
hX b�dzie przestrzeni¡ wektorow¡ (nad 
iaªem li
zb rze
zywisty
h) wymiarusko«
zonego. Zbiór M � X jest gªadk¡ powierz
hni¡, je»eli dla ka»dego punktup 2 M istniej¡ podprzestrzenie wektorowe Vp;Wp � X (wi�
 przestrze« X mo»nauto»sami¢ z ilo
zynem kartezja«skim Vp �Wp) takie, »e X = Vp �Wp, oraz zbioryotwarte OV � Vp; OW �Wp takie, »e p 2 OV � OW a zbiór M \ (OV �OW ) jestwykresem odwzorowania gªadkiego (posiadaja
ego po
hodne wszystki
h rz�dów)'p:OV ! OW :Innymi sªowy: M jest powierz
hni¡, je»eli lokalnie jest wykresem odwzorowaniagladkiego. Jest o
zywistym, »e je»eli X = Vp �Wp jest rozkªadem o którym mówide�ni
ja powierz
hni, to dla q 2 OV �OW mo»emy przyj¡¢ Vq = Vp oraz Wq = Vp.Stwierdzenie 15.1. Zaªó»my, »e dla punktu p 2 M istniej¡ dwa rozkªady X =Vp�Wp = V 0p�W 0p i dwa odwzorowania '; '0 o który
h mówi de�ni
ja powierz
hni.Zaªó»my ponadto, »e na zbiorze otwartym O odwzorowanieprV Æ (id�'0):OV 0 � O ! OV ; (15.1)gdzie prV :OV �OW ! OV jest rzutem na pierwsz¡ skªadow¡, jest dobrze okre±lone.Wów
zas odwzorowanie to jest gªadkim dyfeomor�zmem na otwarty podzbiór OV .Dow�od: Odwzorowanie '0 jest gªadkie, wi�
 i odwzorowanie prV Æ (id�'0) jestgªadkie tam, gdzie okre±lone. Posiada równie» odwzorowanie odwrotne, a mianowi-
ie prV 0 Æ (id�'), które te» jest gªadkie.Ze stwierdzenia tego wynika mi�dzy innymi, »e wymiary podprzestrzeni Vp i V 0ps¡ równe.Wymiarem powierz
hniM w punk
ie p nazywamy wymiar podprzestrzeniVp. Wymiar jest staªy na skªadowy
h spójny
h powierz
hni M . Odwzorowanie :OV !M � X :x 7! (x; '(x))nazywa¢ b�dziemy lokaln¡ parametryza
j¡ powierz
hni M .Odwzorowanie � =  �1:M \ (OV �OW )! OV � Vnazywa¢ b�dziemy lokaln¡ map¡. Poniewa» podprzestrze« V jest wymiaru sko«
zo-nego mo»emy, poprzez wybór bazy, uto»sami¢ j¡ z Rm . Przy takim uto»samieniulokaln¡ map� nazywa¢ b�dziemy te» lokalnym ukªadem wspóªrz�dny
h. Stwierdze-nie 1 mo»emy wypowiedzie¢ tak: je»eli  1 i  2 s¡ dwiema parametryza
jami, to1



2 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACHodwzorowanie  �12 Æ  1 jest gªadkie tam, gdzie okre±lone. Lub równowa»nie: je-»eli �1 i �2 s¡ dwiema mapami, to odwzorowanie �2 Æ ��11 jest gªadkie tam, gdzieokre±lone.Powierz
hnia M (podobnie jak ka»dy podzbiór Rn ) posiada naturaln¡ topologi�indukowan¡ z X : podzbiór O �M jest otwarty, je»eli istnieje zbiór otwarty U � Xtaki, »e O = U \ M . W tej topologii lokalna parametryza
ja i lokalna mapa s¡odwzorowaniami 
i¡gªymi.Uwaga: je»eli w de�ni
ji powierz
hni warunek gªadko±
i zast¡pimy warunkiemk-krotnej ró»ni
zkowalno±
i, to mówimy o powierz
hni klasy Ck.Twierdzenia o funk
ji uwikªanej i o staªym rz�dzie daj¡ sposoby na wyja±nianie,
zy zbiór jest powierz
hni¡.Twierdzenie o funk
ji uwikªanej byªo sformuªowane w sposób nast�puj¡
y:Twierdzenie (o funk
ji uwikªanej). Zaªó»my, »e odwzorowanieG:V �W � U ! Yjest ró»ni
zkowalne w sposób 
i¡gªy i »e dla (x0; y0) 2 U; G(x0; y0) = 0 po
hodna
z¡stkowa G0W (x0; y0) jest odwra
alna (tzn. G0W (x0; y0)�1 istnieje i jest 
i¡gªe).Wów
zas istnieje oto
zenie V � eU 3 x0 i jedyne odwzorowanie 
i¡gªe T : eU ! Wtakie, »e T (x0) = y0 i G(x; T (x)) = 0. Ponadto T jest ró»ni
zkowalne w sposób
i¡gªy i T 0(x) = �(G0W (x; T (x)))�1 ÆG0V (x; T (x)) :W twierdzeniu tym rozkªad przestrzeni argumentów na sum� prost¡ X = V �Wnie jest konie
zny. Wystar
zy zaªo»y¢, »e odwzorowanie G:X ! Y ma rz¡d maksy-malny, równy wymiarowi przestrzeni Y . Mo»emy teraz przeformuªowa¢ twierdzenieo funk
ji uwikªanej w sposób nast�puj¡
y:Twierdzenie 15.1. Zaªó»my, »e odwzorowanieG:X � U ! Ymi�dzy przestrzeniami wektorowymi wymiaru sko«
zonego jest gªadkie i »e dlaka»dego p 2 U; G(p) = 0 po
hodna G0(p) jest surjek
j¡.Wów
zas zbiór M = G�1(0) � U � X jest powierz
hni¡ wymiaru dimX � dimY .Dow�od: Dla wybranego p 2 M kªadziemy Vp = kerG0(p) i Wp równe dowolnejpodprzestrzeni dopeªniaj¡
ej Vp w X . Z twierdzenia o funk
ji uwikªanej wynikaistnienie oto
ze« OV � Vp; OW �Wp i odwzorowania ', o ktory
h mowa w de�ni
jipowierz
hni.Z kolei twierdzenie o staªym rz�dzie podane zostaªo w posta
i nast�puj¡
ej.



15.1. Poj�
ie powierz
hni 3Twierdzenie (o staªym rz�dzie). Zakªadamy, »e wymiary przestrzeni X i Ys¡ sko«
zone i »e odwzorowanie S:Y � U ! X jest ró»ni
zkowalne w sposób
i¡gªy, a rz¡d po
hodnej jest staªy. Wów
zas dla ka»dego x 2 U istnieje oto
zenieeU takie, »e S(eU) jest wykresem odwzorowania, to zna
zy istniej¡ podprzestrzenieV;W przestrzeni Y takie, »e Y = V � W i S(eU) jest wykresem odwzorowaniaT :V � O !W .A oto wersja ÿgeometry
zna" tego twierdzenia:Twierdzenie 15.2. Zaªó»my, »e odwzorowanie S:Y � U ! X jest gªadkie, a rz¡dpo
hodnej jest staªy, równy m. Wów
zas dla ka»dego x 2 U istnieje oto
zenie eUtakie, »e S(eU) jest powierz
hni¡ w X wymiaru m.Zwró¢my uwag� na istotn¡ ró»ni
� w zna
zeniu ty
h twierdze«. Twierdzenie 15.1mówi, »e 
aªy zbiór M = G�1(0) jest powierz
hni¡, natomiast Twierdzenie 15.2mówi tylko, »e S(eU) jest powierz
hni¡. Mówimy, »e S(U) jest lokalnie powierz
hni¡.O tym, 
zy 
aªy zbiór S(U) jest powierz
hni¡ de
yduj¡ globalne, nie do u
hwy
eniapoprzez analiz� wyª¡
znie po
hodnej, wªasno±
i odwzorowania S (patrz przykªadyponi»ej).Przykªady:(1) Podzbiór otwarty O � Rn jest powierz
hni¡ wymiaru n.(2) Zbiór jednopunktowy fmg jest powierz
hni¡ wymiaru zero.(3) Sfera S2 w R3 jest powierz
hni¡. S2 jest dana jako '�1(0), gdzie':R3 ! R1 : (x; y; z) 7! x2 + y2 + z2 � 1Z twierdzenia o funk
ji uwikªanej jest to powierz
hnia.(4) Rz¡d po
hodnej odwzorowania': ℄� 12 ; 12[�R ! R3danego wzorem'(x; y) = ((1 + x sin(12y)) 
os y; (1 + x sin(12y)) sin y; x sin(12y))jest w ka»dym punk
ie równy 2. Jego obraz jest powierz
hni¡ (lokalnie)na mo
y twierdzenia o staªym rz�dzie. �atwo pokaza¢, »e jest równie» po-wierz
hni¡ globalnie. Powierz
hnia ta nazywana jest wst�g¡ M�obiusa.(5) Podzbiór R2 zadany równaniem xy = 0 nie jest powierz
hni¡. Jest to paraprze
inaj¡
y
h si� prosty
h (osi wspóªrz�dny
h). Dla »adnego oto
zenia zera(punkt prze
i�
ia prosty
h) i dla »adnego rozkªadu R2 na dwie podprzestrze-nie (jednowymiarowe) prze
inaj¡
e si� proste nie s¡ wykresem odwzorowa-nia.



4 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACH(6) Rz¡d po
hodnej odwzorowania':R ! R2 : t 7! (
os(t); sin(2t))jest w ka»dym punk
ie równy 1, wi�
 jego obraz jest lokalnie (wzgl�demargumentu t) powierz
hni¡. Ale prze
i�
ie kuli K(0; ") z '(R) skªada si�,dla " < 12 , z dwo
h ªuków, prze
inaj¡
y
h si� w zerze. Argumenty jak wpoprzednim przykªadzie pokazuj¡, »e ªuki te nie tworz¡ powierz
hni.Nie
h M b�dzie powierz
hni¡ w X . Zbiór N � M nazwiemy podpowierz
hni¡powierz
hni M , je»eli dla ka»dego lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h �:M � O !Rm zbiór �(N \ O) jest powierz
hni¡ w Rm . W sz
zególno±
i, otwarty podzbiórpowierz
hni M jest jego podpowierz
hni¡.O
zywistym jest wniosek, »e podpowierz
hnia N powierz
hni M � X jest po-wierz
hni¡ w X .15.2. Funk
je na powierz
hnia
h.W dalszym 
i¡gu tylko sporady
znie b�dziemy korzysta¢ expli
ite z faktu, »epowierz
hnia M jest podzbiorem przestrzeni wektorowej X . Proponowane sformu-ªowania opiera¢ si� b�d¡ tylko na istnieniu i zgodno±
i (Stwierdzenie 15.1) lokalny
hparametryza
ji lub lokalny
h ukªadów wspóªrz�dny
h. Nie
h M b�dzie powierz
h-ni¡ w Rn .Defini
ja 15.2. Odwzorowanie f :M ! Y o warto±
ia
h w przestrzeni Bana
haY nazywamy ró»ni
zkowalnym, je»eli dla ka»dej lokalnej parametryza
ji  :Rm �O !M odwzorowanie f Æ  :Rm � O ! Yjest ró»ni
zkowalne.W o
zywisty sposób de�niujemy te» odwzorowanie ró»ni
zkowalne w punk
ie. Namo
y Stwierdzenia 1, dla sprawdzenia ró»ni
zkowalno±
i odwzorowania w punk
iep, wystar
zy sprawdzi¢ ró»ni
zkowalno±¢ f Æ  w punk
ie  �1(p) dla jednej tylkoparametryza
ji oto
zenia p.Przykªad. Ka»da lokalna mapa jest odwzorowaniem ró»ni
zkowalnym.Je»eli mamy odwzorowanie ró»ni
zkowalne F :X � O ! Y okre±lone na otwar-tym oto
zeniu powierz
hni M , to f := F jM jest te» odwzorowaniem ró»ni
zkowal-nym. Wystar
zy zauwa»y¢, »e f Æ  = F Æ  ;a  jest ró»ni
zkowalne jako odwzorowanie  :Rm � O ! X . Mo»emy pokaza¢, »eka»de odwzorowanie ró»ni
zkowalne f :M ! Y jest uzyskiwalne w ten sposób. Lo-kalnie jest to o
zywiste: maj¡
 lokaln¡ reprezenta
j�M jako wykresu odwzorowania':OV ! OW de�niujemy FO :OV �OW ! R przezFO(x; y) = f(x; '(x)):



15.2. Funk
je na powierz
hnia
h 5Problem polega na zbudowaniu z rodziny (FO) jednej funk
ji F na oto
zeniu 
aªegoM . Standardowa metoda polega na wykorzystaniu twierdzenia o ró»ni
zkowalnymrozkªadzie jedno±
i. Przy okazji dowodzenia twierdzenia o zamianie zmienny
h po-znali±my twierdzenie o rozkªadzie jedno±
i w nast�puj¡
ym ksztaª
ie.Twierdzenie (o ró»ni
zkowalnym rozkªadzie jedno±
i). Nie
h K � Rnzwarty i (Ui) - jego pokry
ie zbiorami otwartymi. Istniej¡ nieujemne funk
je gªadkie(�i) na Rn takie, »e supp(�i) � Ui, tylko sko«
zona li
zba funk
ji jest ró»na odzera oraz 0 6Pi �i 6 1 i Pi �i(x) = 1 dla x 2 K.Dzi�ki zwarto±
i mo»na byªo »¡da¢, by prawie wszystkie funk
je byªy równe zerui w konsekwen
ji, by wyst�puj¡
e w sformuªowaniu twierdzenia sumy byªy dobrzeokre±lone. Zauwa»my, »e dla okre±lenia ty
h sum wystar
zy, »eby w oto
zeniu ka»-dego punktu tylko sko«
zona li
zba funk
ji z rodziny (�i) byªa ró»na od zera. Maj¡
to na uwadze mo»na twierdzenie o rozkªadzie jedno±
i przeformuªowa¢ w sposób na-st�puj¡
y:Twierdzenie 15.3 (o ró»ni
zkowalnym rozkªadzie jedno±
i). Nie
h M �Rn i nie
h (Ui) b�dzie pokry
iem M zbiorami otwartymi w X . Istniej¡ nieujemnefunk
je gªadkie (�i) na X takie, »e supp(�i) � Ui, w oto
zeniu ka»dego punktuX tylko sko«
zona li
zba funk
ji jest ró»na od zera, Pi �i 6 1 i Pi �i(x) = 1 dlax 2M .Twierdzenie to przyjmujemy bez dowodu.Wyka»emy teraz, korzystaj¡
 z rozkªadu jedno±
i, istnienie odwzorowania gªad-kiego F na Rn takiego, »e F jM = f . Dla ka»dego punktu p 2 M mamy oto
zenieOp = OVp �OWp , o którym mówi de�ni
ja powierz
hni. Rodzina (Op)p2M tworzypokry
ie M zbiorami otwartymi. Bierzemy rozkªad jedno±
i (�p) zwi¡zany z tympokry
iem i kªadziemy F =Xp eFpgdzie eFp(x) = � �p(x)FOp (x) dla x 2 Op0 dla x 62 Op:Lokalnie jest to sko«
zona suma funk
ji ró»ni
zkowalny
h, wi�
 jest funk
j¡ ró»-ni
zkowaln¡. Dla x 2M mamyF (x) =Xp �p(x)FOp (x) = f(x)Xp �p(x) = f(x):Zatem ka»de odworowanie ró»ni
zkowalne naM o warto±
ia
h w przestrzeni Bana-
ha jest ob
i�
iem odwzorowania ró»ni
zkowalnego, okre±lonego na otwartym oto-
zeniu M w Rn .Wniosek ten mo»na te» uj¡¢ w nast�puj¡
y sposób.



6 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACHStwierdzenie 15.4. Ka»de odworowanie ró»ni
zkowalne na podpowierz
hni Npowierz
hni M o warto±
ia
h w przestrzeni Bana
ha jest ob
i�
iem odwzorowaniaró»ni
zkowalnego, okre±lonego na otwartym oto
zeniu N w M .Dow�od: Wystar
zy przypomnie¢, »e podpowierz
hnia powierz
hni M � Rn jestpowierz
hni¡ w Rn .I jesz
ze jedna uwaga doty
z¡
a rozkªadu jedno±
i. Z Twierdzenia 15.3 wynikainna wersja twierdzenia o rozkªadzie jedno±
i na powierz
hni M . W wersji tej nieodwoªujemy si� expli
ite do faktu, »e M jest zanurzone w Rn .Twierdzenie 15.5 (o rozkªadzie jedno±
i na powierz
hni). Nie
h (Ui) b�-dzie pokry
iem powierz
hniM zbiorami otwartymi wM . Istniej¡ nieujemne funk
jegªadkie (�i) na M takie, »e supp(�i) � Ui, w oto
zeniu ka»dego punktu M tylkosko«
zona li
zba funk
ji jest ró»na od zera i Pi �i(p) = 1 dla p 2M .Z tej posta
i twierdzenia o rozkªadzie jedno±
i b�dziemy intensywnie korzysta¢w dalszej 
z�±
i wykªadu.15.3. Ró»ni
zkowalne odwzorowania powierz
hni.Nie
h X �M i X 0 �M 0 b�d¡ powierz
hniami i nie
h dane b�dzie odwzorowanieF :M !M 0.Defini
ja 15.6. Odwzorowanie F jest ró»ni
zkowalnym odwzorowaniem powierz-
hni, je»eli traktowana jako odwzorowanie w przestrze« Bana
ha (wymiaru sko«-
zonego) F :M ! X 0jest ró»ni
zkowalne.Stwierdzenie 15.7. F jest ró»ni
zkowalne wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dejparametryza
ji  powierz
hni M i ka»dego lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h �0 napowierz
hni M 0 odwzorowanie (�0) Æ F Æ  (15.2)jest ró»ni
zkowalne (tam, gdzie okre±lone).Dow�od: Je»eli odwzorowanie F jest ró»ni
zkowalne, to z de�ni
ji odzorowanieF Æ  :Rm � O ! X 0 jest te» ró»ni
zkowalne. Lokalna mapa �0:M 0 � U 0 ! Rm0jest odwzorowaniem ró»ni
zkowalnym, wi�
 jest ob
i�
iem odwzorowania ró»ni
zko-walnego e�0:X 0 � eU ! Rm0 (strona 5). Odwzorowanie e�0 ÆF Æ jest ró»ni
zkowalnejako zªo»enie odwzorowa« ró»ni
zkowalny
h, alee�0 Æ F Æ  = �0 Æ F Æ  ;bo obraz  jest zawarty w M . W drug¡ stron�:F Æ  = (�0)�1 Æ �0 Æ F Æ  



15.5. Wektory sty
zne do powierz
hni (rozmaito±
i) 7(tam, gdzie to ma sens). Odwzorowanie (�0)�1 jest lokaln¡ parametryza
j¡, wi�
 jestró»ni
zkowalnym odwzorowaniem z otwartego podzbioru Rm0 w X 0. Je»eli zatem�0 Æ F Æ  jest ró»ni
zkowalne, to F Æ  jest te» odwzorowaniem ró»ni
zkowalnym.Wnioskujemy, »e odwzorowanie F jest ró»ni
zkowalne.Ze stwierdzenia tego mamy o
zywisty wniosek: zªo»enie odwzorowa« ró»ni
zko-walny
h powierz
hni jest odwzorowaniem ró»ni
zkowalnym.Stwierdzenie 15.8. Odwzorowanie F :M !M 0 jest ró»ni
zkowalne wtedy i tylkowtedy, gdy dla ka»dej funk
ji ró»ni
zkowalnej f :M 0 ! R funk
ja f Æ F :M ! Rjest ró»ni
zkowalna.Dow�od: W jedn¡ stron� o
zywiste, bo zªo»enie odwzorowa« ró»ni
zkowalny
h jestró»ni
zkowalne. W drug¡ stron� prawie o
zywiste. Wystar
zy zauwa»y¢, »e odwzo-rowanie �0 ma warto±
i w Rm0 , jest wi�
 sko«
zonym 
i¡giem funk
ji (lokalny
h)na M 0. S¡ one funk
jami ró»ni
zkowalnymi, wi�
 i
h zªo»enia z F te» s¡ ró»ni
zko-walne. Konsekwentnie, �0 ÆF Æ jest odwzorowaniem ró»ni
zkowalnym. Ze Stwier-dzenia 15.7 wynika, »e odwzorowanie F jest ró»ni
zkowalne.15.4. Rozmaito±¢ ró»ni
zkowa (ró»ni
zkowalna).Rozumowania z poprzedniego rozdziaªu mo»na podsumowa¢ wnioskiem, »e dlastwierdzenia, 
zy odwzorowanie F mi�dzy powierz
hniami M i M 0 jest ró»ni
zko-walne potrzebne s¡ tylko lokalne parametryza
je lub, równowa»nie, lokalne ukªadywspóªrz�dny
h. Mo»emy zapomnie¢ o tym, »e M jest zanurzone w X a M 0 w X 0.Istotny jest tylko fakt, »e dla ka»dej pary lokalny
h ukªadów wspóªrz�dny
h � i �0,odpowiednio na M i M 0, odwzorowanie�0 Æ F Æ ��1:Rm � O ! Rm0jest ró»ni
zkowalne wsz�dzie tam, gdzie okre±lone.Podobne warunki zgodno±
i mamy te» dla lokalny
h parametryza
ji M i M 0.Zbiór lokalny
h map (lokalny
h ukªadów wspóªrz�dny
h) nazywa si� atlasem. Do-
hodzimy w ten sposób do poj�
ia abstrak
yjnej rozmaito±
i ró»ni
zkowej jakozbioruM wyposa»onego w topologi� i atlas. Powa»nym problemem jest rozpoznanieograni
ze« na topologi� wynikaj¡
y
h z faktu, »e powierz
hnia jest zanurzona w X .Okazuje si�, »e znakiem rozpoznaw
zym jest istnienie lokalnego rozkªadu jedno±
i.W dalszym 
i¡gu u»ywa¢ b�dziemy zamiennie okre±le« powierz
hnia i rozmaito±¢.15.5. Wektory sty
zne do powierz
hni (rozmaito±
i).Nie
hM b�dzie powierz
hni¡. Krzyw¡ wM nazywamy odwzorowanie ró»ni
zko-walne 
:R !M:Zaªo»enie, »e krzywa jest okre±lona na 
aªym R nie jest istotne. Wystar
zy, bybyªa okre±lona w oto
zeniu zera. Dla wygody nota
ji b�dziemy jednak zakªada¢, »e



8 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACHzbiorem argumentów krzywej jest 
aªa o± rze
zywista. Dwie krzywe 
; 
0 w M s¡równowa»ne, je»eli 
(0) = 
0(0) iddt (f Æ 
)(0) = ddt (f Æ 
0)(0) (15.3)dla ka»dej funk
ji ró»ni
zkowalnej na M . Klas� równowa»no±
i krzywy
h wzgl�-dem tej rela
ji równowa»no±
i nazywamy wektorem sty
znym do M z punktemza
zepienia 
(0). B�dziemy go ozna
za¢ t
(0). Zbiór wektorów sty
zny
h do M ,za
zepiony
h w punk
ie p b�dziemy ozna
za¢ TpM i nazywa¢ przestrzeni¡ sty
zn¡do M w punk
ie p. Zbiór wszystki
h wektorów sty
zny
h do M ozna
zamy TM inazywamy wiazk¡ sty
zn¡ do M . Mamy o
zywisty rzut kanoni
zny�M :TM !M : t
(0) 7! 
(0):Ka»dej parze (wektor sty
zny v = t
(0), funk
ja f na M) mo»emy przypisa¢ li
zb�v(f) = ddt (f Æ 
)(0):Z de�ni
ji wektora sty
znego wynika niezale»no±¢ tej li
zby od krzywej reprezen-tuj¡
ej wektor sty
zny v. Li
zba v(f) jest po
hodn¡ funk
ji f w kierunku wektorasty
znego v.W �zy
e wektory sty
zne reprezentuj¡ takie intui
je jak in�nitezymalne prze-suni�
ia (np w staty
e), pr�dko±
i (w dynami
e). Zwró¢my tylko uwag� na fakt,»e wektor sty
zny (pr�dko±¢) ma zawsze punkt za
zepienia (poªo»enie). Wektorówsty
zny
h za
zepiony
h w ró»ny
h punkta
h nie da si� porówna¢ nie maj¡
 dodyspozy
ji dodatkowej struktury. Wektor sty
zny jest in�nitezymalnym kawaªkiemru
hu. Nie
o wi�kszy (
i¡gle in�nitezymalny ) kawaªek ru
hu (np poªo»enie, pr�d-ko±¢ i przyspieszenie) dostaniemy, dokªadaj¡
 do warunku (15.3) równo±¢ wy»szy
hpo
hodny
h do pewnego rz�du (np. drugiego).15.6. Opera
je algebrai
zne na wektora
h sty
zny
h.Nie
h v = t
 b�dzie wektorem sty
znym do M i nie
h a 2 R. Ilo
zyn av zde�-niowany jest wzorem av = t
0;gdzie 
0(t) = 
(at). �atwo sprawdzi¢, »e de�ni
ja ta jest poprawna, to zna
zy avnie zale»y od reprezenta
ji wektora v. Wynika to z równo±
iddt (f Æ 
0)(0) = a ddt (f Æ 
)(0):Powiemy, »e mi�dzy trzema wektorami v; w; u za
zepionymi w jednym punk
ieza
hodzi rela
ja u = v + w;



15.7. Transport wektorów. Odwzorowania sty
zne 9je»eli dla ka»dej funk
ji f u(f) = v(f) + w(f):Uwaga. Z konstruk
ji wektora sty
znego v wynika, »e de�niuje on odwzorowa-nie 'v : f 7! v(f) 2 R na przestrzeni funk
ji gªadki
h na M . Jest zatem elementemdu»ej przestrzeni wektorowej wszystki
h funk
ji (fuk
jonaªów) okre±lony
h na prze-strzeni funk
ji gªadki
h. Wprowadzone powy»ej rela
je ilo
zynu i sumy s¡ zgodneze struktur¡ tej przestrzeni wektorowej. Powstaje naturalne pytanie: 
zy przestrze«wektorów sty
zny
h tworzy podprzestrze« wektorow¡ tej du»ej przestrzeni.Zastanówmy si� najpierw, 
zy wszystkie wektory za
zepione w dwó
h ró»ny
hpunkta
h mog¡ tworzy¢ jedn¡ podprzestrze« wektorow¡.Nie
h v 2 TpM , w 2 TqM b�d¡ niezerowymi wektorami za
zepionymi w dwó
hrózny
h punkta
h, tzn. p 6= q. Przypu±¢my, »e istnieje wektor sty
zny u taki, »e dlaka»dej funk
ji f na M za
hodzi równo±¢.v(f) + w(f) = u(f): (15.4)Wektor u nie mo»e by¢ za
zepiony jedno
ze±nie w p i q, wi�
 mo»emy przyj¡¢, »e�M (u) 6= p. Argumenta
je takie jak przy dowodzie twierdzenia o rozkªadzie jedno±
i(Analiza II) pokazuj¡, »e istnieje funk
ja gªadka ' taka, »e w oto
zeniu punktu p jestrówna zero, a w oto
zeniu punktów q i �M (u) jest równa jeden. Poniewa» po
hodnaw zerze funk
ji f Æ 
 zale»y tylko od warto±
i f w oto
zeniu 
(0), mamy równo±
iv(f') = 0; w(f') = w(f); u(f') = u(f): (15.5)Poniewa» równo±¢ (15.4) za
hodzi dla ka»dej funk
ji f , mamyw(f) = v(f') + w(f') = u(f') = u(f) = v(f) + w(f); (15.6)
zyli v(f) = 0, 
o jest sprze
zne z zaªo»eniem, »e v jest wektorem sty
znym ró»nymod zera. Nie ma wi�
 wektora, który byªby sum¡ dwó
h (ró»ny
h od zera) wektorówza
zepiony
h w dwó
h ró»ny
h punkta
h. Mowa o sumie w przestrzeni wektorowejwszystki
h funk
ji okre±lony
h na zbiorze funk
ji gªadki
h.15.7. Transport wektorów. Odwzorowania sty
zne.Nie
h M; N b�d¡ powierz
hniami (rozmaito±
iami) i nie
h F :M ! N b�dzieodwzorowaniem ró»ni
zkowalnym. Dla ka»dej krzywej ró»ni
zkowalnej 
:R ! Mna M de�niujemy krzyw¡ F�
 na N wzoremF�
 = F Æ 
:Stwierdzenie 15.9. Przyporz¡dkowanie 
 7! F�
 de�niuje odwzorowanie mi�dzywektorami TpF :TpM ! TF (p)N;przy 
zym (TpF (v))(f) = v(f Æ F ) (15.7)dla ka»dej funk
ji f na N . Ponadto TpF za
howuje rela
je dodawania wektorówsty
zny
h i mno»enia i
h przez li
zb�.



10 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACHDow�od: Najpierw trzeba pokaza¢, »e je»eli krzywe 
; 
0 s¡ równowa»ne, to krzyweF�
 i F�
0 te» s¡ równowa»ne. Istotnie, dla dowolnej funk
ji f na Nddtf Æ (F Æ 
)(0) = ddt (f Æ F ) Æ 
(0)= ddt (f Æ F ) Æ 
0(0) = ddtf Æ (F Æ 
0)(0):Wynika st¡d te» rela
ja (15.7). Je»eli teraz dla trze
h wektorów v; w; u, sty
zny
hdo M w punk
ie p mamy u = v + w;to (TpF (u))(f) = u(f Æ F ) = v(f Æ F ) + w(f Æ F )= (TpF (v))(f) + (TpF (w))(f):Zatem TpF (u) = TpF (v) + TpF (w). Podobnie wykazujemy jednorodno±¢.Odwzorowanie TpF nazywamy odwzorowaniem sty
znym w punk
ie p do odwzo-rowania F . Zebrane punkt po punk
ie de�niuj¡ odwzorowanie sty
zneTF :TM ! TN:Z de�ni
ji odwzorowania sty
znego wynika naty
hmiastStwierdzenie 15.10. Nie
h F :M ! N i 	:N ! S b�d¡ ró»ni
zkowalnymi od-wzorowaniami powierz
hni. Wów
zasT(	 Æ F ) = T	 Æ TFDow�od: Nie
h f b�dzie funk
j¡ gªadk¡ na S. Wów
zas((T(	 Æ F ))(v))(f) = v(f Æ	 Æ F ) = (TF (v))(f Æ	)= (T	(TFv))(f) = ((T	 Æ TF )(v))(f):Jako prost¡ konsekwen
j� tej wªasno±
i odwzorowa« sty
zny
h dostajemyStwierdzenie 15.11. Je»eli odwzorowanie F :M ! N jest, w oto
zeniu punktup 2M , dyfeomor�zmem (F jest odwra
alne i odwzorowanie odwrotne jest ró»ni
z-kowalne), to TpF :TpM ! TF (p)N jest odwra
alne i(TpF )�1 = TF (p)F�1: (15.8)Dow�od: Z poprzedniego stwierdzenia mamyTp(F�1 Æ F ) = TF (p)F�1 Æ TpForaz TF (p)(F Æ F�1) = TpF Æ TF (p)F�1:Z równo±
i ty
h dostajemy naty
hmiast tez�.W sz
zególno±
i, wynika st¡d



15.8. Wa»ne przykªady 11Stwierdzenie 15.12. Nie
h  :Rm � O ! M b�dzie lokaln¡ parametryza
j¡ Moto
zenia p 2M i nie
h  (x) = p. OdwzorowanieTx :TxO ! TpMjest bijek
j¡ przestrzeni sty
zny
h.Dow�od: Wystar
zy przypomnie¢ sobie, »e  �1 jest odwzorowaniem ró»ni
zkowal-nym (lokalnym ukªadem wspóªrz�dny
h). Z poprzedniego stwierdzenia wynika, »eTp( �1) = (Tx )�1:Uwaga: Je»eli O � M jest otwartym podzbiorem M , to dla p 2 O mamyuto»samienie TpO = TpM:W ogólno±
i, je»eli N � M jest podpowierz
hni¡ i �:N ! M jest kanoni
znymwªo»eniem, to T� jest injek
j¡. Wynika to naty
hmiast ze Stwierdzenia 15.4. Mo-»emy zatem uto»samia¢ wektor sty
zny do N z wektorem sty
znym do M . Punktza
zepienia jest o
zywi±
ie ten sam.15.8. Wa»ne przykªady.(1) Je»eli M = fpg, to TM skªada si� z jednego wektora zerowego za
zepionegow p.(2) Nie
h M = O � X b�dzie otwartym podzbiorem przestrzeni wektorowej X .Stwierdzenie 15.13. Dla ka»dego p 2 O istnieje kanoni
zna bijek
ja prze-strzeni sty
znej TpO i przestrzeni X . Opera
je algebrai
zne w przestrzenisty
znej odpowiadaj¡ kanoni
znym opera
jom dodawania i mno»enia przezli
zb� w X .Dow�od: Ustalmy p 2 O. Dla ka»dego elementu v 2 X zde�niujemy krzyw¡
v wzorem (w oto
zeniu p)
v(t) = p+ tv:Wybierzmy baz� w przestrzeni X . Je»eli funk
ja xi:X ! R jest i-t¡ wspóª-rz�dn¡ wzgl�dem tej bazy, to jak ªatwo zauwa»y¢(t
v(0))(xi) = ddt (xi(p) + txi(v))jt=0 = xi(v) = vi;(vi jest wspóªrz�dn¡ wektora v w wybranej bazie). Wynika st¡d, »e odwzo-rowanie X 3 v 7! t
v(0) 2 TpM (15.9)



12 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACHjest injek
j¡ oraz »e za
howuje dziaªania algebrai
zne.Wystar
zy teraz wykaza¢ surjektywno±¢ odwzorowania (15.9). Nie
h 
b�dzie krzyw¡ w O i nie
h 
(0) = p. Bezpo±rednim ra
hunkiem sprawdzamy,»e krzywa 
 jest równowa»na krzywejt 7! p+ t ddt
(0):Krzywa ta jest posta
i 
v , gdzie v = ddt
(0):Mamy wi�
 w tym przypadku naturalne uto»samienie TO z O�X . Je»eliF :O ! N i równie» N = U jest otwartym podzbiorem Y , to dla ka»degom 2 O TmF :TmO = X ! TF (m)N = Y:Odwzorowanie to jest znan¡ z Analizy II po
hodn¡ odwzorowania. Odwzo-rowanie sty
zne jest odpowiednikiem po
hodnej dla dowolny
h powierz
hni(rozmaito±
i).Z drugiego przykªadu i ze Stwierdzenia 15.12 wynika, »e przestrze« sty
zna dopowierz
hni M jest w ka»dym punk
ie przestrzeni¡ wektorow¡ wymiaru równegowymiarowi powierz
hni.Stwierdzenie 15.14. Wymiar przestrzeni sty
znej TpM jest równy wymiarowipowierz
hni M w punk
ie p.Mo»emy teraz sformuªowa¢ geometry
zn¡ wersj� twierdzenia o lokalnej odwra-
alno±
i.Twierdzenie 15.3 (o lokalnej odwra
alno±
i). Nie
h F :M ! N b�dziegªadkim odwzorowaniem powierz
hni. Je»eli odwzorowanie sty
zneTpF :TpM ! TF (p)N (15.10)jest izomor�zmem przestrzeni wektorowy
h, to istnieje oto
zenie otwarte O punktup takie, »e zbiór F (O) jest otwarty i indukowane odwzorowanieF :O ! F (O)jest dyfeomor�zmem (jest odwra
alne i odwzorowanie odwrotne jest gªadkie).Dow�od: F jest dyfeomor�zmem w oto
zeniu p wtedy i tylko wtedy, gdy � ÆF Æ jest dyfeomor�zmem w oto
zeniu x. � jest tu lokalnym ukªadem wspóªrz�dny
h woto
zeniu F (p),  jest lokaln¡ parametryza
j¡ w oto
zeniu p i p =  (x). Wystar
zyteraz skorzysta¢ drugiego przykªadu i zastosowa¢ twierdzenie o lokalnej odwra
al-no±
i, znane z Analizy II.



15.8. Wa»ne przykªady 13I jesz
ze jedna uwaga. W Rm mamy baz� kanoni
zn¡ (e1; : : : ; en) i, w zwi¡zku ztym, ka»dy lokalny ukªad wspóªrz�dny
h � = (xi)mi=1 zadaje baz� w TpM . Elementtej bazy, odpowiadaj¡
y ei, ozna
zamy ��xi ;to zna
zy T�( ��xi ) = eiUwaga. W ozna
zenia
h ty
h nie jest wido
zny punkt za
zepienia wektora.Zajmijmy si� teraz przypadkiem powierz
hni zanurzonej w przestrzeni wektoro-wej X . Wiemy ju», »e przestrze« sty
zn¡ do powierz
hni M � X mo»na uto»sami¢z podprzestrzeni¡ przestrzeni sty
znej do X , któr¡ uto»samiamy z X .Nie
h  :Rm � O !M � X b�dzie parametryza
j¡ powierz
hni M . Z wªasno±
iodwzorowania sty
znego wynika »e T zadaje lokaln¡ parametryza
j� wi¡zki sty
z-nej i »e dwie takie parametryza
je  ;  0 s¡ zgodne, tzn. (T )�1 Æ T 0 jest gªadkietam, gdzie okre±lone. Wynika st¡d, »e wi¡zka sty
zna jest powierz
hni¡ w X �X .Twierdzenia o staªym rz�dzie i o funk
ji uwikªanej daj¡ nam prosty przepis naznajdowanie przestrzeni sty
znej do M jako podprzestrzeni X .Stwierdzenie 15.15. Zaªó»my, »e odwzorowanie G:X ! Y speªnia zaªo»eniaTwierdzenia 15.1. Wów
zas dla p 2 G�1(0) =MTpM = G0(p)�1(0):Dow�od: Nie
h 
:R !M b�dzie krzyw¡ w M i nie
h p = 
(0). Mamy G Æ 
 = 0,wi�
 G0(p)(t
) = 0. St¡d zawieranie w jedn¡ stron�. Z dowodu Twierdzenia 15.1wynika, ze w oto
zeniu p powierz
hniaM jest wykresem odwzorowania z otwartegopodzbioru podprzestrzeni G0(p)�1(0) � X w podprzestrze« dopeªniaj¡
¡. Jest za-tem wymiaru dimG0(p)�1(0). Przestrze« sty
zna jest tego samego wymiaru, wi�
mamy dowodzon¡ równo±¢.Podobnie mamyStwierdzenie 15.16. Nie
h odwzorowanie T :Y � U ! X speªnia zaªo»eniaTwierdzenia 15.2. Je»eli powierz
hnia M jest równa T (U), to przestrze« sty
znaTpM jest równa T 0(y)(Y ), gdzie T (y) = p.Uwagi.(1) Je»eli powierz
hniaM jest otwartym podzbiorem przestrzeni wektorowej X ,to wektor sty
zny, za
zepiony w dowolnym punk
ie, mo»e by¢ uto»samiony zelementem przestrzeni X . Mówimy, »e element przestrzeni X jest wektoremswobodnym.



14 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACH(2) Je»eli M = X , to ka»dy wektor v 2 TpX jest reprezentowany przez wyró»-nion¡ krzyw¡ (prost¡) 
v : t 7! p+ tv;a prosta przez dwa punkty: p i 
v(1) = p + v. St¡d 
z�sta reprezenta
jawektora sty
znego jako pary punktów w X .15.9. Wektory ko-sty
zne (ko-wektory sty
zne) do powierz
hni.Nie
h f 2 C1(M). Dla ka»dego punktu p na powierz
hni M funk
ja f zadajeodwzorowanie liniowe TpM 3 v 7! v(f) 2 R:Liniowo±¢ tego odwzorowania zawarta jest w de�ni
ji struktury wektorowej w prze-strzeni sty
znej (struktura wektorowa przestrzeni sty
znej jest, z de�ni
ji, tak¡, wktórej powy»sze odwzorowania s¡ liniowe). Odwzorowanie to nazywamy ró»ni
zk¡funk
ji f w punk
ie p i ozna
zamy dpf . Zbiór ró»ni
zek w punk
ie p ozna
zamyT�pM . Jest to przestrze« wektorowa z naturaln¡ struktur¡ indukowan¡ ze strukturyprzestrzeni wektorowej funk
ji na M :dpf + dpg := dp(f + g):Jako funk
jonaª liniowy na TpM ró»ni
zka funk
ji jest elementem (TpM)�, prze-strzeni dualnej (sprz�»onej) do TpM . Dodawania (i mno»enia przez li
zby) w T�pM i(TpM)� s¡ zgodne, wi�
 przestrze« ró»ni
zek jest w naturalny sposób uto»samianaz podprzestrzeni¡ wektorow¡ przestrzeni dualnej do przestrzeni sty
znej. Dalej po-ka»emy, »e obie przestrzenie s¡ równe. Element przestrzeni wektorowej T�pM na-zywamy równie» ko-wektorem (kowektorem) sty
znym lub wektorem ko-sty
znym(kosty
znym) do powierz
hniM , za
zepionym w punk
ie p, a zbiór T�pM przestrze-ni¡ kosty
zn¡. Zbiór wszystki
h kowektorów na M ozna
zamy T�M i nazywanywi¡zk¡ kosty
zn¡. Istnieje kanoni
zne rzutowanie�M :T�M !M : dpf 7! p:Nie
h F :M ! N b�dzie odwzorowaniem ró»ni
zkowalnym powierz
hni. Odwzo-rowanie sprz�»one do odwzorowania sty
znegoTpF :TpM ! TF (p)Njest odwzorowaniem liniowym(TpF )�: (TF (p)N)� ! (TpM)�:Odwzorowanie to indukuje odwzorowanie przestrzeni ró»ni
zek(TpF )�:T�F (p)N ! T�pM;



15.9. Wektory ko-sty
zne (ko-wektory sty
zne) do powierz
hni 15tzn. obraz ró»ni
zki jest ró»ni
zk¡. Aby to udowodni¢ zauwa»my, »e dla f 2 C1(N)i dla v 2 TpM mamyhv; (TpF )�(dF (p)f)i = hTpF (v); dF (p)fi= TpFv(f) = v(f Æ F )= hv; dp(f Æ F )i: (15.11)W sz
zególno±
i, dla lokalnej mapy �:M � O ! Rm odwzorowanie (Tp�)� jestliniowym izomor�zmem T��(p)Rm i T�pM , oraz (T�(p)Rm )� i (TpM)�:Uwaga. Odwzorowania sty
zne TpF zbieraj¡ si� w odwzorowanie mi�dzy wi¡z-kami sty
znymi TF :TM ! TN . W prze
iwie«stwie do tego, odwzorowania (TpF )�nie zbieraj¡ si� do odwzorowania mi�dzy T�M i T�N , a jedynie do rela
ji. Wynikato z faktu, »e F i TpF ÿdziaªaj¡" od M do N , za± (TpF )� w kierunku prze
iwnym.Stwierdzenie 15.17. Ka»dy element z (TpM)� jest ró»ni
zk¡ funk
ji, 
zyli(TpM)� = T�pM:Dow�od: Poniewa» (Tp�)� jest liniowym izomor�zmem, na mo
y zwi¡zku (15.11)wystar
zy pokaza¢, »e stwierdzenie jest prawdziwe dla otwartego podzbioru Rn .Nie
h wi�
 O � Rn i nie
h a 2 (Tx0O)�. Ozna
zmyai = h ��xi ; aii zde�niujmy funk
j� fa na O przezfa(x) =Xi ai(xi � xi0):Prosty ra
hunek pokazuje, »e ��xi (fa) = ai
zyli a = dx0fa.Argumenta
ja u»yta w dowodzie pokazuje równie», »e dla ka»dego x 2 O kowek-tory (dxxi) tworz¡ baz� T�xO, dualn¡ do bazy ( ��xi ) w TxO. W bazie tej ró»ni
zkafunk
ji f ma taki rozkªad: dxf = �f�xi (x)dxxi: (15.12)I jesz
ze dwie uwagi:Poniewa» dla zbioru otwartego O � X mamy TO = O � X , wi�
 podobnie



16 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACHT�O = O � X�. Zatem dla M � X przestrze« T�pM mo»e by¢ uto»samiona zprzestrzeni¡ ilorazow¡ X� przez anihilator przestrzeni sty
znej TpM jako podprze-strzeni X�. Anihilator ten mo»e by¢ uto»samiony z dopeªnieniem ortogonalnymprzestrzeni sty
znej wzgl�dem dowolnego ilo
zynu skalarnego w X . W konsekwen-
ji, przestrze« dualna do podprzestrzeni w X mo»e by¢ uto»samiona z ni¡ sam¡.Ozna
za to, »e mo»emy uwa»a¢ T�M za podzbiór X �X (lub X �X�). Lokalneukªady wspóªrz�dny
h na M zadaj¡ (patrz wy»ej) lokalne ukªady wspóªrz�dny
hna T�M . S¡ one zgodne, wi�
 T�M jest powierz
hni¡.Druga uwaga doty
zy zwi¡zku ró»ni
zki z po
hodn¡ funk
ji jako odwzorowania.O
zywi±
ie jest sens robi¢ to porównanie jedynie w przypadku O � X . Dla x 2 Opo
hodna f 0(x) jest odwzorowaniem liniowym f 0(x):X ! R. Poniewa» X uto»-samiamy z przestrzeni¡ sty
zn¡ w ka»dym punk
ie, f 0(x) de�niuje nam kowektor.Naty
hmiast sprawdzamy, »e ten kowektor jest równy dxf .15.10. Pola wektorowe i kowektorowe.Polem wektorowym (polem wektorów sty
zny
h) Z naM nazywamy odwzorowa-nie Z:M ! TMtakie, »e �M Æ Z(p) = p:Mówimy, »e pole wektorów sty
zny
h jest gªadkie, je»eli jest gªadkie jako odwzoro-wanie mi�dzy powierz
hniami.Nie
h � = (xi) b�dzie lokalnym ukªadem wspóªrz�dny
h. Jak ju» wiemy, wektory��xi ; i = 1; : : : ;m; tworz¡ baz� przestrzeni sty
znej w ka»dym punk
ie dziedziny �.Zatem Z = mXi=1 Zi ��xi ; (15.13)gdzie Zi s¡ funk
jami na dziedzinie �. Z jest gªadkim polem je»eli funk
je Zi s¡gªadkie.Uwaga. Z(M) jest podzbiorem TM , jest wi�
 sens mówi¢ o obrazie TF (Z(M))tego podzbioru wzgl�dem odwzorowania sty
znego TF , gdzie F :M ! N . Zbiórten nie jest (na ogóª) obrazem pola wektorowego na N (je»eli F nie jest bijek
j¡).Pól wektorowy
h na ogóª nie mo»na transportowa¢, mimo istnienia odwzorowaniasty
znego. Jako przykªad we¹my M = N = R, F (t) = t2 i Z(t) = t3 ��t . Obrazemwektora Z(1) jest wektor 2 ��t za
zepiony w 1, a obrazem wektora Z(�1) wektor�2 ��t , te» za
zepiony w jedyn
e.



15.10. Pola wektorowe i kowektorowe 17Polem kowektorowym ! na M nazywamy odwzorowanie!:M ! T�Mtakie, »e �M Æ !(p) = p;tzn. �M Æ ! jest identy
zno±
ia na M .Mówimy, »e pole kowektorów sty
zny
h jest gªadkie, je»eli jest gªadkie jako od-wzorowanie mi�dzy powierz
hniami. Nie
h � = (xi) b�dzie lokalnym ukªademwspóªrz�dny
h. Baz� w przestrzeni kowektorów T�pM tworz¡ ró»ni
zki dqxi, wi�
lokalnie mo»emy zapisa¢ ! = mXi=1 fidxi; (15.14)gdzie fi s¡ funk
jami na dziedzinie �. Pole kowektorowe ! jest gªadkie, je»eli funk
jefi s¡ gªadkie.Stwierdzenie 15.18. Pole kowektorowe jest gªadkie, je»eli dla ka»dego ró»ni
z-kowalnego pola wektorowego Z:M ! TM funk
jaM 3 p 7! hZ(p); !(p)i 2 Rjest ró»ni
zkowalna.Dow�od: Korzystaj¡
 z lokalny
h reprezenta
ji (16.3) i (15.14) pól ! i Z dostajemyhZ(p); !(p)i = mXi=1 Zi(p)fi(p): (15.15)Dalej o
zywiste.Przykªadem pola kowektorów jest ró»ni
zka df funk
ji f :M 3 p 7! dpf:Lokalnie: df =X �f�xi dxi:Uwaga. Ka»dy kowektor jest ró»ni
zk¡ (w punk
ie za
zepienia kowektora) pewnejfunk
ji, ale pole kowektorów na ogóª nie jest ró»ni
zk¡ funk
ji. W dalszej 
z�±
iwykªadu poznamy warunki, jakie musi speªnia¢ pole kowektorów by by¢ ró»ni
zk¡jakiej± funk
ji.



18 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACHJe»eli odwzorowanie F :M ! N jest ró»ni
zkowalne to, jak wiemy, nie mamyodwzorowania mi�dzy wi¡zkami kowektorów. Tym niemniej dla ka»dego pola ko-wektorów ! na N mo»emy zde�niowa¢ pole kowektorów F�! na M przezF�!(p) = (TpF )�!(F (p)):Za
hodzi prosty, ale wa»ny fakt dF�f = F�df ; (15.16)tzn. transport (funk
ji, pola) jest przemienny z ró»ni
zkowaniem. Istotnie, dlaTpM 3 v = t
(0) mamyhv; dF�fi = ddt ((F�f) Æ 
)(0) = ddt ((f Æ F ) Æ 
)(0)= ddt (f Æ (F Æ 
))(0)= hTF (v); dfi = hv; F�dfi:15.11. Pole wektorowe jako równanie ró»ni
zkowe.Nie
h b�dzie dana krzywa na powierz
hni M , to zna
zy odwzorowanie ró»ni
z-kowalne 
:R � I ! M . Podniesieniem sty
znym t
 krzywej 
 nazywamy odwzo-rowanie t
: I ! TM : s 7! t
s(0);gdzie 
s jest krzyw¡ t 7! 
(s+ t). O
zywistym jest, »e �M Æ t
 = 
.Nie
h teraz Z:M ! TM b�dzie polem wektorowym. Mówimy, »e krzywa 
 jestkrzyw¡ 
aªkow¡ tego pola, je»eli t
 = Z Æ 
. W lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
hdostajemy równania ddt
i(t) = Zi(
(t));
zyli równanie (ukªad równa«) zwy
zajne pierwszego rz�du. Z twierdzenia o istnie-niu i jedozna
zno±
i rozwi¡za« wynika, »e gªadkie pole wektorowe ma dokªadniejedn¡ krzyw¡ 
aªkow¡ prze
hodz¡
¡ przez dany punkt p dla warto±
i parametruzero. Zauwa»my przy tym, »e warunek t
 = Z Æ 
 mo»na sformuªowa¢ ina
zej:t
(I) � Z(M)i w o
zywisty sposób uogólni¢ zast�puj¡
 Z(M) dowolnym podzbiorem D � TM .Dowolny podzbiór wi¡zki sty
znej do powierz
hni mo»na zatem traktowa¢ jakorównanie ró»ni
zkowe zwy
zajne pierwszego rz�du, tzn. równanie na krzywe na tejpowierz
hni.



15.12. Metoda mno»ników Lagrange'a 1915.12. Metoda mno»ników Lagrange'a.Nie
h M b�dzie powierz
hni¡ i nie
h f b�dzie funk
j¡ na M . Funk
j� f mo»emybada¢ na powierz
hni za po±redni
twem lokalny
h parametryza
ji, to zna
zy bada-j¡
 zamiast funk
ji f funk
j� f Æ , gdzie  jest lokaln¡ parametryza
j¡. O
zywiste,»e f Æ  ma lokalne minimum (maksimum) w x wtedy i tylko wtedy, gdy f malokalne minimum (maksimum) w q =  (x). Znajdujemy te» warunek konie
znyekstremum: dqf = 0.Metoda ta, ze wzgl�du na swoj¡ lokalno±¢, nie jest zbyt wygodna. W sytua
ji,gdy M � X , mo»emy badanie funk
ji f na M zast¡pi¢ badaniem na X funk
ji Ftakiej, »e F jM = f .Twierdzenie 15.19. Nie
hM = G�1(0), gdzie G:X ! Y speªnia zaªo»enia twier-dzenia o funk
ji uwikªanej w punk
ie p (tzn. jej po
hodna jest surjek
j¡ w tympunk
ie { mówimy te», »e p jest punktem regularnym odwzorowania G). Je»elidpf = 0, to istnieje odwzorowanie liniowe �:Y ! R takie, »edpF = � ÆG0(p):Dow�od: Poniewa» G0(p) jest surjek
j¡, odwzorowanie sprz�»one(G0(p))�:Y � ! X�jest injek
j¡ w podprzestrze« funk
ji liniowy
h zeruj¡
y
h si� na kerG0(p) (faktznany z algebry). Z porównania wymiarów wynika, »e jest to izomor�zm. Z zaªo»eniadpF zeruje si� na przestrzeni sty
znej TpM = kerG0(p), zatem istnieje dokªadniejeden funk
jonaª � 2 Y � taki, »edpF = (G0(p))�(�)lub równowa»nie, dpF = � ÆG0(p) = (� ÆG)0(p) = dp(� ÆG);dp(F � � ÆG0) = 0:� nazywa si� funk
jonaªem (mno»nikiem) Lagrange'a. Z powy»szego twierdzeniawida¢, »e dla znalezienia miejs
 podejrzany
h o ekstrema mo»na, zamiast funk
jif , bada¢ miejs
a zerowe po
hodnej (ró»ni
zki) funk
ji F �� ÆG znajduj¡
e si� napowierz
hni M (po
hodna � Æ G w q jest równa � Æ G0(q)). Mamy te» warunekdostate
zny istnienia ekstremum.



20 15. ANALIZA NA POWIERZCHNIACHStwierdzenie 15.20. Nie
h b�d¡ speªnione zaªo»enia Twierdzenia 15.19 i nie
hdpF � � ÆG0(p) = 0:Je»eli dla 0 6= h 2 TpM(F 00(p)� � ÆG00(p))(h; h) > 0 (< 0);to w punk
ie p funk
ja f ma minimum (maksimum) lokalne.Dow�od: Nie
h 
:R ! M b�dzie krzyw¡ reprezentuj¡
¡ wektor h 2 TpM � X .Zbadajmy funk
j� f Æ
 = F Æ
 w oto
zeniu zera. Jej pierwsza po
hodna jest równa(F 0 Æ 
) � 
0, a druga (F 00 Æ 
)(
0; 
0) + (F 0 Æ 
)(
00):Poniewa» G Æ 
 = 0, mamy te», ró»ni
zkuj¡
 dwukrotnie,(G0 Æ 
)
0 = 0; (G00 Æ 
)(
0:
0) + (G0 Æ 
)(
00) = 0;a poniewa» F 0(p) = � ÆG0(p), wi�
F 0(p)(
00(0)) = (� ÆG0(p))(
00(0)) = �� ÆG00(p)(h; h):Zatem druga po
hodna funk
ji f Æ 
 jest w zerze równaF 00(q)(h; h)� � ÆG00(q)(h; h):Z zaªo»enia wynika, »e funk
ja f Æ 
 ma w zerze minimum (maksimum) lokalne.Dalej dowód przebiega jak dla odwzorowa« mi�dzy przestrzeniami Bana
ha.



Rozdzia l 16. FORMY RÓ�NICZKOWE16.1. Odwzorowania wieloliniowe, antysymetry
zne.Nie
h V b�dzie przestrzeni¡ wektorow¡ wymiaru n. l-kowektorem na V nazy-wamy odwzorowanie �:V � � � � � V ! Rl-egzemplarzy przestrzeni V w li
zby, które jest(1) liniowe w ka»dym argumen
ie (jest l-liniowe),(2) antysymetry
zne, tzn.�(v1; v2; : : : ; vk; : : : ; vl) = ��(vk; v2; : : : ; v1; : : : ; vl)Przykªad: Wyzna
znik jest n-kowektorem na Rn . Forma liniowa jest 1-kowekto-rem. Umawiamy si�, »e 0-kowektory s¡ po prostu li
zbami.O
zywiste, »e zbiór l-kowektorów na przestrzeni V tworzy przestrze« wektorow¡(podprzestrze« przestrzeni wektorowej wszystki
h funk
ji na V � � � � � V ). Ozna-
zamy j¡ Vl V �. Nie
h � 2 Vk V �; � 2 Vl V �. Ilo
zynem zewn�trznym � ^ �nazywamy (k + l)-kowektor zde�niowany w sposób nast�puj¡
y:� ^ �(v1; : : : ; vk+l) =X� sgn�k!l! �(v�(1); v�(2); : : : ; v�(k))�(v�(k+1); : : : ; v�(k+l))przy 
zym sumowanie odbywa si� po wszystki
h permuta
ja
h zbioru (k + l) ele-mentowego.Dla k = 0 (lub l = 0) dostajemy zwykªy ilo
zyn l-kowektora (k-kowektora) przezli
zb�.Stwierdzenie 16.1. Ilo
zyn zewn�trzny kowektorów ma nast�puj¡
e wªasno±
i:(1) jest biliniowy,(2) jest dziaªaniem ª¡
znym,(3) � ^ � = (�1)kl� ^ �.Dow�od:(1) O
zywiste. 21



22 16. FORMY RÓ�NICZKOWE(2) Nie
h � 2 Vl V �; � 2 Vk V �; 
 2 Vs V �.(� ^ �) ^ 
(v1; : : : ; vk+l+s)= X�2�(k+l+s) sgn�(k + l)!s! (� ^ �)(v�(1); : : : ; v�(k+l))
(v�(k+l+1); : : : ; v�(k+l+s))= X�2�(k+l+s) sgn�(k + l)!s! ( X�2�(k+l) sgn �k!l! �(v�(�(1)); : : : v�(�(k)))��(v�(�(k+1)); : : : ; v�(�(k+l))))
(v�(k+l+1); : : : ; v�(k+l+s))= X�2�(k+l) sgn �k!l! X�2�(k+l+s) sgn�(k + l)!s!�(v�(�(1)); : : : v�(�(k)))��(v�(�(k+1)); : : : ; v�(�(k+l)))
(v�(k+l+1); : : : ; v�(k+l+s))Wyra»enieX�2�(k+l+s) sgn��(v�(1); : : : v�(k))�(v�(k+1) ; : : : ; v�(k+l))
(v�(k+l+1); : : : ; v�(k+l+s))jest 
aªkowi
ie antysymetry
zne, wi�
X�2�(k+l+s) sgn��(v�(�(1)) ; : : : v�(�(k)))�(v�(�(k+1)) ; : : : ; v�(�(k+l)))�
(v�(k+l+1); : : : ; v�(k+l+s)) = sgn � X�2�(k+l+s) sgn��(v�(1); : : : v�(k))��(v�(k+1); : : : ; v�(k+l))
(v�(k+l+1); : : : ; v�(k+l+s));a st¡d(� ^ �) ^ 
(v1; : : : ; vk+l+s)= X�2�(k+l+s) sgn�k!l!s!�(v�(1); : : : v�(k))�(v�(k+1) ; v�(k+l))
(v�(k+l+1); : : : ; v�(k+l+s)):Analogi
zny ra
hunek dla �^ (�^
) prowadzi do tego samego wyniku. St¡dª¡
zno±¢.(3) Mamy� ^ �(v1; : : : ; vk+l) =X� sgn�k!l! �(v�(1); v�(2); : : : ; v�(k))�(v�(k+1); : : : ; v�(k+l))=X�0 sgn�k!l! �(v�0(1); v�0(2); : : : ; v�0(l))�(v�0(l+1); : : : ; v�0(l+k));



16.1. Odwzorowania wieloliniowe, antysymetry
zne 23gdzie �0 = � Æ �, a � jest permuta
j¡ (k + 1; k + 2; : : : ; k + l; 1; 2; : : : ; k).Wystar
zy teraz zauwa»y¢, »e permuta
ja (k+1; k+2; : : : ; k+ l; 1; 2; : : : ; k)ma znak (�1)kl i skorzysta¢ z faktu, »e znak permuta
ji jest homomor�zmemsgn�0 = sgn�sgn �:Baza. Wymiar. Nie
h (e1; : : : ; en) b�dzie baz¡ przestrzeni V . � 2 Vl V � jest,jako odwzorowanie wieloliniowe, wyzna
zone przez swoje warto±
i na 
i¡ga
h wek-torów bazowy
h, 
zyli na 
i¡ga
h (ei(1); ei(2); : : : ; ei(l)). Ze wzgl�du na antysymetri�wystar
zy zna¢ warto±¢ � na 
i¡ga
h, dla który
h i(1) < i(2) < � � � < i(l). Ustalmyj(1) < � � � < j(l). De�niujemy f (j(1);:::;j(l)) 2 Vl V � kªad¡
f (j(1);:::;j(l))(ei(1); ei(2); : : : ; ei(l)) = Æj(1)i(1) � � � Æj(l)i(l)gdzie i(1) < i(2) < � � � < i(l). O
zywiste, »e l-kowektory (f (j(1);:::;j(l))) s¡ liniowoniezale»ne i rozpinaj¡ 
aª¡ przestrze«, wi�
 po uporz¡dkowaniu tworz¡ baz�. Dlal = 1 baza (f (i)) jest znan¡ z algebry baz¡ dualn¡ do e w V �.Uwaga. Stosowany jest te» inny zapis l-kowektorów. Zamiast w bazie(f (j(1);:::;j(l)))j(1)<���<j(l), przedstawia si� � jako kombina
j� wszystki
h l-kowekto-rów f (j(1);:::;j(l))� = Xj(1)<���<j(l)�j(1);��� ;j(l)f (j(1);:::;j(l)) = 1l! Xj(1);��� ;j(l) e�j(1);��� ;j(l)f (j(1);:::;j(l)):(16.1)Poniewa» l-kowektory f (j(1);:::;j(l)) s¡ liniowo zale»ne, wspóª
zynniki e�j(1);��� ;j(l) nies¡ wyzna
zone jednozna
znie. Ujednozna
znia si� je nakªadaj¡
 warunek antysy-metrii. Przy wybranym unormowaniu dostajemy równo±¢ e�j(1);��� ;j(l) = �j(1);��� ;j(l)dla j(1) < � � � < j(l).Stwierdzenie 16.2. f (j(1);:::;j(l)) = f j(1) ^ f j(2) ^ � � � ^ f j(l).Dow�od: Nie
h i(1) < i(2) < � � � < i(l). Mamyf (j(1);:::;j(l))(ei(1); ei(2); : : : ; ei(l)) = Æj(1)i(1) � � � Æj(l)i(l)i z drugiej strony,f i(1) ^ f i(2) ^ � � � ^ f i(l)(ei(1); ei(2); : : : ; ei(l))= X�2�(l) sgn�f j(1)(ei(�(1))) � � � f j(l)(ei(�(l))) = X�2�(l) sgn�Æj(1)i(�(1)) � � � Æj(l)i(�(l)):



24 16. FORMY RÓ�NICZKOWEAle j(1) < � � � < j(l), zatem nieznikaj¡
y wyraz mo»e by¢ tylko dla i(�(1)) < � � � <i(�(1)), a poniewa» i(1) < � � � < i(l), wi�
 � musi by¢ identy
zno±
i¡. St¡df i(1) ^ f i(2) ^ � � � ^ f i(l)(ei(1); ei(2); : : : ; ei(l)) = Æj(1)i(1) � � � Æj(l)i(l) :Ze znany
h z kombinatoryki wzorów dostajemy, »e wymiar przestrzeni Vl V � jestrówny �nl�.Uwaga. Zamieniaj¡
 w powy»szy
h rozwa»ania
h rolami V i V � otrzymamyalgebr� zewn�trzn¡ wielowektorów. Przestrze« l-wektorów ozna
zamy Vl V . Poka-»emy, »e istnieje naturalne uto»samienie przestrzeni �Vl V �� dualnej do l-wektorówi przestrzeni l-kowektorów Vl V �. Za
znijmy od odwzorowania(V � � � � � V )� (V � � � � � � V �) �! Rdanego wzorem((v1; : : : ; vl); (f1; : : : ; fl)) 7! f1 ^ � � � ^ fl(v1; : : : ; vl) = det[hvi; fji℄: (16.2)Jest ono l-liniowe i 
aªkowi
ie antysymetry
zne ze wzgl�du na (f1; : : : ; fl)). Przyustalony
h v1; : : : ; vl wyzna
za element z Vl V . �atwo sprawdzi¢, »e jest on równyv1 ^ � � � ^ vl, wi�
 wzór (16.2) wyzna
za odwzorowanie((v1 ^ � � � ^ vl); (f1 ^ � � � ^ fl)) 7! det[hvi; fji℄: (16.3)Rozszerzaj¡
 liniowo to odwzorowanie ze wzgl�du na obie zmienne dostajemy ewa-lua
j� h ; i: l̂ V � l̂ V � �! R;biliniow¡, niezdegenerowan¡, wi�
 zadaj¡
¡ uto»samienie przestrzeni �Vl V �� du-alnej do l-wektorów i przestrzeni l-kowektorów Vl V � (i na odwrót).16.2. Ilo
zyn tensorowy i uwagi o uniwersalno±
i.Przedstawione powy»ej konstruk
je s¡ sz
zególnym przypadkiem ogólniejszej kon-struk
ji. Nie
h V i W b�d¡ przestrzeniami wektorowymi nad 
iaªem K ( R lub C )wymiaru sko«
zonego. Ilo
zynem tensorowym (nad K ) V 
W nazywamy przestrze«wektorow¡ odwzorowa« biliniowy
ht:V � �W� ! K :



16.2. Ilo
zyn tensorowy i uwagi o uniwersalno±
i 25Nie
h v 2 V i w 2 W . Wektory te wyzna
zaj¡ element v 
 w 2 V 
W (ilo
zyntensorowy wektorów) przez wzórv 
 w:V � �W� ! K : (f; g) 7! f(v)g(w):Ilo
zyn tensorowy jest, jak ªatwo si� przekona¢, ª¡
zny.Widzimy st¡d, »e V2 V jest podprzestrzeni¡ V 
 V tensorów speªniaj¡
y
h wa-runek antysymetrii. �atwo sprawdzi¢, »e dla v; w 2 V za
hodzi zwi¡zekv ^ w = v 
 w � w 
 v:Przestrze« V 
W posiada nast�puj¡
¡ wªasno±¢:Stwierdzenie 16.3. Dla ka»dego odwzorowania biliniowego F :V � W ! E wprzestrze« wektorow¡ E istnieje dokªadnie jedno odwzorowanie linioweeF :V 
W ! Etakie, »e F (v; w) = eF (v 
 w):Wªasno±¢, o której mówi to stwierdzenie 
harakteryzuje, z dokªadno±
ia do izo-mor�zmu, ilo
zyn tensorowy przestrzeni wektorowy
h (mówimy o uniwersalno±
iilo
zynu tensorowego). Przyto
zona konstruk
ja jest wi�
 jedn¡ z mo»liwy
h kon-struk
ji ilo
zynu tensorowego.Ilo
zyn zewn�trzny te» ma wªasno±¢ uniwersalno±
i:Stwierdzenie 16.4. Dla ka»dego antysymetry
znego odwzorowania biliniowegoF :V � V ! E istnieje dokªadnie jedno odwzorowanie linioweF : 2̂ V ! Etakie, »e F (v; w) = F (v ^ w):Zgodnie z wprowadzonymi powy»ej de�ni
jami, v ^ w = v 
 w � w 
 v, a st¡ddostajemy dla antysymetry
znego F2F (v ^ w) = 2 eF (v 
 w) = eF (v 
 w)� eF (w 
 v) = eF (v ^ w);
zyli na V2 V mamy eF = 2F .



26 16. FORMY RÓ�NICZKOWE16.3. Wielo-wektory i wielo-kowektory sty
zne.Konstruk
je omówione w poprzedni
h 
z�±
ia
h mo»emy zastosowa¢ do prze-strzeni wektorów sty
zny
h TpM do powierz
hni M . Otrzymamy w ten sposóbprzestrzenie l-kowektorów sty
zny
h Vl T�pM i przestrze« l-wektorów sty
zny
hVl TpM . Zbiór wszystki
h l-kowektorów sty
zny
h ozna
za¢ b�dziemy Vl T�M ,a zbiór wszystki
h l-wektorów sty
zny
h Vl TM .Defini
ja 16.5. Polem l-kowektorowym � na powierz
hni M nazywamy odwzo-rowanie �:M ! l̂ T�M : q 7! �(q) 2 l̂ T�qM:Podobnie de�niujemy pola l-wektorowe Na pola
h wielo-kowektorowy
h (wielo-wektorowy
h) mo»emy wykonywa¢ (punkt po punk
ie) dziaªania algebrai
zne zde�-niowane dla wielo-kowektorów (wielo-wektorów). W sz
zególno±
i mo»emy je doda-wa¢ i mno»y¢ przez li
zb�. Tworz¡ one w ten sposób przestrze« wektorow¡. Mo»emyte» mno»y¢ takie pola zewn�trznie. Ilo
zyn zewn�trzny �^� pola l-kowektorowego� i k-kowektorowego � jest polem (k + l)-kowektorowym.Przestrze« wektorow¡ pól l-kowektorowy
h ozna
za¢ b�dziemy �l(M), za± przez�(M) przestrze« wszystki
h pól wielo-kowektorowy
h. Podobnie, przestrze« wek-torow¡ pól l-wektorowy
h ozna
za¢ b�dziemy 	l(M), za± przez 	(M) przestrze«wszystki
h pól wielo-wektorowy
h.16.4. Orienta
ja przestrzeni wektorowej.Nie
h V b�dzie przestrzeni¡ wektorow¡ wymiaru sko«
zonego n. Przypomnijmy,»e baz¡ przestrzeni wektorowej V nazywamy 
i¡g n wektorów liniowo niezale»ny
h.W sz
zególno±
i, przestrze« wymiaru zero ma jedn¡, pust¡ baz�. Odwzorowanieto»samo±
iowe przestrzeni V ozna
za¢ b�dziemy idV .W zbiorze baz przestrzeni V wprowadzamy rela
j� równowa»no±
i:(e1; : : : ; en) � (e01; : : : ; e0n), det [idV ℄ee0 > 0:Dowód, »e jest to rela
ja równowa»no±
i:(1) zwrotno±¢: det [idV ℄ee = det I = 1 > 0(2) symetria: det [idV ℄ee0 = (det [idV ℄e0 e)�1(3) prze
hodnio±¢: korzystamy z tego, »e det [idV ℄ee00 = det [idV ℄ee0 det [idV ℄e0e00 .Klas� równowa»no±
i baz nazywamy orienta
j¡ wewn�trzn¡ przestrzeni V . Z de�ni-
ji tej wynika, »e przestrze« wektorowa wymiaru ró»nego od zera ma dwie orienta
jewewn�trzne. Przestrze« wymiaru zerowego ma jedn¡ orienta
j� wewn�trzn¡ (
hyba,»e umówimy si� ina
zej).Na rela
j� równowa»no±
i de�niuj¡
¡ orienta
je mo»emy spojrze¢ nie
o ina
zej.W zbiorze baz dziaªa w o
zywisty sposób grupa Aut(V ) automor�zmów przestrzeni



16.4. Orienta
ja przestrzeni wektorowej 27V . Automor�zm jest endomor�zmem b�d¡
ym jedno
ze±nie izomor�zmem. W gru-pie tej jest wyró»niona podgrupa: skªadowa spójna jedno±
i. Orienta
ja jest orbit¡tej podgrupy w zbiorze baz. Tak¡ de�ni
j� bazy mo»na przenie±¢ na przestrzeniewektorowe ze struktur¡ (np metry
zn¡) ograni
zaj¡
 si� do baz i automor�zmówrespektuj¡
y
h t� struktur�.Uwaga. Mo»na te» nie
o ina
zej rozumie¢ poj�
ie bazy. Otó» w±ród przestrzeniwektorowy
h nad R mamy wyró»nion¡ klas� przestrzeni (obiektów wzor
owy
h):przestrzenie Rn ; n = 0; 1; 2; : : : . Jak wiadomo, baza przestrzeni V (w sensie jakwy»ej) zadaje izomor�zm V z przestrzeni¡ wyró»nion¡. I na odwrót. Zatem mo-»emy de�niowa¢ baz� przestrzeni V jako izomor�zm tej przestrzeni z przestrzeni¡(obiektem wzor
owym) z wyró»nionej klasy. Takie poj�
ie bazy pasuje nie tylkodo przestrzeni wektorowy
h. Na przykªad, lokalny ukªad wspóªrz�dny
h mo»emyuwa»a¢ za lokaln¡ baz� powierz
hni (obiektami wyró»nionymi s¡ otwarte oto
zeniaw Rn ).Nie
h teraz V b�dzie podprzestrzeni¡ przestrzeni wektorowej W wymiaru m.Orienta
j¡ zewn�trzn¡ podprzestrzeni V w W nazywamy orienta
j� wewn�trzn¡przestrzeni ilorazowej W=V .Z de�ni
ji orienta
ji zewn�trznej wynika, »e 
aªa przestrze« V ma jedn¡ orienta
j�zewn�trzn¡ (
hyba, »e umówimy si� ina
zej).Stwierdzenie 16.6. Orienta
ja zewn�trzna podprzestrzeni jest zadana przez orien-ta
j� wewn�trzn¡ dowolnej podprzestrzeni dopeªniaj¡
ej.Dow�od: Nie
h W = V � V 0, tzn. podprzestrze« V 0 jest dopeªniaj¡
a do V w W .Odwzorowanie V 0 3 v 7! [v℄ 2W=V jest izomor�zmem, wi�
 zadaje odpowiednio±¢mi�dzy bazami i w konsekwen
ji, mi�dzy orienta
jami przestrzeni V 0 i W=V .Nie
h teraz W = V � V 0. Orienta
je wewn�trzne podprzestrzeni V i V 0 za-daj¡ orienta
j� przestrzeni W w sposób nast�puj¡
y: nie
h (e1; : : : ; en) b�dzie baz¡w przestrzeni V , zgodn¡ z orienta
j¡ V , za± (e01; : : : ; e0m�n) baz¡ w V 0, zgodn¡ zorienta
j¡ V 0. Orienta
j� przestrzeni W zadaje baza (e01; : : : ; e0m�n; e1; : : : ; em).Uwaga. Tworz¡
 baz� w W z baz w V i V 0 ustawili±my najpierw wektory zpodprzestrzeni V 0, a nast�pnie z V . Odwra
aj¡
 kolejno±¢ dostajemy inne przypo-rz¡dkowanie orienta
jom podprzestrzeni orienta
j� 
aªej przestrzeni W .Wybieraj¡
 inne, ale równowa»ne bazy w przestrzenia
h V i V 0 dostaniemy rów-nowa»n¡ baz� w przestrzeniW . Istotnie, mamy det [idW ℄f e = det [idV ℄f e det [id0V ℄f e(jedn¡ liter¡ ozna
zyli±my bazy w trze
h przestrzenia
h). Wida¢ te» st¡d, »e zmianaorienta
ji w przestrzenia
h W i V ozna
za, »e orienta
ja V 0 jest za
howana. Mo-»emy wi�
 orienta
j� wewn�trzn¡ V 0 ( a zatem orienta
j� zewn�trzn¡ V w W )reprezentowa¢ par¡(orienta
ja wewn�trznaV; orienta
ja wewn�trznaW );przy 
zym zmiana jednej z ty
h orienta
ji na prze
iwn¡ ozna
za zmian� orienta
jizewn�trznej na prze
iwn¡.



28 16. FORMY RÓ�NICZKOWEJe»eli przestrze« W jest zorientowana, to dostajemy wzajemnie jednozna
zn¡odpowiednio±¢ mi�dzy orienta
j¡ wewn�trzn¡ i zewn�trzn¡ podprzestrzeni W wy-miaru ró»nego od 0 i m.W przypadku przestrzeni trójwymiarowej opisana wy»ej odpowiednio±¢ nosi na-zw� reguªy prawej (lub lewej) ±ruby.Zwi¡zek wielowektorów z orienta
j¡. Nie
h V b�dzie przestrzeni¡ wektorow¡wymiaru n i nie
h ! 2 Vn V �, n > 0. Z antysymetrii ! wynika, »e je»eli e; e0 s¡dwiema bazami na V , to!(e1; : : : ; en) = det [idV ℄e0 e!(e01; : : : ; e0n):Zatem na baza
h wyzna
zaj¡
y
h t¡ sam¡ orienta
j� (wewn�trzn¡) znak ! jest tensam i mo»emy w zwi¡zku z tym przyporz¡dkowa¢ ró»nemu od zera n-kowektorowi !orienta
j� tak¡, »e na zgodny
h z orienta
j¡ baza
h ! przyjmuje warto±
i dodatnie.Dualnie, orienta
j� mo»emy reprezentowa¢ ró»nym od zera n-wektorem sty
znym,np. e1 ^ � � � ^ en.16.5. Orienta
ja powierz
hni.Nie
h w ka»dym punk
ie p powierz
hni M wymiaru m wi�kszego od zera b�dziezadana orienta
ja wewn�trzna przestrzeni sty
znej TpM . Mówimy, »e orienta
je tezadaj¡ orienta
j� wewn�trzn¡ powierz
hni M je»eli lokalnie istniej¡ gªadkie polawektorowe (E1; : : : ; Em) takie, »e (E1(p); : : : ; Em(p)) tworz¡ baz� reprezentuj¡
¡orienta
j� TpM . Innymi sªowy: w oto
zeniu ka»dego punktu istnieje lokalny ukªadwspóªrz�dny
h (xi) taki, »e indukowana baza ( ��xi ) w przestrzeni sty
znej do Mjest zgodna z orienta
j¡.Wynika st¡d, »e na spójnej, zorientowanej powierz
hni orienta
ja jest s
harakte-ryzowana orienta
j¡ jednej przestrzeni sty
znej (w dowolnym punk
ie). Powierz
h-nia spójna mo»e wi�
 mie¢ dwie orienta
je lub »adn¡.Orienta
ja przestrzeni sty
znej do powierz
hni mo»e by¢ reprezentowana przezniezerowy m-wektor sty
zny lub m-kowektor sty
zny, gdzie m jest wymiarem po-wierz
hni. Maj¡
 wi�
 na powierz
hni M o wymiarze m zadane pole m-wektorowelub m-kowektorowe !, wsz�dzie ró»ne od zera, mo»emy jej przypisa¢ orienta
j�.W ka»dym punk
ie p 2 M orienta
ja przestrzeni sty
znej zadana jest przez !(p).Zgodno±¢ ty
h orienta
ji jest o
zywista.I na odwrót, maj¡
 zadan¡ orienta
j� M , mo»emy znale¹¢ zgodn¡ z ni¡ polem-wektorów sty
zny
h (kowektorów sty
zny
h). Najpierw lokalnie, na przykªadrówne ilo
zynowi zewn�trznemu wektorów bazy zadanej lokalnym ukªadem wspóª-rz�dny
h, a nast�pnie, korzystaj¡
 z rozkªadu jedno±
i, globalnie.W dalszym 
i¡gu wykªadu poznamy jesz
ze jedn¡ reprezenta
j� orienta
ji.Osobnego omówienia wymaga przypadek n = 0. Spójna powierz
hnia wymiaruzero jest punktem. Jej przestrze« sty
zna ma tylko jedn¡ baz�. Przyjmujemy jednak,»e powierz
hnia ta mo»e mie¢ dwie orienta
je ozna
zane (+) i (�).



16.5. Orienta
ja powierz
hni 29Powierz
hnia jest orientowalna, je»eli mo»na na niej okre±li¢ orienta
j�.Przykªady:(1) Baza kanoni
zna w Rm wyzna
za kanoni
zn¡ orienta
j� M b�d¡
ej, otwar-tym podzbiorem Rm . W sz
zególno±
i, orienta
ja kanoni
zna w R3 nazywasi� prawoskr�tn¡ (wyzna
za reguª� prawej ±ruby). Orienta
ja prze
iwna na-zywana jest lewoskr�tn¡.(2) Ka»da powierz
hnia jednowymiarowa jest orientowalna.(3) Wst�ga M�obiusa, 
zyli obraz odwzorowania': ℄� 12 ; 12[�R ! R3danego wzorem'(x; y) = ((1 + x sin(12y)) 
os y; (1 + x sin(12y)) sin y; x sin(12y)) (16.4)nie jest orientowalna.Ozna
zmy przez Op (M) dwupunktowy zbiór orienta
ji przestrzeni sty
znej TpM .Nie
h O(M) = [p2M Op (M)b�dzie zbiorem wszystki
h orienta
ji wszystki
h przestrzeni sty
zny
h. Mamy natu-ralne rzutowanie oM :O(M) !M . Lokalnie O(M) skªada si� z dwó
h egzemplarzyotwartego podzbioruM , jest wi�
 powierz
hni¡. Orienta
jaM jest gªadkim odwzo-rowaniem �:M ! O(M) takim, »e oM Æ � = idMAnalogi
znie do orienta
ji wewn�trznej de�niujemy orienta
j� zewn�trzn¡ po-wierz
hni M wzgl�dem powierz
hni N .Defini
ja 16.7. Powiemy, »e podrozmaito±¢ N powierz
hni M jest zorientowanazewn�trznie, je»eli w ka»dym punk
ie p 2 N przestrze« sty
zna TpN jest zorien-towana zewn�trznie wzgl�dem TpM: �¡damy przy tym, by lokalnie orienta
ja tabyªa reprezentowana gªadkim polem baz przestrzeni dopeªniaj¡
y
h TpM w TpN .Powiemy, »e podrozmaito±¢ N jest orientowalna zewn�trznie wzgl�dem M , je»eliistnieje orienta
ja zewn�trzna N .Je»eli M jest powierz
hni¡ orientowaln¡, to podrozmaito±¢ N jest orientowalnazewn�trznie wtedy i tylko wtedy, gdy jest orientowalna wewn�trznie. Je»eli po-nadto M jest zorientowana, to orienta
ji zewn�trznej N odpowiada jednozna
zniejej orienta
ja wewn�trzna (zgodnie z przyj�t¡ konwen
j¡).Przykªady.(1) Wst�ga M�obiusa nie jest orientowalna zewn�trznie w R3 .



30 16. FORMY RÓ�NICZKOWE(2) Okr¡g w R3 dany równaniami fx2 + y2 = 1; z = 0g jest orientowalny we-wn�trznie i zewn�trznie wzgl�dem R3 . Jest równie» podrozmaito±
ia wst�giM�obiusa, obrazem zbioru f0g � R dla odwzorowania (16.4). Nie jest orien-towalny zewn�trznie wzgl�dem wst�gi M�obiusa.(3) Obraz zbioru f 14g�R dla odwzorowania (16.4) jest orientowalny wewn�trz-nie, zewn�trznie wzgl�dem R3 oraz wzgl�dem wst�gi M�obiusa.16.6. Formy ró»ni
zkowe na powierz
hni.Ozna
zmy przez (�lMTM)�M O(M) zbiór wszystki
h 
i¡gów (v1; : : : ; vl; �) wek-torów sty
zny
h, za
zepiony
h w tym samym punk
ie, wraz z orienta
j¡ przestrzenisty
znej, do której nale»¡.Defini
ja 16.8. l-form¡ (form¡ rz�du l > 0) � na powierz
hni M nazywamyodwzorowanie �: (�lMTM)�M O(M) ! R;w ka»dym punk
ie powierz
hni antysymetry
zne ze wzgl�du na wektory.Forma zadaje wi�
 w punk
ie p 2 M i przy zadanej orienta
ji przestrzeni sty
z-nej TpM , l-kowektor sty
zny. Wyzna
zona jest zatem przez dwie pary (!(p); �)oraz (!0(p); �0), gdzie � i �0 s¡ dwiema orienta
jami przestrzeni TpM , !(p) i !0(p)l-kowektorami sty
znymi w punk
ie p. W dalszym 
i¡gu zajmowa¢ dwiema klasamiform:(1) W ka»dym punk
ie l-kowektor nie zale»y od orienta
ji, ! = !0. Takie formynazywamy parzystymi.(2) W ka»dym punk
ie l-kowektor zmienia znak przy zmianie orienta
ji, ! =�!0. Takie formy nazywamy nieparzystymi.Zatem l-form� parzyst¡ mo»na uto»sami¢, 
o si� zwykle robi, z polem l-kowekto-rowym. Ob
i�
ie l-nieparzystej do wektorów z przestrzeni sty
znej w jednym punk-
ie p nazwiemy l-kowektorem nieparzystym. Przestrze« l-kowektorów nieparzysty
hozna
za¢ b�dziemy Vlo T�M .Formy w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h. Nie
h teraz � = (xi):M �O ! Rm b�dzie lokalnym ukªadem wspóªrz�dny
h. W ka»dym punk
ie p 2 Oprzestrze« T�pM ma baz� (dpxi), a przestrze« sty
zna TpM baz� ( ��xi ). Zatem polel-kowektorowe � jest na O posta
i�(p) = Xi1<i2<���<il �i1i2���il(p)dxi1 ^ dxi2 � � � ^ dxil ;gdzie wspóª
zynniki �i1i2:::il s¡ funk
jami na O. Bazy indukowane ukªadem wspóª-rz�dny
h zadaj¡ orienta
j� dziedziny ukªadu. Ozna
za¢ j¡ b�dziemy �x. Formanieparzysta reprezentowana par¡ (�; �x) mo»e by¢ wi�
 uto»samiona (w lokalnym



16.6. Formy ró»ni
zkowe na powierz
hni 31ukªadzie wspóªrz�dny
h) z polem l-kowektorowym �, podobnie jak forma parzy-sta. Nie
h teraz b�dzie dany inny ukªad wspóªrz�dny
h (yi). Pole � zapisuje si� wnowym ukªadzie wspóªrz�dny
h� = Xi1<i2<���<il �i1i2���ildyi1 ^ dyi2 � � � ^ dyil ; (16.5)a poniewa» dxi =Xj �xi�yj dyj ;wi�
� = Xi1<i2<���<il �i1i2���ildxi1 ^ dxi2 � � � ^ dxil =Xi1<i2<���<il �i1i2���il(Xj �xi1�yj dyj) ^ (Xj �xi2�yj dyj) � � � ^ (Xj �xil�yj dyj) =Xi1<i2<���<il �i1i2���il 0� X�2�(l) �xi1�yj�(1) � � � �xil�yj�(l) sgn�1A dyj1 ^ � � � ^ dyjl =Xj1<j2<���<jl Xi1<i2<���<il �i1i2���il det ��xik�yjr �! dyj1 ^ � � � ^ dyjl : (16.6)Ozna
zaj¡
 �(xi1 ; : : : ; xil)�(yj1 ; : : : ; yjl) = det ��xik�yjr �i porównuj¡
 (16.6) z (16.5) dostajemy wzór transforma
yjny�j1i2���jl = Xi1<i2<���<il �i1i2���il �(xi1 ; : : : ; xil)�(yj1 ; : : : ; yjl) (16.7)Je»eli wi�
 (�; �x) reprezentuje form� parzyst¡, to (�; �y) reprezentuje t¡ sam¡form�, 
zyli wzór transforma
yjny dla form parzysty
h wygl¡da jak (16.7).Je»eli natomiast (�; �x) reprezentuje form� nieparzyst¡, to (�; �y) reprezentujet¡ sam¡ form� pod warunkiem �x = �y. W prze
iwnym razie nale»y wzi¡¢ par�(��; �y). Zatem wzór transforma
yjny dla form nieparzysty
h wygl¡da tak:�j1i2���jl = JjJ j Xi1<i2<���<il �i1i2���il �(xi1 ; : : : ; xil)�(yj1 ; : : : ; yjl) ; (16.8)gdzie J = �(x1;:::;xm)�(y1;:::;ym) .



32 16. FORMY RÓ�NICZKOWEW sz
zególnym przypadku l = 0, 
zyli dla funk
ji nieparzysty
h f, prawo trans-forma
ji z jednego ukªadu wspóªrz�dny
h do drugiego wygl¡da tak:f(p) = (f(p); �x) = � JjJ jf(p); �y�W przypadku l = n, je»eli�(p) = (b(p)dx1 ^ � � � ^ dxn; �x);to �(p) = (jJ jb(p)dy1 ^ � � � ^ dyn; �y):Dziaªania algebrai
zne na forma
h. Dziaªania na forma
h de�niujemy lokal-nie poprzez dziaªania na reprezentuj¡
y
h je pola
h wielokowektorowy
h:(1) (�; �) + (�; �) = (�+ �; �),(2) (�; �) ^ (�; �) = (� ^ �; �).Niezale»no±¢ od reprezenta
ji jest o
zywista. Wida¢ te», »e suma form parzysty
hjest form¡ parzyst¡, a suma form nieparzysty
h jest form¡ nieparzysta. Ilo
zynzewn¡trzny form parzysty
h jest form¡ parzyst¡ i ilo
zyn dwó
h form nieparzy-sty
h jest form¡ parzyst¡. Natomiast ilo
zyn zewn�trzny formy parzystej i formynieparzystej jest form¡ nieparzyst¡.W dalszym 
i¡gu przestrze« wektorow¡ form ró»ni
zkowy
h parzysty
h na Mrz�du l ozna
za¢ b�dziemy �le(M), za± przestrze« wszystki
h form ró»ni
zkowy
hparzysty
h na M przez �e(M). Przestrzenie form nieparzysty
h ozna
zamy odpo-wiednio �lo(M) i �o(M).Funk
je nieparzyste a orienta
ja.Stwierdzenie 16.9. M jest orientowalne wtedy i tylko wtedy, gdy na M istnieje(gªadka) funk
ja nieparzysta " taka, »e "2 = 1.Dow�od: Dla dimM = 0 twierdzenie jest o
zywiste, boM jest zawsze orientowalnai zawsze istnieje funk
ja nieparzysta równa jeden.Je»eli M , dimM > 0, jest orientowalna i � jest jej orienta
j¡, to de�niujemy" = (1; �):Zaªó»my teraz, »e istnieje nieparzysta funk
ja " taka, »e "2 = 1. De�niujemyorienta
j� �(p) przestrzeni sty
znej TpM warunkiem"(p; �(p)) = 1:Z lokalnej reprezenta
ji funk
ji nieparzystej wynika, »e p 7! �(p) jest przyporz¡d-kowaniem 
i¡gªym, wi�
 wyzna
za orienta
j� M .



16.6. Formy ró»ni
zkowe na powierz
hni 33Je»eli rozmaito±¢ M jest orientowalna, to istniej¡ dokªadnie dwie takie funk
je.Orienta
j� wewn�trzn¡ M mo»na wi�
 jednozna
znie reprezentowa¢ (tak jak w do-wodzie) funk
j¡ nieparzyst¡ " speªniaj¡
¡ warunek "2 = 1. Zwró¢my uwag� na to,reprezenta
ja ta dobrze funk
jonuje równie» w przypadku dimM = 0.O
zywiste jest nast�puj¡
e stwierdzenie.Stwierdzenie 16.10. Je»eli M jest orientowalna i " jest funk
j¡ nieparzyst¡ re-prezentuj¡
¡ orienta
j�, to ka»da forma nieparzysta jest posta
i "�, gdzie � jestform¡ parzyst¡.Maj¡
 wi�
 ustalon¡, nieznikaj¡
¡ funk
j� nieparzyst¡ mo»na (
o nie zna
zy, »enale»y) uto»samia¢ formy nieparzyste z parzystymi.Stwierdzenie 16.11. Nie
h M bedzie orientowalne. Dla � 2 �o(M) za
hodzirówno±¢ � = ("�; �"); (16.9)gdzie " jest funk
j¡ nieparzyst¡, "2 = 1, a �" odpowiadaj¡
¡ jej orienta
j¡ M .Transport formy.Nie
h F :M ! N b�dzie odwzorowaniem powierz
hni. W poprzednim rozdzialezde�niowali±my transport F� funk
ji i pól kowektorowy
h z powierz
hni N na po-wierz
hni�M . Opera
j¡ t¡ mo»emy rozszerzy¢ na pola wielo-kowektorowe, »¡daj¡
speªnienia warunku F�(� ^ �) = F�(�) ^ F�(�):Warunek ten w o
zywisty sposób speªnia przyporz¡dkowanie zde�niowane wzoremF��(p)(v1; : : : ; vl) = �(F (p))(TpF (v1); : : : ;TpF (vl)):Nie
h teraz (xi)mi=1 b�dzie lokalnym ukªadem wspóªrz�dny
h na M , a (yj)nj=1lokalnym ukªadem wspóªrz�dny
h na N . W dziedzinie ukªadu wspóªrz�dny
h mamy� = Xi1<i2<���<il �i1i2:::ildyi1 ^ dyi2 � � � ^ dyil :Poniewa» F�dyi = d(F�yi) = d(yi Æ F ) = dF i =Xj �F i�xj dxj ;mamyF��(x) = Xi1<���<ilj1;:::;jl �i1i2���il(F (x))�F i1�xj1 (x) � � � �F il�xjl (x)dxj1 ^ dxj2 � � � ^ dxjl= Xj1<j2<���<jl Xi1<���<il �i1i2:::il(F (x))�(F i1 ; : : : ; F il)�(xj1 ; : : : ; xjl) (x)! dxj1 ^ dxj2 � � � ^ dxjl(16.10)



34 16. FORMY RÓ�NICZKOWEgdzie �(F i1 ; : : : ; F il)�(xj1 ; : : : ; xjl) = det ��F ik�xjh � :Kªad¡
 we wzorze (16.10) odwzorowanie F równe identy
zno±
i naM dostajemytransforma
j� wspóª
zynników formy przy zmianie lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h(wzory (16.7)).W de�ni
ji transportu formy nie korzystali±my z gªadko±
i wspóª
zynników, wi�
transport mo»na de�niowa¢ dla dowolny
h pól wielo-kowektorowy
h.Transport pól wielo-kowektorowy
h mo»emy przenie±¢ na transport form parzy-sty
h. Nie wystar
za on do transportu form nieparzysty
h, bo samo odwzorowanieF nie daje przyporz¡dkowania mi�dzy orienta
jami na M i N . Wyj¡tkiem s¡ dyfe-omor�zmy, i o transpor
ie form nieparzysty
h mówi¢ b�dziemy tylko w kontek±
ie(lokalny
h) dyfeomor�zmów.16.7. Caªkowanie form.Formy parzyste rz�du l 
aªkowa¢ b�dziemy po zorientowany
h wewn�trznie pod-powierz
hnia
h wymiaru l.Formy nieparzyste rz�du l 
aªkowa¢ b�dziemy po zorientowany
h zewn�trzniepodpowierz
hnia
h wymiaru l.Caªka z formy parzystej po powierz
hni zorientowanej wewn�trzniePrzypadek M = O � Rn ; n > 0. Nie
hD b�dzie zwartym obszarem w O i nie
h� b�dzie parzyst¡ n-form¡ ró»ni
zkow¡ na O (uto»samion¡ z polem n-kowektorówsty
zny
h). W przestrzeni Rn mamy baz� kanoni
zn¡. Jej klasa równowa»no±
i jestorienta
j¡ kanoni
zn¡ ozna
zan¡ (+), orienta
j� prze
iwn¡ ozna
zamy (�).Je»eli �(x) = a(x)dx1 ^ dx2 � � � ^ dxn, to 
aªk¡ z formy � po obszarze zoriento-wanym (D;+) nazywamy li
zb� Z(D;+) � = ZD a:Ponadto de�niujemy Z(D;�) � = � Z(D;+) �:Nie
h F b�dzie dyfeomor�zmem obszarówF :O ! U � Rn :Mówimy, »e F jest dyfeomor�zmem obszarów zorientowany
hF : (O;+)! (U;+);



16.7. Caªkowanie form 35je»eli odwzorowanie sty
zne przeprowadza baz� kanoni
zn¡ przestrzeni sty
znej wbaz� do niej równowa»n¡. Na odwrót, F jest dyfeomor�zmemF : (O;+)! (U;�)je»eli odwzorowanie sty
zne przeprowadza baz� kanoni
zn¡ w baz� orienta
ji (�).B�dziemy pisa¢ odpowiednio (U;+) = F (O;+) ((U;�) = F (O;�)) lub (U;�) =F (O;+) ((U;+) = F (O;�)).Stwierdzenie 16.12. Dyfeomor�zm obszarów F :O ! U jest dyfeomor�zmemobszarów zorientowany
h F : (O;+)! (U;+)wtedy i tylko wtedy, gdy detF 0(x) > 0:Dow�od: Nie
h f = (F 0(x)e1; : : : ; F 0(x)en) b�dzie obrazem bazy kanoni
znej e =(e1; : : : ; en) w Rn . Teza wynika z nast�puj¡
ej to»samo±
i:det [id℄f e = detF 0(x):Wa»ne jest nast�puj¡
e twierdzenie o zamianie zmienny
h.Stwierdzenie 16.13. Nie
h F :O ! U b�dzie dyfeomor�zmem i nie
h � b�dzien-form¡ na U . Wów
zas Z(D;+) F�� = ZF (D;+) �:Dow�od: Nie
h �(y) = a(y)dy1^dy2 � � �^dyn. Z wªasno±
i transportu formy mamyF��(x) = a(F (x))�(F 1; : : : ; Fn)�(x1; : : : ; xn) dx1 ^ � � � ^ dxn:Zatem z de�ni
ji 
aªki i z twierdzenia o zamianie zmienny
hZ(D;+) F�� = ZD a Æ F �(F 1; : : : ; Fn)�(x1; : : : ; xn)= sgn ��(F 1; : : : ; Fn)�(x1; : : : ; xn) �ZD a Æ F �����(F 1; : : : ; Fn)�(x1; : : : ; xn) ����= sgn ��(F 1; : : : ; Fn)�(x1; : : : ; xn) �ZF (D) a= ZF (D;+) �:



36 16. FORMY RÓ�NICZKOWEPrzypadek n = 0. Przypadek ten wymaga osobnej umowy. Forma rz�du zero-wego jest funk
j¡, wi�
 na R0 jest to po prostu li
zba a. Umawiamy si�, »eZ(f0g;+) a = a; Z(f0g;�) a = �a:Caªka po obszarze na rozmaito±
i. Mo»emy teraz zde�niowa¢ 
aªk� z formy� 2 �me (M), gdzie m jest wymiaremM , po zwartym, zorientowanym obszarze D �M . Orienta
j� ozna
za¢ b�dziemy liter¡ � (orienta
j� prze
iwn¡ ��). Rozwa»mynajpierw przypadek, gdy no±nik � jest zawarty w dziedzinie O lokalnego ukªaduwspóªrz�dny
h �:O ! Rm . Caªk� de�niujemy wzoremZ(D;�) � = Z�(D\O;�)(��1)��:Ze Stwierdzenia 16.13 wynika, »e 
aªka ta nie zale»y od wyboru ukªadu wspóªrz�d-ny
h.Nie
h teraz � b�dzie dowoln¡ m-form¡ i nie
h D � [iOi b�dzie pokry
iem dzie-dzinami lokalny
h ukªadów wspóªrz�dny
h. Nie
h ponadto ('i) b�dzie lokalnymrozkªadem jedno±
i dla pokry
ia (Oi). KªadziemyZ(D;�) � =Xi Z(D;�) 'i�:Prosty ra
hunek pokazuje, »e 
aªka nie zale»y od wyboru rozkªadu jedno±
i. Korzy-stamy tu z addytywno±
i 
aªki Riemanna.Caªka z l-formy po l-wymiarowej, zorientowanej podrozmaito±
i.Nie
h teraz � 2 �le(M) i nie
h N � M b�dzie l-wymiarow¡ podpowierz
hni¡ wM z orienta
j¡ �. Ozna
zmy przez i kanoni
zne wªo»enie i:N ! M . De�niujemy
aªk� z � po D � N (D jest zwartym obszarem w N) wzoremZ(N;�) � = Z(N;�) i��:W przypadku l = 0 powierz
hnia (spójna) N jest zbiorem jednopunktowym N =fp0g, a forma � po prostu funk
j¡ (np. f). MamyZ(N;+) � = f(p0):Caªka z formy nieparzystej po powierz
hni zorientowanej zewn�trznie.Caªk� de�niujemy podobnie jak dla form, lokalnie i korzystaj¡
 z rozkªadu jedno-±
i. Lokalnie ka»da powierz
hnia jest orientowalna (wewn�trznie), wystar
zy wi�




16.7. Caªkowanie form 37zde�niowa¢ 
aªk� z formy nieparzystej dla przypadku orientowalny
hM i N . Nie
h� b�dzie orienta
j¡ zewn�trzn¡ N wzgl�dem M , a �M ; �N orienta
jami wewn�trz-nymi M; N takimi, »e para (�M ; �N ) reprezentuje orienta
j� zewn�trzn¡ �. Nie
hD b�dzie zwartym obszarem w N . Caªk� R(D;�) � de�niujemy wzoremZ(D;�) � = Z(D;�N ) "� (16.11)gdzie funk
ja nieparzysta " na M reprezentuje orienta
j� wewn�trzn¡ �M . Ina
zejmówi¡
, � = ("�; �M ) (patrz (16.9)). O
zywiste, »eZ(D;��) � = � Z(D;�) �:W sz
zególno±
i, dla zwartego obszaru D � M i m-formy nieparzystej � =(�; �M ), mamy kanoni
zn¡ orienta
j� zewn�trzn¡ iZD � = Z(D;�) �:Z tego powodu m-form� nieparzyst¡ nazywa si� te» g�sto±
i¡ (skalarn¡).W przypadku l = 0 (N jest punktem p0) orienta
ja zewn�trzna � jest wyzna
zonaprzez orienta
j� rozmaito±
i M . Ozna
zmy j¡ �� . Mamy tu, dla f = (f; ��),Z(N;�) f = f(p0):Wielko±
i �zy
zne jako formy.Mo»emy teraz wyrazi¢ pogl¡d, »e formy parzyste opisuj¡ wielko±
i 
aªkowane popowierz
hnia
h (odpowiedniego wymiaru) zorientowany
h wewn�trznie, za± formynieparzyste po powierz
hnia
h zorientowany
h zewn�trznie. Patrz¡
 na wzory 
aª-kowe �zyki mo»na rozpozna¢ 
harakter geometry
zny obiektów matematy
zny
hreprezentuj¡
y
h wielko±
i �zy
zne. Ina
zej mówi¡
: Powiedz mi po 
zym 
iebie
aªkuj¡, a powiem 
i 
zym jeste±. Dla przykªadu:(1) Pole siª w me
hani
e nierelatywisty
znej - 1-forma parzysta.(2) Poten
jaª elektrostaty
zny - 0-forma (funk
ja) parzysta.(3) Pole elektrostaty
zne - 1-forma parzysta.(4) Pole induk
ji elektrostaty
znej - 2-forma nieparzysta.(5) �adunek elektrostaty
zny - 3-forma nieparzysta.(6) Poten
jaª magnetostaty
zny - 1-forma parzysta.(7) Pole induk
ji magnety
znej - 2-forma parzysta.(8) Pole magnety
zne - 1-forma nieparzysta.(9) G�sto±¢ pr¡du - 2-forma nieparzysta.



38 16. FORMY RÓ�NICZKOWE16.8. Po
hodna (ró»ni
zka) zewn�trzna.W tej 
z�±
i wykªadu szuka¢ b�dziemy odpowiednika znanego z Analizy 1 wzoruZ ba df = f(b)� f(a);przy 
zym od
inek b�dziemy zast�powa¢ powierz
hni¡ zorientowan¡, a funk
j� od-powiedni¡ form¡. Za
zniemy od rozszerzenia ró»ni
zki na dowolne pola wielo-kowek-torowe, a w konsekwen
ji, na formy ró»ni
zkowe parzyste i nieparzyste.Po
hodna zewn�trzna (ró»ni
zka) pola wielo-kowektorowego.Po
hodn¡ (ró»ni
zk¡) zewn�trzn¡ funk
ji f nazywamy jej ró»ni
zk� df , po
hodn¡zewn�trzn¡ d� pola l-kowektorowego� = Xi1<i2<���<il �i1i2:::ildxi1 ^ dxi2 � � � ^ dxilna dziedzinie lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h O �M nazywamy pole l+1-kowek-torowe d� = Xi1<i2<���<il d�i1i2���il ^ dxi1 ^ dxi2 � � � ^ dxil : (16.12)Stwierdzenie 16.14. Po
hodna zewn�trzna jest liniowym odwzorowaniemd:�(O)! �(O)s
harakteryzowanym jednozna
znie przez poni»sze warunki:(1) rz¡d d� = rz¡d � + 1(2) d(� ^ �) = d� ^ � + (�1)l� ^ d� gdzie l jest rz�dem pola �(3) dd� = 0(4) po
hodna zewn�trzna funk
ji f jest jej ró»ni
zk¡ df .Dow�od: Jednozna
zno±¢ jest o
zywista: z warunku (2) wynika, »e wystar
zy zna¢po
hodn¡ na pola
h kowektorowy
h. Z warunku (3) wystar
zy j¡ zna¢ na funk
ja
h.Zatem warunek (4) okre±la j¡ jednozna
znie.Nale»y teraz sprawdzi¢, 
zy powy»sze wªasno±
i s¡ przez po
hodn¡ zewn�trzn¡zde�niowan¡ wzorem (16.12) speªnione.(1) O
zywiste.(2) Nie
h � = Xi1<i2<���<il �i1i2:::ildxi1 ^ dxi2 � � � ^ dxil



16.8. Po
hodna (ró»ni
zka) zewn�trzna 39oraz � = Xj1<j2<���<jk �j1j2���jkdxj1 ^ dxj2 � � � ^ dxjk :Mamy wi�
d(� ^ �) =Xi1<i2<���<ilj1<j2<���<jk d(�i1i2:::il�j1j2:::jk ) ^ dxi1 ^ dxi2 � � � ^ dxil ^ dxj1 ^ dxj2 � � � ^ dxjk =Xi1<��<ilj1<��<jk (�j1��jkd�i1��il+�i1��ild�j1��jk)^dxi1^dxi2 � � �^dxil^dxj1^dxj2 � � �^dxjk = Xi1<��<il d�i1��il ^ dxi1 ^ dxi2 � � � ^ dxil!^0� Xj1<��<jk �j1��jkdxj1 ^ dxj2 � � � ^ dxjk1A+(�1)l Xi1<���<il �i1���ildxi1 ^ � � � ^ dxil!^0� Xj1<���<jk d�j1:::jk ^ dxj1 ^ � � � ^ dxjk1A= (d�) ^ � + (�1)l� ^ d�(3) Na mo
y poprzedniego punktu wystar
zy sprawdzi¢, »e dla funk
ji ddf = 0.df =Xi ��xi fdxii st¡d ddf =Xj Xi d( ��xi f) ^ dxi =Xj Xi �2f�xi�xj dxj ^ dxi= �Xj Xi �2f�xi�xj dxi ^ dxj = �ddfz symetrii drugiej po
hodnej. Zatem ddf = 0:Z powy»szego stwierdzenia wynika, »e de�ni
ja (16.12) nie zale»y od lokalnegoukªadu wspóªrz�dny
h i »e po
hodn¡ zewn�trzn¡ mo»na okre±li¢ dla pól okre±lony
hna 
aªej powierz
hni M .Po
hodn¡ (ró»ni
zk�) zewn�trzn¡ na powierz
hni mo»emy zde�niowa¢ jako ope-ra
j� speªniaj¡
¡ powy»sze 
ztery warunki.



40 16. FORMY RÓ�NICZKOWERó»ni
zka form.Ró»ni
zk� formy parzystej de�niujemy jako ró»ni
zk� odpowiadaj¡
ego jej polawielo-kowektorowego. Podobnie dla form nieparzysty
h (lokalnie): dla � = (�; �)d� = (d�; �):16.9. Twierdzenie Stokesa.16.9.1. Zwarte powierz
hnie z brzegiem. Orienta
ja brzegu. Nie
h M b�-dzie rozmaito±
i¡ wymiaru m. Zwarty podzbiór D � M nazywamy m-wymiarow¡powierz
hni¡ (podrozmaito±
i¡) z brzegiem, je»eli dla ka»dego punktu q0 2 D ist-nieje lokalny ukªad wspóªrz�dny
h � = (x1; : : : ; xm) na M , w oto
zeniu O 3 q0,taki, »e(a) x1(q) 6 0 wtedy i tylko wtedy, gdy q 2 D \ O,(b) �D \ O 3 q wtedy i tylko wtedy, gdy x1(q) = 0.W powy»szej de�ni
ji brzeg jest rozumiany w sensie topologi
znym, tzn. punkt zD nale»y do brzegu, je»eli nie nale»y do wn�trza D (w topologii rozmaito±
i M).Z de�ni
ji wynika naty
hmiast, »e brzeg �D jest podrozmaito±
i¡ w M wymiarum� 1 lub zbiorem pustym.Zwarty podzbiór D � M nazywamy k-wymiarow¡ powierz
hni¡ (podrozmaito-±
i¡) z brzegiem, je»eli istnieje k-wymiarowa podrozmaito±¢ N �M taka, »e D jestk-wymiarow¡ powierz
hni¡ z brzegiem w N . Je»eli D jest powierz
hni¡ wymiaru k,to brzeg �D jest powierz
hni¡ wymiaru k � 1.Nie
h q 2 �D. Powiemy, »e wektor v 2 TqM jest sty
zny do D, je»eli istniejekrzywa 
 reprezentuj¡
a v i taka, »e 
(t) 2 D dla t > 0. (Przestrze« sty
zna do Dna brzegu skªada si� z wektorów sty
zny
h do M , reprezentowany
h przez krzywe,który
h ÿdodatnia poªówka" jest w D.) Przestrze« sty
zna do brzegu Tq�D jestpodprzestrzeni¡ (kowymiaru 1) przestrzeni rozpi�tej na wektora
h sty
zny
h do D.Nie
h D b�dzie k-wymiarow¡, zwart¡ powierz
hni¡ z brzegiem w M . Nie
h N �D b�dzie k-wymiarow¡ podrozmaito±
i¡ M . Zaªó»my, »e D jest zorientowana, tzn.zorientowane jest jej oto
zenie w N . Ozna
zmy t� orienta
j� �. Poka»emy, »e brzeg�D ma naturaln¡ orienta
j� indukowan¡ orienta
j¡ �. We¹my punkt p 2 �D. Nie
h(e1; : : : ; ek�1) b�dzie baz¡ przestrzeni Tp�D i nie
h n b�dzie wektorem z TpN ta-kim, »e n 62 TpD (ÿwystaje na zewn¡trz" D). Powiemy, »e baza (e1; : : : ; ek�1) jestzgodna z orienta
j¡ indukowan¡ brzegu, je»eli baza (n; e1; : : : ; ek�1) jest zgodna zorienta
j¡ �. �atwo jest sprawdzi¢, »e tak wybrane orienta
je przestrzeni sty
zny
hdo brzegu s¡ zgodne, 
zyli zadaj¡ orienta
j� 
aªego brzegu. Orienta
j� indukowan¡brzegu ozna
za¢ b�dziemy ��. Powy»sz¡ konstruk
j� orienta
ji indukowanej brzegumo»na wypowiedzie¢ tak: wektor n zadaje orienta
j� zewn�trzn¡ brzegu wzgl�-dem N . Poniewa» mamy zadan¡ orienta
j� N (w oto
zeniu D), wi�
 orienta
jazewn�trzna brzegu wyzna
za orienta
j� wewn�trzn¡ wedªug wprowadzonego w
ze-±niej przepisu. Jest to indukowana orienta
ja wewn�trzna brzegu.



16.9. Twierdzenie Stokesa 41W przypadku k = 1 brzeg jest powierz
hni¡ 0-wymiarow¡. Je»eli D jest spójne,to �D skªada si� z dwó
h punktów. Orienta
ja indukowana punktu brzegowego jestdodatnia, je»eli wektor n w tym punk
ie jest zgodny z orienta
j¡ D.16.9.2. Twierdzenie Stokesa dla form parzysty
h.Za
hodzi bardzo wa»neTwierdzenie 16.15 (Stokes'a). Dla � 2 �k�1e (M) i zwartej k-wymiarowej po-wierz
hni z brzegiem D Z(D;�) d� = Z(�D;��) �: (16.13)Dow�od: Z de�ni
ji 
aªki wynika, »e wystar
zy rozpatrzy¢ przypadek, gdy wymiaryM i D s¡ równe ( D jest zwartym obszarem w M). Nie
h (Oi) b�dzie pokry
iemsko«
zonym D takim, »e(a) Oi jest dziedzin¡ lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h �i = (xji ),(b) x1i (q) 6 0 dla q 2 D \Oi,(
) �D \ Oi 3 q wtedy i tylko wtedy, gdy x1i (q) = 0.Istnienie takiego pokry
ia wynika naty
hmiast z de�ni
ji powierz
hni z brzegiem.Nie
h ('i) b�dzie rozkªadem jedno±
i dla pokry
ia (Oi). Poniewa»Pi 'i = 1, mamydXi 'i� =Xi d('i�) =Xi 'id�+Xi d'i ^ � =Xi 'id�i, w konsekwen
ji,Z(D;�) d� =Xi Z(D\Oi;�) 'id� =Xi Z(D\Oi;�) d('i�)=Xi Z�i(D\Oi;�) d(��1i )�'i�:Rozpatrzmy dwa przypadki:(1) Oi \ �D = ;Nie
h(��1)�'i� =Xj aj(i)dx1i ^ � � � ^ dxj�1i ^ dxj+1i ^ � � � ^ dxmi : (16.14)Poniewa» no±nik powy»szej formy zawiera si� w �(Oi) mo»emy j¡ rozszerzy¢do gªadkiej formy na 
aªym Rm kªad¡
 zero poza �(Oi). Mamy wi�
, je»eli�(D \ Oi; �) ma orienta
j� dodatni¡Z(D\Oi;�) d('i�) = ZRmXj (�1)j�1 ��xji aj(i):



42 16. FORMY RÓ�NICZKOWEAle 
aªka po j-tej wspóªrz�dnej dajeZ 1�1 ��xj aj(i) = j1�1aj(i) = 0;wi�
, z twierdzenia Fubiniego,Z(D\Oi;�) d('i�) = 0:Dla orienta
ji ujemnej te» dostajemy zero.(2) Oi \ �D 6= ;Podobnie jak w poprzednim przypadku mamy, je»eli �(D\Oi; �) ma orien-ta
j� dodatni¡,Z(D\Oi;�) d('i�) = ZRm�Xj (�1)j�1 ��xji aj(i):gdzie Rm� = fRm 3 (x1; : : : ; xm)g:x1 6 0g. Caªkuj¡
 najpierw po j-tejwspóªrz�dnej dostajemy dla j 6= 1, jak i poprzednio,ZRm� ��xji aj(i) = 0oraz dla j = 1 ZRm� ��x1i a1(i) = ZRm�1 a1(i)jx1=0: (16.15)Je»eli �(D\Oi; �) ma orienta
j� ujemn¡, to otrzymujemy analogi
zn¡ formuª�ze znakiem minus.Z drugiej strony,Z(�D\Oi;��) 'i� = Z�(�D\Oi;��)(��1)�'i(��1)��: (16.16)O
zywiste, »e przy dokonanym wyborze mapy orienta
ja �� prze
hodzi naorienta
j� �Rm� , indukowan¡ orienta
j¡ �(�) 
aªego Rm .Je»eli wi�
 orienta
ja �(�) = + (jest dodatnia), toZ�(�D\Oi;��)(��1)�'i(��1)�� = ZRm�1 a1(i)jx1=0 = ZRm� ��xji aj(i) (16.17)a je»eli jest ujemna, toZ�(�D\Oi;��)(��1)�'i(��1)�� = � ZRm�1 a1(i)jx1=0 = � ZRm� ��xji aj(i): (16.18)



16.9. Twierdzenie Stokesa 43Porównuj¡
 (16.15), (16.17) i (16.18) dostajemyZ(D\Oi;�) d('i�) = Z(�D\Oi;��) 'i�:Ostate
znie Z(D;�) d� =Xi Z(D\Oi;�) 'id� =Xi Z(D\Oi;�) d('i�)=Xi Z(�D\Oi;��) 'i� = Z(�D;��) �:Uwaga. Zaªo»enie, »e brzeg jest powierz
hni¡, nie jest konie
zne. Wystar
zy,»eby daª si� pokry¢ sko«
zon¡ li
zb¡ kawaªków powierz
hni.Dla m = 1 brzeg jest zbiorem 0-wymiarowym, dwupunktowym (je»eli D jestspójne). W tym przypadku Twierdzenie Stokesa ma sz
zególnie prost¡ posta¢Z ba df = f(b)� f(a):Z twierdzenia Stokes'a wynika nast�puj¡
a, wa»na obserwa
ja.Stwierdzenie 16.16. Je»eli D jest zwart¡ powierz
hni¡ bez brzegu, a � jest ró»-ni
zk¡ formy rz�du dimD � 1, to ZD � = 0:Dow�od: Z zaªo»enia � = d� i �D = ;, wi�
0 = Z(�D;��) � = Z(D;�) �na mo
y Twierdzenia Stokesa, dla dowolnej orienta
ji �.16.9.3. Twierdzenie Stokesa dla form nieparzysty
h.Nie
h D � N � M b�dzie zwartym obszarem (w N) z brzegiem. Nie
h � b�-dzie orienta
j¡ zewn�trzn¡ N wzgl�dem M . Zde�niujemy indukowan¡ orienta
j�zewn�trzn¡ brzegu �D. Nie
h lokalnie orienta
ja � b�dzie reprezentowana par¡(�M ; �N ), gdzie �M ; �N s¡ orienta
jami wewn�trznymi odpowiednio M i N . Orien-ta
j� indukowan¡ brzegu �� de�niujemy jako reprezentowan¡ par¡ (�M ; ��N ). U»y-waj¡
 przestrzeni dopeªniaj¡
ej, orienta
j� indukowan¡ mo»na opisa¢ tak: nie
h Wb�dzie przestrzeni¡ dopeªniaj¡
¡ TpN w TpM , p 2 �D. Podprzestrze« dopeªnia-j¡
a do Tp�D jest rozpi�ta przez W i wektor n. Je»eli (e1; : : : ; en�k) jest baz¡ W ,zgodn¡ z orienta
j¡ �, to baza (e1; : : : ; en�k; n) jest zgodna z orienta
j¡ ��.Mo»emy teraz sformuªowa¢ Twierdzenie Stokesa w wersji dla form nieparzysty
h.



44 16. FORMY RÓ�NICZKOWETwierdzenie 16.17 (Stokes'a). Dla � 2 �n�1o (M), i zwartej powierz
hni zbrzegiem D � N �M (D jest zwartym obszarem w N)Z(D;�) d� = Z(�D;��) �: (16.19)Dow�od: Wystar
zy wykaza¢ równo±¢ 
aªek w przypadku powierz
hni orientowal-ny
h. Mamy wi�
, jak w (17.9),Z(D;�) d� = Z(D;�N) "d� = Z(D;�N ) d("�) = Z(�D;��N ) "� = Z(�D;��) �: (16.20)16.10. Lemat Poin
ar�ego.Dla ustalenia uwagi zajmiemy si� teraz tylko formami parzystymi. Przej±
ie doform nieparzysty
h jest o
zywiste. Form� parzyst¡ � na powierz
hni M nazywamyzamkni�t¡, je»eli d� = 0, je»eli za± istnieje forma � taka, »e � = d� to mówimy, »eforma � jest zupeªna. Z wªasno±
i po
hodnej zewn�trznej (dd = 0) wynika, »e ka»daforma zupeªna jest zamkni�ta. Forma zamkni�ta na ogóª nie jest zupeªna. Poni»szetwierdzenie pokazuje, »e dla du»ej klasy obszarów zamkni�to±¢ formy po
i¡ga zasob¡ jej zupeªno±¢.Obszar O w Rn nazywamy gwia¹dzistym wzgl�dem a 2 O, je»eli dla ka»degox 2 O i dla ka»dej li
zby 0 6 t 6 1 punkt a+ t(x� a) te» nale»y do O.Twierdzenie 16.18 (lemat Poin
ar�ego). Na obszarze gwia¹dzistym ka»da for-ma zamkni�ta jest zupeªna.Dow�od: Dla prostoty przyjmijmy, »e obszar O jest gwia¹dzisty wzgl�dem zera.Zde�niujmy odwzorowanie (±
i¡gaj¡
e)F :O � [0; 1℄! O: (x; t) ! tx :Odwzorowanie to jest o
zywi±
ie gªadkie. Nie
h� = Xi1<i2<���<il �i1i2:::ildxi1 ^ dxi2 � � � ^ dxilb�dzie l-form¡ na O. MamyF��(x; t) = tl Xi1<i2<���<il �i1i2:::il(xt)dxi1 ^ dxi2 � � � ^ dxil� tl�1Xj Xi1<i2<���<il(�1)jxij�i1i2:::il(tx)dt ^ dxi1 � � � ^ dxij�1 ^ dxij+1 � � � ^ dxil



16.10. Lemat Poin
ar�ego 45Zde�niujemy teraz odwzorowanie linioweK: �(O � [0; 1℄)! �(O)wzoramiK(a(x; t)dt ^ dxi1 ^ � � � ^ dxik ) = �Z 10 a(x; t)dt� dxi1 ^ � � � ^ dxikoraz K(a(x; t)dxi1 ^ � � � ^ dxik ) = 0:Poka»emy, »e dla ka»dej k-formy � na O za
hodzi zwi¡zekK(dF��) + dK(F��) = �: (16.21)Z de�ni
ji opera
ji K mamyK(F��) == � Xi1<���<ilj (�1)jxij �Z 10 tl�1�i1i2:::il(tx)dt� dxi1^� � �^dxij�1^dxij+1 � � �^dxil ;a st¡d dK(F��) = l Xi1<���<il�Z 10 tl�1�i1:::il(tx)dt�dxi1 ^ � � � ^ dxil�Xi1<��<il lXj=1 nXk=1(�1)jxij �Z 10 tl ��xk �i1��il(tx)dt�dxk^dxi1 ��^dxij�1^dxij+1 ��^dxil :Z drugiej stronydF�� = F�d� = Xi1<i2<���<il nXk=1 ��xk �i1i2���il(tx)tl+1dxk ^ dxi1 ^ dxi2 � � � ^ dxil++ Xi1<i2<���<il nXk=1 ��xk �i1i2���il(tx)tlxkdt ^ dxi1 ^ dxi2 ^ � � � ^ dxil+Xi1<���<il nXk=1 lXj=1(�1)j ��xk �i1���il(tx)tlxijdt^dxk ^dxi1 � � �^dxij�1 ^dxij+1 � � �^dxili w ko«
u



46 16. FORMY RÓ�NICZKOWEK(dF��) = Xi1<���<il nXk=1�Z 10 ��xk �i1i2���il(tx)tlxkdt� dxi1 ^ dxi2 ^ � � � ^ dxil+Xi1<���<il nXk=1 lXj=1(�1)j �Z 10 ��xk �i1���il(tx)tlxijdt� dxi1 � � �^dxij�1 ^dxij+1 � � �^dxil :W sumie obu wyra»e« sumowania potrójne redukuj¡ si� i dostajemydK(F��) +K(dF�) = l Xi1<i2<���<il�Z 10 tl�1�i1i2:::il(tx)dt� dxi1 ^ � � � ^ dxil++ Xi1<i2<���<il nXk=1�Z 10 ��xk �i1i2���il(tx)tlxkdt� dxi1 ^ dxi2 ^ � � � ^ dxil == Xi1<i2<���<il �Z 10 ddt [tl�i1i2���il(tx)℄dt� dxi1 ^ dxi2 ^ � � � ^ dxil == Xi1<i2<���<il �i1i2���il(x)dxi1 ^ dxi2 ^ � � � ^ dxil = �(x):Je»eli d� = 0, to równie» dF�� = 0. Mamy wi�
 ze zwi¡zku (16.21)dK(F��) = �:Z przemienno±
i ró»ni
zkowania zewn�trznego i transportu formy wynika, »e naka»dym obszarze powierz
hni M , dyfeomor�
znym obszarowi gwia¹dzistemu naRm , forma zamkni�ta jest zupeªna.Sposób na rozpoznawanie form zamkni�ty
h, ale nie zupeªny
h daje Stwierdze-nie 16.16. Je»eli znajdziemy obszar zwarty bez brzegu i taki, »e 
aªka po nim zpewnej formy jest ró»na od zera, to forma ta nie jest zupeªna.Przykªad. Nie
h M = R2 n f(0; 0)g i nie
h� = �yx2 + y2 dx+ xx2 + y2 dy:Wybierzmy D = S1 (okr¡g o promieniu jeden). O
zywi±
ie �S1 = ; i d� = 0, aleZ(S1;�') � = Z 2�0 (
os2(') + sin2('))d' = 2� 6= 0;gdzie �' jest orienta
j¡ zadan¡ parametryza
j¡ k¡tem '. Wnioskujemy, »e � jestform¡ zamkni�t¡, ale nie zupeªn¡.



Rozdzia l 17. G�STO�CI. KLASYCZNA ANALIZA WEKTOROWA.17.1. G�sto±
i wektorowe.W poprzedniej sek
ji pokazali±my, »e (lokalnie) ka»da l-forma nieparzysta jestilo
zynem 0-formy nieparzystej (na przykªad reprezentuj¡
ej orienta
j�) i l-formyparzystej. Poznamy teraz inn¡ reprezenta
j� form nieparzysty
h, bardziej w±ród�zyków popularn¡.Przypu±¢my, »e mamy zadany niezerowym-kowektor nieparzysty a(p) 2 Vmo T�pMna powierz
hni M wymiaru m. Dla dowolny
h l wektorów sty
zny
h v1; : : : ; vl 2TpM zde�niujemy m� l-kowektor nieparzysty fWp(v1; : : : ; vl;a), w punk
ie p, wzo-remfWp(v1; : : : ; vl;a(p)): (w1; : : : ; wm�l; �) 7! a(v1; : : : ; vl; w1; : : : ; wm�l; �) 7! R (17.1)Owzorowanie fWp jest l-liniowe i antysymetry
zne ze wzgl�du na (v1; : : : ; vl), wi�
de�niuje odwzorowanieWp: l̂ TM � m̂ oT�pM �! m�l^ oT�pM;a st¡d W : 	l(M)��mo (M) �! �m�lo (M):Odwzorowanie Wp jest biliniowe, wi�
 indukuje odwzorowanie liniowe (ozna
za¢ jeb�dziemy te» Wp) Wp: l̂ TpM 
 m̂ oT�pM �! m�l^ oT�pM:Poka»emy, »e odwzorowanie to jest injektywne. Nie
h " b�dzie funk
j¡ nieparzyst¡.Z wzoru (17.1) dostajemy, »e dla l-wektora v i m� l-wektora wh"Wp(v 
 �); wi = h"�; v ^ wi: (17.2)"� jest ró»nym od zera m-kowektorem, wi�
 dla v ^ w 6= 0, prawa strona (17.2)jest ró»na od zera. Ale dla ka»dego, ró»nego od zera l-wektora v znale¹¢ mo»nam� l-wektor w taki, »e v ^w jest ró»ne od zera. St¡d Wp(v
�) jest ró»ne od zeradla v ró»nego od zera. Wp jest injek
j¡, wi�
 z porównania wymiarów przestrzeniargumentów i warto±
i dostajemy, »e jest te» izomor�zmem. Ozna
zmyl̂ TM 
M m̂ oT�M =[p  l̂ TpM 
 m̂ oT�pM! :47



48 17. G�STO�CI. KLASYCZNA ANALIZA WEKTOROWA.Odwzorowanien:M ! l̂ TM 
M m̂ oT�pM : p 7! n(p) 2 l̂ TpM 
 m̂ oT�pMnazywa¢ b�dziemy g�sto±
i¡ l-wektorow¡. Przestrze« g�sto±
i l-wektorowy
h na Mozna
za¢ b�dziemy Tl(M).Zde�niowane powy»ej odwzorowanie W indukuje odwzorowanieW :Tl(M)! �m�lo (M)przypisuj¡
e g�sto±
i l-wektorowej form� nieparzyst¡ rz�du (m� l). Odwzorowanieto nazywamy izomor�zmem (dwoisto±
i¡) Weyla.Dywergen
ja g�sto±
i wektorowy
h. Nie
h n b�dzie g�sto±
i¡ l-wektorow¡.Dywergen
j¡ Divn pola n nazywamy g�sto±¢ (l � 1) wektorow¡Divn = (�1)l�1W�1 Æ d ÆW (n):G�sto±
i wektorowe w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h. Nie
h (xi) b�-dzie lokalnym ukªadem wspóªrz�dny
h na M . Zadaje on orienta
j� �x i m-form�dx1 ^ � � � ^ dxm, 
zyli m-form� nieparzyst¡ dmx = (dx1 ^ � � � ^ dxm; �x). G�sto±¢l-wektorowa zadana jest wi�
 samym polem l-wektorowym X :n(q) = X
dmx =  Xi1<i2<���<ilX i1i2���il(q) ��xi1 ^ ��xi2 � � � ^ ��xil!
dmx: (17.3)Ta sama g�sto±¢ jest reprezentowana w ukªadzie wspóªrz�dny
h (yi) w sposóbnast�puj¡
y:n(q) = 0B�jJ j Xi1<���<ilj1<���<jl Xj1j2���jl(q) �(yi1 ; : : : ; yil)�(xj1 ; : : : ; xjl) ��yi1 ^ � � � ^ ��yil1CA
 dmy:Zapiszmy teraz izomor�zm Weyla w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h. Nie
h nb�dzie jak w (17.3) i nie
hW (n) = ( Xi1<i2<���<im�l �i1i2:::im�ldxi1 ^ dxi2 � � � ^ dxim�l ; �x):Z de�ni
ji izomor�zmu W dostajemy



17.1. G�sto±
i wektorowe 49�j1i2:::jm�l = �� ��xj1 ; : : : ; ��xjm�l �= Xi1<i2<���<ilX i1i2���ildmx� ��xi1 ; : : : ; ��xil ; ��xj1 ; : : : ; ��xjm�l ; �x�= Xi1<i2<���<il sgn(i1; : : : ; il; j1 : : : ; jm�l)X i1i2���il :Mamy wi�
� = Xj1<���<jm�l Xi1<���<il sgn(i1; : : : ; il; j1 : : : ; jm�l)X i1i2���ildxj1 ^ dxj2 � � � ^ dxjm�l :(17.4)W sz
zególno±
i, dla g�sto±
i m-wektorowejn = X12::m ��x1 ^ ��x2 � � � ^ ��xm 
 dmxmamy W (n) = (X12::m; �x):W innej konwen
ji, stosujemy zapis jak (16.1) dla form,n = 1m! Xi1<���<imX i1���im ��xi1 ^ ��xi2 � � � ^ ��xim 
 dmx;gdzie zakªadamy antysymetri� wspóª
zynników. Funk
ji nieparzystej f = (f; �x)odpowiada g�sto±¢W�1(f) = 1m! Xi1<���<imX i1��im ��xi1 ^ ��xi2 � � � ^ ��xim 
 dmx; (17.5)gdzie X i1���im = sgn(i1 � � � im)f . Je»eli f funk
j¡ nieparzyst¡ zadaj¡
¡ orienta
j� �x,to X i1���im = sgn(i1 � � � im).Wyra»enia lokalne na dywergen
j� s¡ do±¢ skomplikowane, ograni
zymy si� wi�
 doprzypadku l = 1.Nie
h w =Xi X i ��xi 
 dmx



50 17. G�STO�CI. KLASYCZNA ANALIZA WEKTOROWA.b�dzie g�sto±
i¡ 1-wektorow¡. Odpowiadaj¡
a jej (m� 1)-forma nieparzysta W (w)jest równaW (w) = (Xi (�1)i�1X idx1 ^ � � � ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ � � � ^ dxm; �x);a st¡dDiv  Xi X i ��xi 
 dmx!=W�1 Xi �X i�xi dx1 ^ � � � ^ dxm; �x! =  Xi �X i�xi !dmx: (17.6)Ewalua
ja mi�dzy g�sto±
iami i formami. Nie
h D � M b�dzie obszaremzwartym. Dla ka»dej pary zªo»onej z l-g�sto±
i wektorowej n = X 
 a i l-formy �na M mo»emy okre±li¢ li
zb� h�;niD = ZDh�;Xia: (17.7)W lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h, dla� = Xi1<i2<���<il �i1i2:::ildxi1 ^ dxi2 � � � ^ dxili n = X 
 dmx =  Xi1<i2<���<ilX i1i2���il ��xi1 ^ ��xi2 � � � ^ ��xil!
 dmxdostajemyh�;wia = ( Xi1<i2<���<il �i1i2:::ilX i1i2���ildx1 ^ � � � ^ dxm; �x)= ( Xi1<i2<���<il Xj1<j2<���<jm�l sgn(i1; : : : ; ik; j1; : : : ; jm�l)�i1i2:::ilX i1i2���ildxj1 ^ � � � ^ dxil ^ dj1 ^ � � � ^ dxjm�l ; �x) = � ^W (n): (17.8)Je»eli teraz no±niki w 
 a i l � 1-formy � s¡ zawarte we wn�trzu D, to za
hodzizwi¡zek hd�;w 
 aiD = �h�;Div (w 
 a)iD : (17.9)



17.2. Wykorzystanie metryki. Wzory analizy wektorowej 51Istotnie, z wªasno±
i ró»ni
zki i Twierdzenia Stokesad(� ^W (n)) = (d�) ^W (n) + (�1)l� ^ d(W (n)) i ZD d(� ^W (n)) = 0;a st¡d i z (17.8)hd�;niD = ZD d� ^W (n) = �(�1)l ZD � ^ d(W (n)) = �h�;Div(n)iDMówimy, »e dywergen
ja jest opera
j¡ formalnie sprz�»on¡ do ró»ni
zki zewn�trz-nej wzgl�dem ewalua
ji (17.7).Uwaga. Ewalua
ja (17.7) odgrywa wa»n¡ rol� w �zy
e (zwªasz
za w klasy
znejteorii pola). Je»eli � reprezentuje pole �zy
zne, w 
 a pole dualne to ewalua
ja(17.7) ma (z dokªadno±
i¡ do wspóª
zynnika) interpreta
j� energii pola (statyka)lub dziaªania (dynamika) w obszarze D. Dla przykªadu: pole elektrostaty
zne jestreprezentowane 1-form¡ E na trójwymiarowej przestrzeni, a dualne pole induk
jig�sto±
i¡ wektorow¡ D. Podobnie pole induk
ji magnety
znej jest 2-form¡ B natrójwymiarowej przestrzeni, a dualne pole magnety
zne g�sto±
i¡ 2-wektorow¡ H .Ogólnie, pole elektromagnety
zne jest 2-form¡ F na 
zasoprzestrzeni, a dualne poleG g�sto±
i¡ 2-wektorow¡ na 
zasoprzestrzni.17.2. Wykorzystanie metryki. Wzory analizy wektorowej.Metryk¡ (riemannowsk¡) g na M nazywamy odwzorowanieg:TM ! T�Mtakie, »e(1) g(TqM) � T�qM ,(2) g:TqM ! T�qM jest samosprz�»onym izomor�zmem przestrzeni wektoro-wy
h, to zna
zy dla ka»dej pary wektorów v; w za
zepiony
h w jednym punk-
ie, hv; g(w)i = hw; g(v)i,(3) hv; g(v)i > 0 dla ka»dego v 2 TM .Metryka przedªu»a si� w sposób naturalny do odwzorowania liniowego z przestrzeniwielo-wektorów w przestrze« wielo-kowektorów, za
howuj¡
ego ilo
zyn zewn�trzny:g(w ^ v) = g(w) ^ g(v):Li
zb� hv; g(w)i zapisujemy równie» (vjw).Opró
z odpowiednio±
i mi�dzy wektorami a kowektorami i, w konsekwen
ji, mi�-dzy formami parzystymi a polami wielo-wektorowymi, metryka zadaje m-form�nieparzyst¡ g:



52 17. G�STO�CI. KLASYCZNA ANALIZA WEKTOROWA.Stwierdzenie 17.1. Wzórg(v1; : : : ; vm; �) = (dethvi; g(vj)i) 12 ;gdzie � jest orienta
j¡ zgodn¡ z 
i¡giem wektorów (v1; : : : ; vm) je±li jest on baz¡,de�niuje m-form� nieparzyst¡.Dow�od: Je»eli wektory s¡ liniowo zale»ne to wyzna
znik jest równy zero, wi�
orienta
ja jest oboj�tna. Nie
h zatem wektory b�d¡ liniowo niezale»ne. Dla a > 0bazy (v1; : : : ; vm) i (av1; v2; : : : ; vm) wyzna
zaj¡ t¡ sam¡ orienta
j�, wi�
g(av1; : : : ; vm; �) = (a2 dethvi; g(vj)i) 12 = ag(v1; : : : ; vm; �): (17.10)Je»eli g(v1; : : : ; vm; �) = (dethvi; g(vj)i) 12 , tog(�v1; v2; : : : ; vm; �) = �g(�v1; v2; : : : ; vm;��)= �(dethvi; g(vj)i) 12 (17.11)bo orienta
ja (�v1; v2; : : : ; vm) jest prze
iwna orienta
ji (v1; : : : ; vm). Z (17.10) i(17.11) dostajemy jednorodno±¢ ze wzgl�du na ka»dy z argumentów.Wyka»emy teraz addytywno±¢ (ze wzgl�du na pierwszy argument).Je»eli 
i¡gi wektorów (v1; v2; : : : ; vm) i (v01; v2; : : : ; vm) nie s¡ bazami, to równie» niejest baz¡ 
i¡g (v1 + v01; v2; : : : ; vm) i dostajemyg(v1; : : : ; vm; �) + g(v01; : : : ; vm; �) = 0 = g(v1 + v01; : : : ; vm; �):Nie
h wi�
 (v1; : : : ; vm) b�dzie baz¡, wów
zas v01 = �1v1+ � � �+�mvm, a z wªasno±
iwyzna
znika i z jednorodno±
i dostajemyg(v1 + v01; v2; : : : ; vm; �) = g(v1 + �1v1; v2; : : : ; vm; �) = (1 + �1)g(v1; : : : ; vm; �) == g(v1; : : : ; vm; �) + g(�1v1; : : : ; vm; �) = g(v1; : : : ; vm; �) + g(v01; v2; : : : ; vm; �):Korzystamy tu z tego, »e orienta
ja zadana przez (v1 + v01; : : : ; vm) jest równaorienta
ji zadanej przez (v1 + �1v1; : : : ; vm)).Maj¡
 g�sto±¢ g mo»emy dowoln¡ (m�l)-form� nieparzyst¡ reprezentowa¢ poleml-wektorowym. Mamy wi�
 nast�puj¡
e mo»liwo±
i:(1) Pole wektorowe X mo»e by¢ po prostu polem wektorowym.(2) Pole wektorowe X mo»e reprezentowa¢ 1-form� ró»ni
zkow¡ g ÆX .(3) Pole wektorowe X mo»e reprezentowa¢ g�sto±¢ wektorow¡ X 
 g.



17.2. Wykorzystanie metryki. Wzory analizy wektorowej 53W zale»no±
i od 
harakteru w jakim wyst�puje pole wektorowe, inne stosuje si� doniego opera
je algebrai
zne i ró»ni
zkowe:(1) Je»eli g ÆX = df , to X nazywamy gradientem funk
ji f .(2) Div (X 
 g) jest g�sto±
i¡ skalarn¡, wi�
 ilo
zynem f(X)g. Funk
j� f(X)nazywamy divergen
j¡ pola wektorowego i ozna
zamy divX .(3) Nie
h M b�dzie wymiaru 3 z zadan¡ orienta
j� �. (d(g ÆX); �) jest 2-form¡nieparzyst¡, wi�
 g�sto±
i¡ wektorow¡ równ¡ Y 
 g. Pole wektorowe Y na-zywa si� rota
j¡ X i ozna
zamy je rotX . Mo»emy to zapisa¢rotX 
 g =W�1("d(g ÆX); (17.12)gdzie " jest funk
j¡ nieparzyst¡ zadaj¡
¡ orienta
j� �.(4) div gradf nazywa si� laplasjanem funk
ji f i ozna
za si� �f .W dalszym 
i¡gu przyda nam si� nast�puj¡
y zwi¡zek dla funk
ji f i pola wekto-rowego X : div(fX) = f divX + (grad f jX): (17.13)Dow�od: MamyDiv(fX 
 g) =W�1 Æ d ÆW (fX 
 g)=W�1(df ^W (X 
 g)) + fW�1 Æ d ÆW (X 
 g):W lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h g = admx i, zgodnie z (17.4),W (X 
 g) =Xi (�1)i�1X ia(dx1 ^ � � � ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ � � � ^ dxm; �x)i st¡ddf ^W (X
g) =Xi (�1)i�1X ia �f�xi (di^dx1^� � �^dxi�1^dxi+1^� � �^dxm; �x)= df(X)a(dx1 ^ � � � ^ dxm; �x) = (grad f jX)gZatem Div(fX 
 g) = (X j gradf)g+ fDiv(X 
 g);a st¡d div(fX) = f divX + (X j gradf):Gwiazdka Hodge'a. Maj¡
 metryk� g i l-form� parzyst¡ � mo»emy zde�niowa¢g�sto±¢ l-wektorow¡ (g�1 Æ �)
 g:



54 17. G�STO�CI. KLASYCZNA ANALIZA WEKTOROWA.Odpowiadaj¡
¡ jej (poprzez izomor�zm Weyla) form� nieparzyst¡ ozna
za¢ b�-dziemy ��. Opera
j� �: �le(M) �! �m�lo :� 7! ��nazywamy odwzorowaniem Hodge'a. Przy ustalonej orienta
ji � rozmaito±
i M for-ma nieparzysta jest reprezentowana form¡ parzyst¡, wi�
 odwzorowanie Hodge'amo»e by¢ traktowana jako odwzorowanie przyporz¡dkowuj¡
e l-formom formy rz�-du n� l �: �le(M) �! �m�le :Ta, zale»na od orienta
ji, wersja odwzorowania Hodge'a nazywa si� gwiazdk¡ Hod-ge'a.Metryka i g�sto±¢ na podrozmaito±
i. Je»eli N � M jest podrozmaito±
i¡,to TN � TM , wi�
 metryk� g naM mo»na zredukowa¢ do metryki gN na N . Je»elij :TN ! TM jest kanoni
znym wªo»eniem, togN = j� Æ g Æ j:TN ! T�Ni hv; gN (w)i = hj(v); g(j(w))i:Metryka gN wyzna
za n-g�sto±¢ skalarn¡ gN na N .17.3. Klasy
zne wersje twierdzenia Stokesa.Twierdzenie Stokesa dla form mo»emy przetªuma
zy¢ na twierdzenia doty
z¡
epól wektorowy
h. Ograni
zmy si� przy tym do przypadku M = R3 z metryk¡ g iorienta
j¡ kanoni
zn¡. Nie
h n = X 
 g b�dzie g�sto±
i¡ wektorow¡. Nie
h S b�-dzie 2-wymiarow¡ powierz
hni¡ orientowaln¡ zewn�trznie, z orienta
j¡ zewn�trzn¡�. Orienta
ja ta mo»e by¢ zadana polem n wektorów na S, unormowany
h i pro-stopadªy
h do powierz
hni.Stwierdzenie 17.2. Z(S;�)X 
 g = ZShn; g(X)igSDow�od: Nie
h (t; s) ! (x(t; s); y(t; s); z(t; s)) b�dzie parametryza
j¡ powierz
hniS. Caªka z g�sto±
i jest równa 
aª
e z odpowiadaj¡
ej jej formy nieparzystejZ(S;�)X 
 g = Z(S;�)W (X 
 g):Z de�ni
ji izomor�zmu WeylaW (X 
 g)(v1; v2; �) = g(X; v1; v2; �);



17.3. Klasy
zne wersje twierdzenia Stokesa 55wi�
 dla v1 = ��t i v2 = ��s i orienta
ji � zgodnej z (X; v1; v2), dostajemy z de�ni
jig�sto±
i g W (X 
 g)(v1; v2; �) = (detA) 12 ; (17.14)gdzie A jest ma
ierz¡A = 24 (X jX) (X j ��t ) (X j ��s )(X j ��t ) ( ��t j ��t ) ( ��t j ��s )(X j ��s ) ( ��t j ��s ) ( ��s j ��s )35 :Poniewa» (nj ��t ) = (nj ��s ) = 0, to rozkªadaj¡
 pole X na SX = (X jn)n+ a ��t + b ��s ;dostajemydetA = (njX) det24 (njX) (X j ��t ) (X j ��s )0 ( ��t j ��t ) ( ��t j ��s )0 ( ��t j ��s ) ( ��s j ��s )35+ a det24 ( ��t jX) (X j ��t ) (X j ��s )( ��t j ��t ) ( ��t j ��t ) ( ��t j ��s )( ��t j ��s ) ( ��t j ��s ) ( ��s j ��s )35+ b det24 ( ��s jX) (X j ��t ) (X j ��s )( ��s j ��t ) ( ��t j ��t ) ( ��t j ��s )( ��s j ��s ) ( ��t j ��s ) ( ��s j ��s )35= (njX)2 det � ( ��t j ��t ) ( ��t j ��s )( ��t j ��s ) ( ��s j ��s ) �przy zaªo»eniu, »e (njX) > 0 dostajemy(detA) 12 = (X jn)�det � ( ��t j ��t ) ( ��t j ��s )( ��t j ��s ) ( ��s j ��s ) �� 12 =W ((njX)gS)( ��t ; ��s ; �S);gdzie orienta
ja �S powierz
hni S jest zadana przez parametryza
j�.Poniewa» dla (njX) > 0 orienta
ja (X; ��t ; ��s ) jest równa orienta
ji (n; ��t ; ��s ),dostajemy Z(S;�)X 
 g = ZR2(detA) 12 = ZS(njX)gS :Je»eli (njX) < 0, to orienta
ja (X; ��t ; ��s ) jest prze
iwna orienta
ji (n; ��t ; ��s ), wi�
Z(S;�)X 
 g = � ZR2(detA) 12 :



56 17. G�STO�CI. KLASYCZNA ANALIZA WEKTOROWA.Z drugiej jednak strony(detA) 12 = (X jn)�det � ( ��t j ��t ) ( ��t j ��s )( ��t j ��s ) ( ��s j ��s ) �� 12 ;wi�
 znów dostajemy dowodzon¡ równo±¢.Podobnie, je»eli C jest jednowymiarow¡ podrozmaito±
i¡ z orienta
j¡ wewn�trzn¡�, to orienta
j� t¡ mo»na reprezentowa¢ polem s unormowany
h wektorów sty
z-ny
h.Stwierdzenie 17.3. Z(C;�) g ÆX = ZChs; g ÆXigCDow�od: Nie
h ':R ! C � M b�dzie parametryza
j¡ C, zgodn¡ z orienta
j¡. Zde�ni
ji 
aªki z formyZ(C;�) g ÆX = ZRhT'( ��t ); g ÆX Æ 'i= ZRhs; g ÆX Æ 'ikT'( ��t )k= ZChs; g ÆXigCZ powy»szy
h wzorów dostajemy, jako wnioski z twierdzenia Stokesa, jego wersjeklasy
zneTwierdzenie 17.4 (klasy
zne twierdzenie Stokesa).ZS(nj rotX)gS = Z�S(sjX)g�Sprzy 
zym kierunki pól s i n s¡ zwi¡zane ze sob¡ reguª¡ prawej ±ruby.Dow�od: Nie
h � ozna
za orienta
j� R3 , � orienta
j� zewn�trzn¡ S zadan¡ polem n,a �S odpowiadaj¡
¡ jej orienta
j� wewn�trzn¡. Mamy ze Stwierdzenia 17.2, de�ni
jirota
ji i ze Stwierdzenia 17.3,ZS(nj rotX)gS = Z(S;�) rotX 
 g = Z(S;�)(d(g ÆX); �) = Z(S;�S) d(g ÆX)= Z(�S;��S) g ÆX = Z�Shs; g ÆXig�S = Z�S(sjX)g�S :



17.3. Klasy
zne wersje twierdzenia Stokesa 57Twierdzenie 17.5 (twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego-Greena).ZD(divX)g = Z�D(njX)g�Dprzy 
zym wersor n jest skierowany na zewn¡trz obszaru D.Dow�od: Nie
h � ozna
za orienta
j� zewn�trzn¡ S zadan¡ polem n. Mamy zeStwierdzenia 17.2, de�ni
ji dywergen
ji i z Twierdzenia Stokesa dla form niepa-rzysty
h,ZD divXg = ZD Div(X 
 g) = ZD d(W (X 
 g)) = Z(�D;�)X 
 g = Z�D(njX)g�D :Z powy»szego twierdzenia dostajemy dwie klasy
zne formuªy.Twierdzenie 17.6 (wzory Greena). Dla dowolny
h funk
ji f; h za
hodz¡ wzoryZD(grad f j gradh)g = � ZD f�hg+ Z�D f(nj gradh)g�D (17.15)i ZD f�hg� ZD h�fg = Z�D f(nj gradh)g�D � Z�D h(nj grad f)g�D: (17.16)Dow�od: Z (17.13) mamydiv(fX) = f divX + (X j gradf);wi�
, kªad¡
 X = gradh, wzór (17.15) wynika z twierdzenia Gaussa-Ostrogradzkie-go-Greena.Wzór (17.16) wynika naty
hmiast z (17.15) (wystar
zy zamieni¢ rolami f i g iodj¡¢ stronami dwie równo±
i (17.15)).17.3.1. Wzory w lokalny
h ukªada
h wspóªrz�dny
h.Nie
h (xi) b�dzie lokalnym ukªadem wspóªrz�dny
h. W indukowany
h baza
hprzestrzeni sty
zny
h i kosty
zny
h g wyra»a si� symetry
zn¡, nieosobliw¡ ma
ierz¡funk
ji [gij ℄. Ozna
zmy g = det[gij ℄.Stwierdzenie 17.7. g = pgdmx: (17.17)Dow�od: Dla ukªadu wektorów (v1; : : : ; vm) zadaj¡
ego orienta
j� � mamyg(v1; : : : ; vm; �) =qdet[hvi; g(vj)i℄;



58 17. G�STO�CI. KLASYCZNA ANALIZA WEKTOROWA.ale hvi; g(vj)i =Xk;l aki aljh ��xk ; g( ��xl )i;gdzie vi =Pk aki ��xk i w konsekwen
ji,qdet[hvi; g(vj)i℄ =qdet[aki ℄ det[gkl℄ det[alj ℄ = j det[aij ℄jpdet[gkl℄:Ale j det[aij ℄j = dmx(v1; : : : ; vm; �);wi�
 g = pgdmx.Mamy zatem X 
 g = (pgX)
 dmx:St¡d i z wzoru (17.6) dostajemy,Div(X 
 g) =Xi �pgX i�xi dmx =  Xi 1pg �pgX i�xi !g:Podsumowuj¡
, w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h mamy nast�puj¡
e wzory:(1) divX =Xi 1pg �pgX i�xi ,(2) grad f =Xij gij �f�xj ��xi ,(3) �f =Xij 1pg ��xi �pggij �f�xj�.Nie
h teraz dana b�dzie orienta
ja � powierz
hni trójwymiarowejM , odpowiadaj¡
afunk
ji nieparzystej ". Rota
ja pola wektorowego X zadana jest wzorem (17.12).G�sto±¢ trójwektorowa W�1(") zapisuje si�, zgodnie z (17.5),W�1(") = 13!Xijk "ijk ��xi ^ ��xj ^ ��xk :Bezpo±rednim ra
hunkiem sprawdzamy, »e(4) rotX =Xijlk "lkj 1pg �gijX i�xk ��xl .



Rozdzia l 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJ18.1. Ró»ni
zkowalno±¢ w sensie zespolonym.Jako przestrze« wektorowa nad 
iaªem li
zb rze
zywisty
h C jest równe R2 . Zatemodwzorowanie (funk
j�) f : C � O ! C mo»na traktowa¢ jako odwzorowanie f :R2 �O ! R2 . Je»eli f jest ró»ni
zkowalna w (x; y) = z 2 O, to po
hodnaf 0(z):R2 = C ! R2 = Cjest, z de�ni
ji, odwzorowaniem R-liniowym.Defini
ja 18.1. Funk
j� f nazywamy ró»ni
zkowaln¡ w sensie zespolonym w punk-
ie z, je»eli jest w tym punk
ie ró»ni
zkowalna w sensie rze
zywistym i f 0(z) jestodwzorowaniem C -liniowym, to zna
zy je»elif 0(z)(�w) = �f 0(z)(w) �;w 2 C :Stwierdzenie 18.2. Nast�puj¡
e warunki s¡ równowa»ne:(1) f jest ró»ni
zkowalna w sensie zespolonym.(2) Speªnione s¡ warunki Cau
hy'ego{Riemanna�P�x = �Q�y �P�y = ��Q�x (18.1)gdzie P = Re f; Q = Im f .(3) Istnieje grani
a ilorazu f(z + w) � f(z)wprzy w d¡»¡
ym do zera.Dow�od: Po
hodna f dana jest ma
ierz¡ Ja
obiego264 �P�x �P�y�Q�x �Q�y 375Warunek C -liniowo±
i jest równowa»ny warunkowi f 0(z)(i) = if 0(z)(1), 
zyli264 �P�x �P�y�Q�x �Q�y 375� 01� = i264 �P�x �P�y�Q�x �Q�y 375� 10 �59



60 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJa z kolei ta równo±¢ jest równowa»na264 �P�y�Q�y 375 = i264 �P�x�Q�x 375 = 264��Q�x�P�x 375 :Udowodnili±my wi�
 równowa»no±¢ pierwszy
h dwó
h warunków.Ró»ni
zkowalno±¢ f jest równowa»na z de�ni
ji temu, »e wyra»eniew 7! f(z + w)� f(z)� f 0(z)(w)jest reszt¡, 
zyli f(z + w)� f(z)� f 0(z)wjwj ���!w!0 0; (18.2)lub równowa»nie (li
zby zespolone mo»emy dzieli¢),f(z + w)� f(z)� f 0(z)ww ���!w!0 0:Z drugiej strony,1w (f(z + w)� f(z)� f 0(z)(w)) == �f(z + w) � f(z)w � f 0(z)(1)�+�f 0(z)(1)� 1wf 0(z)(w)� ; (18.3)wi�
 z ró»ni
zkowalno±
i (zbie»no±¢ do zera lewej strony) i C -liniowo±
i (drugi skªad-nik z prawej strony jest równy zeru) wynika zbie»no±¢f(z + w)� f(z)w ���!w!0 f 0(z)(1):Na odwrót, je»eli istnieje grani
af(z + w)� f(z)w ���!w!0 L 2 C ;to w 7! f(z+w)�f(z)�wL jest reszt¡, 
zyli f jest ró»ni
zkowalne w z i f 0(z)(w) =wL, wi�
 po
hodna jest C -liniowa.Uwaga: W dalszym 
i¡gu symbolem f 0(z), dla f ró»ni
zkowalny
h w sensie ze-spolonym, ozna
za¢ b�dziemy li
zb� zespolon¡ f 0(z)(1). Trze
i równowa»ny waru-nek z powy»szego stwiedzenia sugeruje, by po
hodn¡ w sensie zespolonym ozna
za¢te» dfdz .



18.1. Ró»ni
zkowalno±¢ w sensie zespolonym 61Stwierdzenie 18.3. Je»eli f; g s¡ ró»ni
zkowalne w sensie zespolonym w punk
iez, to równie» f+g; fg; fg ; f Æg s¡ ró»ni
zkowalne w sensie zespolonym w z. Ponadto(1) (f + g)0(z) = f 0(z) + g0(z),(2) (fg)0(z) = f 0(z)g(z) + f(z)g0(z),(3) �fg�0 (z) = f 0(z)g(z)� f(z)g0(z)g2(z) (tutaj zakªadamy, »e g(z) 6= 0),(4) (f Æ g)0(z) = f 0(g(z))g0(z).Dow�od: Dowód ty
h zwi¡zków przebiega dokªadnie tak samo jak w przypadkurze
zywistym.Formy o warto±
ia
h zespolony
h. Kowektor sty
zny jest odwzorowaniemR-liniowym z przestrzeni sty
znej w przestrze« li
zbow¡ R. Kowektorem o war-to±
ia
h zespolony
h nazwiemy odwzorowanie R-liniowe z przestrzeni sty
znej owarto±
ia
h w C . O
zywistym jest, »e takie kowektory mo»na uwa»a¢ za pary ko-wektorów o warto±
ia
h rze
zywisty
h i »e tworz¡ one przestrze« wektorow¡ nad
iaªem C . Na pªasz
zy¹nie zespolonej baz¡ w przestrzeni kowektorów za
zepiony
hw punk
ie w s¡ ró»ni
zki wspóªrz�dny
h: dwx; dwy. Mamy wi�
 ogóln¡ posta¢ ko-wektora o warto±
ia
h zespolony
h, za
zepionego w punk
ie w(axdwx+ aydwy) + i(bxdwx+ bydwy) = 
xdwx+ 
ydwy;gdzie 
x = ax + ibx i 
y = ay + iby.W o
zywisty sposób de�niujemy wielo-kowektory o warto±
ia
h zespolony
h orazi
h ilo
zyn zewn�trzny, formy ró»ni
zkowe o warto±
ia
h zespolony
h i i
h ró»ni
zk�zewn�trzn¡. W sz
zególno±
i, podobnie jak w przypadku rze
zywistym, dla funk
jiró»ni
zkowalnej f dwf(v) = f 0(w)v; v 2 C :Mamy o
zywi±
ie dz = dx+ idy; d�z = dx� idy;wi�
 w ka»dym punk
ie w 2 C kowektory dwz; dw�z tworz¡ baz� nad C w przestrzenikowektorów o warto±
ia
h zespolony
h. Bezpo±rednim ra
hunkiem sprawdzamy, »edz ^ dz = 0 = d�z ^ d�z i dz ^ d�z = �2idx ^ dySymbole ��z , ���z . Nie
h f b�dzie funk
j¡ o warto±
ia
h zespolony
h, ró»ni
z-kowaln¡ w sensie rze
zywistym. Jej 
z�±
i: rze
zywista P i urojona Q s¡ ró»ni
zko-walnymi funk
jami rze
zywistymi i mamydf = dP + idQ:



62 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJZapiszmy teraz ró»ni
zk� w bazie (dz; d�z):dwf = a(w)dwz + b(w)dw�z: (18.4)W dalszym 
i¡gu wspóª
zynnik a(w) b�dziemy ozna
za¢ symbolem �f�z (w), a wspóª-
zynnik b(w) symbolem �f��z (w). Bezpo±rednim ra
hunkiem sprawdzamy, »e w ka»-dym punk
ie kowektor dz jest C -liniowy, a d�z nie jest. Korzystamy tu z uto»sa-mienia przestrzeni wektorowej ze sty
zn¡ do niej (w dowolnym punk
ie). W tymuto»samienieniu wektorowi ��x odpowiada li
zba 1, a wektorowi ��y li
zba i. Mamyzatem w dowolnym punk
ie w 2 Cdwz(vx + ivy) = dwz(vx ��x + vy ��y ) = dwx(vx) + idwy(vy) = vx + ivyi dw�z(vx + ivy) = dw�z(vx ��x + vy ��y ) = dwx(vx)� idwy(vy) = vx � ivy:Ró»ni
zka dwf jest wi�
 C -liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy wspóª
zynnik przyd�z jest równy zeru.Stwierdzenie 18.4.��z = 12 � ��x � i ��y� ; ���z = 12 � ��x + i ��y� :Dow�od: Dla ka»dej funk
ji fdf = �P�x dx+ �P�y dy + i��Q�x dx+ �Q�y dy�= 12 ��P�x + i�Q�x � i�P�y + �Q�y � dz + 12 ��P�x + i�Q�x + i�P�y � �Q�y � d�z= 12 � ��x � i ��y� fdz + 12 � ��x + i ��y� fd�z:Podsumowuj¡
,Stwierdzenie 18.5. f jest ró»ni
zkowalna w sensie zespolonym wtedy i tylkowtedy, gdy �f��z = 0. Wów
zas df = �f�z dz



18.2. Wzory 
aªkowe Cau
hy'ego 63Dla funk
ji jednej zmiennej zespolonej, ró»ni
zkowalnej w sensie zespolonym,piszemy dfdz zamiast �f�z .I jesz
ze jedna wa»na wªasno±¢: je»eli f jest dwukrotnie ró»ni
zkowalna i �f��z = 0,to �f = 4 ��z ���z f = 0:Mówimy, »e 
z�±
i rze
zywista i urojona funk
ji f s¡ funk
jami harmoni
znymi.Defini
ja 18.6. Nie
h 
 � C b�dzie otwartym obszarem. Funk
j� klasy C1(O),ró»ni
zkowaln¡ w sensie zespolonym na 
 nazywamy holomor�
zn¡ na 
. Prze-strze« (wektorow¡) funk
ji holomor�
zny
h na 
 ozna
za¢ b�dziemy A(
).Uwaga. Zaªo»enie 
i¡gªo±
i po
hodnej nie jest konie
zne. Wynika ona z ró»ni
z-kowalno±
i w sensie zespolonym. Dowód tego faktu wykra
za jednak poza ramynaszego wykªadu.18.2. Wzory 
aªkowe Cau
hy'ego.W Rozdziale 15 zde�niwana byªa 
aªka z 1-formy (parzystej) po 1-wymiarowjpodrozmaito±
i zorientowanej (wewn�trznie). Takie (zwarte) podrozmaito±
i nazy-wa¢ teraz b�dziemy ªukami zorientowanymi lub konturami zorientowanymi, je»eliªuk jest zamkni�ty.Defini
ja 18.7. Caªk¡ z funk
ji f : C � O ! C o warto±
ia
h zespolony
h po ªukuzorientowanym � nazywa¢ b�dziemy 
aªk� Z� fdz.Nale»y tu zwró
i¢ uwag� na fakt, »e C ma kanoni
zn¡ orienta
j� zadan¡ baz¡(1; i). Zatem brzeg ka»dego obszaru ma naturaln¡ orienta
j� wewn�trzn¡, odpowia-daj¡
¡ orienta
ji zewn�trznej 'na zewn¡trz' obszaru. Naturalna orienta
ja okr�gujako brzegu koªa jest orienta
ja 'prze
iwna ru
howi wskazówek zegara'. O takiejorienta
ji mo»na mówi¢ w przypadku dowolnego konturu, b�d¡
ego brzegiem ob-szaru. Stosuje si� ozna
zeniaZ	�; a dla orienta
ji prze
iwnej Z��:Stwierdzenie 18.8. Funk
ja f 2 C1(
) jest holomor�
zna na 
 wtedy i tylkowtedy, gdy forma ró»ni
zkowa � = fdzjest zamkni�ta.



64 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJDow�od: d� = df ^ dz = (�f�z dz + �f��z d�z) ^ dz = �f��z d�z ^ dz;a d�z ^ dz = �dz ^ d�z = 2idx ^ dy 6= 0.Wnioski:(1) Je»eli ªuk (kontur) � jest brzegiem obszaru O w 
, to R� fdz = RO d(fdz) =0:(2) Je»eli 
 jest obszarem gwia¹dzistym (ogólniej { jednospójnym), to z lematuPoin
ar�ego istnieje funk
ja F taka, »e dF = fdz (st¡d �F��z = 0). �atwosprawdzi¢, »e F jest dwukrotnie ró»ni
zkowalna. Z twierdzenia StokesaF (z)� F (a) = Z� fdzgdzie � jest dowolnym ªukiem w 
 o po
z¡tku w a i ko«
u w z. Piszemy te»R za fdz.Twierdzenie 18.9 (wzór 
aªkowy Cau
hy'ego). Nie
h f b�dzie funk
j¡ ho-lomor�
zn¡ w 
 i nie
h U � 
 bedzie zwartym obszarem z brzegiem �, zoriento-wanym kanoni
znie. Wów
zas 12�i Z� f(z)z � adz = 0;je»eli a 62 U oraz 12�i Z� f(z)z � adz = f(a);je»eli a 2 U; a 62 �U .Dow�od: Je»eli a 62 U , to funk
ja z 7! f(z)z � ajest na 
 n fag � U holomor�
zna jako iloraz funk
ji holomor�
zny
h, wi�
 zwniosku z poprzedniego stwierdzeniaZ� f(z)z � adz = 0:



18.2. Wzory 
aªkowe Cau
hy'ego 65Nie
h teraz a 2 U . Wybierzmy " dostate
znie maªe tak, by koªo K(a; ") le»aªo wU . Ozna
zmy U" = U nK(a; "). Z poprzedniego mamyZ�U" f(z)z � adz = 0;wi�
 Z� f(z)z � adz = ZS" f(z)z � adz;gdzie S" jest zorientowanym kanoni
znie brzegiem koªa �K(a; "). Wystar
zy terazosza
owa¢ 
aªk� po tym okr�gu. Mamy12�i ZS" f(z)z � adz = f(a)2�i ZS" dzz � a + 12�i ZS" f(z)� f(a)z � a dz:Obli
zymy pierwsz¡ 
aªk� parametryzuj¡
 okr¡g przez z = a+ "ei':ZS" dzz � a = Z 2�0 "�1e�i'd("ei') = Z 2�0 idf = 2�i:Z drugiej strony����ZS" f(z)� f(a)z � a dz���� = ����Z 2�0 "�1e�i'(f(a+ "ei')� f(a))d("ei')���� 6M � 2�":Ostatnia nierówno±¢ wynika z twierdzenia o warto±
i ±redniej dla odwzorowa«, aM = supK(a;") jf 0j. Poniewa» mamy tak dla ka»dego ", wi�
 prze
hodz¡
 z " dozera dostajemy tez�.Wnioski z twierdzenia Cau
hy'ego.(1) Je»eli znamy warto±
i funk
ji f na brzegu � obszaru U , to znamy warto±
if w 
aªym U .(2) Z twierdzenia o ró»ni
zkowaniu 
aªki z parametrem funk
ja zadana wzoremz 7! Z� f(�)� � zd�jest klasy C1, je»eli funk
ja f jest 
i¡gªa. Zatem funk
je holomor�
zne s¡klasy C1.(3) Po
hodna funk
ji holomor�
znej jest funk
j¡ holomor�
zn¡.



66 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJStwierdzenie 18.10 (o warto±
i ±redniej). Je»eli f 2 A(
) i K(a; r) � 
, tof(a) = 1�r2 ZK(a;r) f:Dow�od: Z twierdzenia Cau
hy'egof(a) = 12� Z 2�0 f(a+ �ei')d' dla � < r;a st¡d Z r0 �f(a)d� = 12� Z r0 Z 2�0 �f(a+ �ei')d'd�i w konsekwen
ji, f(a) = 1�r2 ZK(a;r) f:Stwierdzenie 18.11. Nie
h ozna
zenia i zaªo»enia b�d¡ jak w twierdzeniu Cau-
hy'ego. Za
hodzi zwi¡zekf (n)(z) = n!2�i Z� f(�)(� � z)n+1d�: (18.5)Dow�od: Z twierdzenia o ró»ni
zkowaniu 
aªki z parametrem i ze wzoru Cau
hy'egof (n)(z) = 12�i Z� �n�zn f(�)� � zd� = n!2�i Z� f(�)(� � z)n+1 d�:Nast�puj¡
e twierdzenie jest, w pewnym sensie, odwrotne do wniosku o niezale»-no±
i od drogi 
aªki z funk
ji holomor�
znej.Stwierdzenie 18.12 (Morery). Nie
h f 2 C(
) i nie
h 
aªka z f nie zale»y oddrogi. Wtedy przyporz¡dkowaniez 7! F (z) = Z za f(�)d�jest funk
j¡ holomor�
zn¡ na 
 i jej po
hodna jest równa funk
ji f .



18.3. Rozwini�
ie w szereg Taylora 67Dow�od: Z de�ni
ji F mamyF (z + Æz)� F (z) = Z z+Æzz f(�)d�i st¡d, 
aªkuj¡
 po od
inku [z; z + Æz℄ z parametryza
j¡ [0; 1℄ 3 t 7! z + tÆz,����F (z + Æz)� F (z)Æz � f(z)���� = ����� 1Æz Z z+Æzz (f(�)� f(z))d������= ���� 1Æz Z 10 (f(z + tÆz)� f(z))Æzdt���� 6 sup�2[z;z+Æ℄ jf(�)� f(z)j ���!Æ!0 0:Korzystali±my tu ze znanego z Analizy II sza
owania 
aªki o warto±
ia
h w prze-strzeni z norm¡ (Rozdziaª 11). Zatem funk
ja F jest holomor�
zna na 
, wi�
 f ,jako jej po
hodna, te» jest funk
j¡ holomor�
zn¡.Stwierdzenie 18.13 (nierówno±
i Cau
hy'ego). Nie
h f 2 A(
) i nie
hM(a; �) ozna
za maksimum jf j na okr�gu jz � aj = � takim, »e K(a; �) � 
.Wów
zas speªnione s¡ nierówno±
ijf (n)(a)jn! �n 6M(a; �) (18.6)dla n > 0.Dow�od: Ze wzorów Cau
hy'egojf (n)(a)j = ����� n!2�i ZS� f(z)(z � a)n+1 dz�����= ���� n!2�i Z 2�0 f(a+ �ei')(�ei')�n�1i�ei'd'���� 6 n!2� � 2���n �M(a; �):Jako prosty wniosek z ty
h nierówno±
i, mamy wa»ne twierdzenie o rozwini�
iufunk
ji holomor�
znej w szereg pot�gowy.18.3. Rozwini�
ie w szereg Taylora.Twierdzenie 18.14. Nie
h f 2 A(
). Nie
h K(a;R) � 
. Wów
zas funk
ja fmo»e by¢ rozªo»ona w szereg Tayloraf(z) = f(a) + (z � a)f 0(a) + (z � a)22 f 00(a) + � � �+ (z � a)nn! f (n)(a) + � � � (18.7)i szereg ten jest zbie»ny niemal jednostajnie w kole K(a;R).



68 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJDow�od: Nie
h A � K(a;R) bedzie zbiorem zwartym. Ze zwarto±
i zbioru A wy-nika, »e jest on zawarty w nie
o mniejszym kole, tzn. istnieje R0 < R takie, »eA � K(a;R0). Dla jz � aj < j� � aj mamy rozkªad1� � z = 1(� � a)� (z � a) = 1Xn=0 (z � a)n(� � a)n+1i szereg po prawej stronie jest zbie»ny niemal jednostajnie ze wzgl�du na z. Nie
hteraz R00 b�dzie takie, »e 0 < R0 < R00 < R i nie
h � b�dzie brzegiem koªaK(a;R00).Mamy zatem ze wzoru Cau
hy'ego (18.5) dla jz � aj 6 R0f(z) = 12�i Z� f(�)� � zd� = 12�i Z� 1Xn=0 f(�)(z � a)n(� � a)n+1 d�:Osza
ujmy wyraz w szeregu pod 
aªk¡. Mamy����(z � a)n 12�i f(�)(� � a)n+1 ���� 6 R0nR00n+1 � M(a;R00)2� ;zatem szereg pod
aªkowy jest zbie»ny jednostajnie na � i mo»emy wyj±¢ z sumo-waniem przed 
aªk�. Dostajemy ze wzorów Cau
hy'egof(z) = 1Xn=0(z � a)n 12�i Z� f(�)(� � a)n+1 d� = 1Xn=0 (z � a)nn! f (n)(a);a z nierówno±
i Cau
hy'ego���� (z � a)nn! f (n)(a)���� 6 (z � a)nn! n!(R00)nM(a;R00) 6 � R0R00�nM(a;R00):Z przeprowadzonego powy»ej osza
owania szereg (18.7) jest zbie»ny jednostajnie wkole jz � aj 6 R0, a wi�
 i na A.Funk
j� daj¡
e si� przedstawi¢ lokalnie w posta
i sumy szeregu pot�gowego na-zywamy funk
j¡ anality
zn¡. Zatem ka»da funk
ja holomor�
zna jest anality
zna.Wnioski:(1) Je»eli w punk
ie a spójnego obszaru 
 dla f holomor�
znej w 
 za
hodzif (n)(a) = 0; n = 0; 1; : : : , to f jest równa zero na 
aªym 
.(2) Je»eli dwie funk
je holomor�
zne maj¡ takie same po
hodne wszystki
h rz�-dów w punk
ie a, to s¡ one równe na skªadowej spójnej zawieraj¡
ej tenpunkt.



18.3. Rozwini�
ie w szereg Taylora 69Dow�od: Nie
h A � 
 b�dzie zbiorem, na którym f jest równa zero wrazze wszystkimi po
hodnymi. Z de�ni
ji jest to prze
i�
ie zbiorów domkni�-ty
h w 
 (f (n)�1(0)), wi�
 jest zbiorem domkni�tym w 
. Z twierdzenia orozwini�
iu Taylora jest to zbiór otwarty, 
zyli jest równy 
.(3) Nie
h 
 3 an ! a 2 
; an 6= a i nie
h f 2 A(
). Je»eli f(an) = 0 dlawszystki
h n, to f jest równe zeru w oto
zeniu a.Dow�od: Wystar
zy pokaza¢, »e wszystkie po
hodne funk
ji f w punk
ie as¡ równe zeru. Przypu±¢my wi�
, »e f (k)(a) 6= 0 jest pierwsz¡ nieznikaj¡
¡po
hodn¡. Z rozwini�
ia Taylora wynika, »e f(z) = (z � a)kg(z), g jestholomor�
zna i g(an)! g(a) 6= 0. Z drugiej strony, poniewa» f(an) = 0, tog(an) = 0 i g(an)! 0.(4) Funk
ja holomor�
zna f jest albo to»samo±
iowo równa zeru, albo jej miejs
azerowe s¡ izolowane (tzn. nie maj¡ punktu skupienia w 
).Dow�od: Z poprzedniego wniosku wynika, »e je»eli zera f maj¡ punkt sku-pienia w 
, to funk
ja jest równa zero.I jesz
ze jedna, nieo
zekiwana wªasno±¢ funk
ji holomor�
znejStwierdzenie 18.15. Je»eli f jest holomor�
zna na spójnym 
 i jej moduª jf jma lokalne maksimum w a 2 
, to f jest staªa na 
.Dow�od: Nie
h koªo K(a; r) � 
 b�dzie takie, »e jf(z)j 6 jf(a)j dla z 2 K(a; r).Mamy 0 6 ZK(a;r)(jf(a)j � jf j) = �r2jf(a)j � ZK(a;r) jf jAle ze Stwierdzenia 18.10 o warto±
i ±redniej mamy te»�r2jf(a)j 6 ZK(a;r) jf j;wi�
 0 6 ZK(a;r)(jf(a)j � jf j) 6 ZK(a;r) jf j � ZK(a;r) jf j = 0:Zatem funk
ja z 7! jf(a)j � jf(z)j jest to»samo±
iowo równa zeru. Wynika st¡d, »ef(z) = ei'(z)f(a);gdzie ' jest funk
j¡ o warto±
ia
h rze
zywisty
h. Poniewa» f jest holomor�
zna, to0 = �f��z = if(z)�'��z i �'��z = 0: (18.8)



70 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJFunk
ja ' jest rze
zywista, wi�
 z równa« Cau
hy'ego{Riemanna (18.1) jej po-
hodna jest równa zero. Zatem ' jest funk
j¡ staª¡. St¡d f jest staªa w K(a; r) i wkonsekwen
ji, w 
aªym 
.18.3.1. Funk
je 
aªkowite. Funk
j¡ 
aªkowit¡ nazywamy funk
j� holomor�
zn¡na 
aªej pªasz
zy¹nie zespolonej C . Funk
ja 
aªkowita ma wi�
 rozwini�
ie w szeregTaylora w 
aªym C i wzgl�dem dowolnego punktu.Stwierdzenie 18.16 (Liouville'a). Funk
ja 
aªkowita i ograni
zona jest staªa.Dow�od: Je»eli jf(z)j < C dla ka»dego z 2 C , to z nierówno±
i Cau
hy'egojf 0(z)j� 6M(z; �) < Cdla ka»dego � > 0 (funk
ja 
aªkowita!). Zatem f 0(z) = 0 dla ka»dego z, 
zyli f jeststaªa.Jako bezpo±redni wniosek z twierdzenia Liouville'a dostajemyTwierdzenie 18.17 (podstawowe twierdzenie algebry). Wielomian stop-nia n > 0 o wspóª
zynnika
h zespolony
h ma n pierwiastków (li
zony
h z krotno-±
iami).Dow�od: Zaªó»my, »e wielomiamW (z) = a0+a1z+� � �+anzn nie ma pierwiastków.Wtedy funk
ja f(z) = 1W (z)jest 
aªkowita i ograni
zona. Z twierdzenia Liouville'a wynika, »e jest to funk
jastaªa, 
o jest sprze
zne z zaªo»eniem n > 0. Istnieje wi�
 punkt z0 taki, »e W (z0) =0. Dziel¡
 W przez z � z0 dostajemy wielomian stopnia n � 1, do którego znówstosujemy powy»sz¡ pro
edur�.18.4. Przykªady funk
ji holomor�
zny
h. Funk
je wielozna
zne.Najprostszym przykªadem funk
ji 
aªkowitej jest fun
ja wielomianowa zmiennejzespolonej. Jej odwrotno±¢ jest funk
j¡ holomor�
zn¡ poza zerami wielomianu. Naprzykªad funk
ja 1z nie jest funk
j¡ 
aªkowit¡. Jest holomor�
zna poza zerem. Znanaz pierwszego semestru funk
ja wykªadni
zaez = 1X0 znn!jest 
aªkowit¡ funk
j¡ holomor�
zn¡. Podobnie funk
je trygonometry
zne i hiper-boli
zne.Przedªu»enie anality
zne. Funk
je wielozna
zne. Przypu±¢my, »e mamyfunk
j� f0 zde�niowan¡ w oto
zeniu punktu z0 szeregiem pot�gowym o promieniu



18.4. Przykªady funk
ji holomorfi
zny
h. Funk
je wielozna
zne 71zbie»no±
i r0. We¹my teraz punkt K(z0; r0) 3 z1 6= z0 i szereg Taylora funk
jif0 w punk
ie z1. Przez r1 ozna
zmy promie« zbie»no±
i tego szeregu. Mamy wi�
funk
j� f1 okre±lon¡ na sumieK(z0; r0)[K(z1; r1). Mo»e si� zdarzy¢, »e suma ta jestwi�ksza od koªa K(z0; r0). Mówimy wów
zas, »e f1 jest rozszerzeniem anality
znymfunk
ji f0. We¹my teraz z2; z3; : : : itd. Jest sens pyta¢ o maksymalne rozszerzenieanality
zne.W pro
edurze opisanej powy»ej mo»e si� jednak zdarzy¢, »e koªa zbie»no±
iK(z0; r0) i K(zn; rn) maj¡ niepuste prze
i�
ie, a funk
je f0 i fn ró»ni¡ si� na nim.Przykªad. Nie
h f0 b�dzie zadane szeregiemf0(z) = 1 + 12(z � 1)� 12 � 14(z � 1)2 + � � �+� 12k�(z � 1)k + � � �gdzie �qk� = q(q � 1) � � � (q � k + 1)k! :Promie« zbie»no±
i tego szeregu r0 = 1. �atwo rozpozna¢, »e (f0(z))2 = z. Prze-dªu»aj¡
 anality
znie wzdªu» okr�gu jednostkowego dojdziemy znów do punktu 1,ale warto±¢ przedªu»enia b�dzie równa �1.S¡ trzy mo»liwe rozwi¡zania:(1) Przerwa¢ pro
es przedªu»ania. W opisanym przypadku, na przykªad przezwy
i�
ie krzywej ª¡
z¡
ej zero z niesko«
zono±
i¡. Na ogóª wybiera si� póª-prost¡ [0;1[ lub ℄�1; 0℄.(2) Rozpatrywa¢ funk
je wielozna
zne.(3) Przenie±¢ funk
j� na powierz
hni� (rozmaito±¢) tak, »eby staªa si� jedno-zna
zna. Powierz
hnie te nazywane s¡ powierz
hniami Riemanna.18.4.1. Logarytm. Zajmijmy si� bli»ej, jako przykªadem funk
ji wielozna
znej,funk
j¡ logarytmi
zn¡. Zde�niujemy j¡, przez analogi� z przypadkiem rze
zywi-stym, wzorem log z = Z� d�� ;gdzie � jest ªukiem ª¡
z¡
ym 1 z z. Warto±¢ funk
ji logarytm o
zywi±
ie zale»y odªuku. Na przykªad okr¡g S1, zorientowany prze
iwnie do ru
hu wskazówek zegaraª¡
zy 1 ze sob¡, a ZS1 d�� = 2�i:Wielokrotnie ob
hodz¡
 zero dostajemy mo»liwe warto±
i logarytmu:log 1 = 2k�i; k = 0;�1;�2; : : :



72 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJi ogólnie, 
aªkuj¡
 najpierw po od
inku osi rze
zywistej od 1 do jzj, a nast�pnie pookr�gu o promieniu jzj, dostajemylog z = log jzj+ i arg z:Ujednozna
zni¢ logarytm mo»emy wy
inaj¡
 z pªasz
zyzny zespolonej ªuk ª¡
z¡
yzero z niesko«
zono±
i¡. Standardem jest wy
i�
ie póªprostej ℄ �1; 0℄ i przyj�
iearg z = Arg z 2℄� �; �[. Taki logarytm nazywamy gaª�zi¡ gªówn¡ logarytmu.Funk
ja pot�gowa. �atwy ra
hunek pokazuje, »e exp(log(z)) = z, 
zyli wy-nik nie zale»y od wyboru gaª�zi logarytmu. Funk
j� zade�niujemy podobnie jak wprzypadku rze
zywistym z 7! za = exp(a log(z)): (18.9)Dwie warto±
i logarytmu daj¡ t¡ sam¡ warto±¢ za wtedy i tylko wtedy, gdy i
hró»ni
a 2k�i jest wielokrotno±
i¡ 1a2�i, 
zyli gdy istnieje l takie, »e ka = l. Jest tomo»liwe tylko w przypadku wymiernego a. Je»eli a = mn , gdzie m;n s¡ wzgl�dniepierwsze, to dostajemy warunek l = kmn :Wnioskujemy, »e k musi by¢ wielokrotno±
i¡ n i »e funk
ja za ma w tym przypadkun gaª�zi.18.5. Funk
je holomor�
zne w pier±
ieniu. Rozwini�
ie Laurenta.Sza
owanie 
aªki.Stwierdzenie 18.18. Nie
h � b�dzie zorientowanym ªukiem i nie
h f 2 C(
).Za
hodzi nierówno±¢ ����Z� fdz���� 6 j�j supz2� jf(z)j;gdzie j� j jest 
aªk¡ po � z g�sto±
i ds indukowanej kanoni
zn¡ metryk¡ na R2 .Dow�od: Nie
h 
: [a; b℄! C : t 7! z(t) b�dzie parametryza
j¡ �. MamyZ� fdz = Z ba f(z(t))
0(t)dti st¡d ���� Z� fdz ���� 6 supt2[a;b℄ j f(z(t)) j Z[a;b℄ j 
0(t) j ;ale Z[a;b℄ j 
0(t) j = Z� ds:



18.5. Funk
je holomorfi
zne w pier±
ieniu. Rozwini�
ie Laurenta 73Rozwini�
ie Laurenta.Defini
ja 18.19. Pier±
ieniem (otwartym ) o ±rodku w punk
ie a 2 C , promieniuwewn�trznym r i promieniu zewn�trznym R nazywamy zbiórR(a; r; R) = fz 2 C : r < jz � aj < Rg:Twierdzenie 18.20 (Laurenta). Je»eli funk
ja f jest holomor�
zna w pier±
ie-niu R(a; r; R), to daje si� przedstawi¢ w posta
i szereguf(z) = +1X�1 an(z � a)n; (18.10)przy 
zym an = 12�iZ	j��aj=� f(�)(� � a)n+1 ; (18.11)gdzie r < � < R, a szereg jest zbie»ny niemal jednostajnie i bezwzgl�dnie naR(a; r; R).Dow�od: Nie
h r < r0 < r00 < R00 < R0 < R. Do pier±
ieniadomkni�tego R(a; r0; R0) stosujemy wzór Cau
hy'egof(z) = 12�i Z�R(a;r0;R0) f(�)� � zd�gdzie z 2 R(a; r0; R0). Brzeg pier±
ienia skªada si� z dwó
h okr�gów prze
iwniezorientowany
h. Zatemf(z) = 12�i (Z	j��aj=R0 f(�)� � zd� � Z	j��aj=r0 f(�)� � zd�) :Ale ���� z � a� � a ���� < 1; gdy j � � a j = R0;���� � � az � a ���� < 1; gdy j � � a j = r0:Zatem w ty
h dwó
h przypadka
h mamy1� � z = 1(� � a)(1� (z � a)=(� � a)) = 1X0 (z � a)n(� � a)n+1



74 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJ1� � z = �1(z � a)(1� (� � a)=(z � a)) = � 1X0 (� � a)n(z � a)n+1 :Sza
ujemy dla r00 6 j z j 6 R00:���� f(�) (z � a)n(� � a)n+1 ���� 6M(a;R0) R00nR0n+1���� f(�) (� � a)n(z � a)n+1 ���� 6M(a; r0) r0nr00n+1 :Wynika z ty
h sza
owa«, »e w obu 
aªka
h mo»na wyj±¢ ze znakiem sumy przedznak 
aªki i »e otrzymane szeregi s¡ zbie»ne jednostajnie na R(a; r00; R00). Poniewa»ka»dy zbiór zwarty w R(a; r; R) zawarty jest w pewnym pier±
ieniu domkni�tym,zawartym w R(a; r; R), to szeregi te s¡ zbie»ne niemal jednostajnie. Mamy zatemf(z) = 12�i ( 1X0 (z � a)nZ	j��aj=R0 f(�)(� � a)n+1 d�� 1X0 1(z � a)n+1 Z	j��aj=r0f(�)(� � a)nd�) :Poniewa» Z	j��aj=R0 f(�)(� � a)n+1 d� = Z	j��aj=� f(�)(� � a)n+1 d�Z	j��aj=r0f(�)(� � a)nd� = Z	j��aj=�f(�)(� � a)nd�wi�
, po odpowiednim przenumerowaniu wyrazów w drugim szeregu, otrzymujemytez�.Rozwini�
ie, o którym mówi twierdzenie, nazywa si� rozwini�
iem Laurenta. Odrazu, jak i dla szeregu Taylora, dostajemy sza
owanieStwierdzenie 18.21. Wspóª
zynniki w rozwini�
iu Laurenta maj¡ osza
owaniej an j �n 6M(a; �)dla r < � < R.



18.5. Funk
je holomorfi
zne w pier±
ieniu. Rozwini�
ie Laurenta 75Dow�od: Na mo
y Stwierdzenia 18.18j an j = ����� 12�iZ	j��aj=� f(�)(� � a)n+1 d� ����� 6M(a; �)��n:Zwró¢my uwag� na sz
zególn¡ rol� wspóª
zynnika a�1:a�1 = 12�iZ	j��aj=�f(�)d�;
zyli wspóª
zynnik ten daje warto±¢ 
aªki z funk
ji f po okr�gu j� � aj = �.W przypadku rozwini�
ia funk
ji holomor�
znej w szereg pot�gowy w kole mieli-±my jego jednozna
zno±¢: wspóª
zynniki rozwini�
ia w szereg musiaªy by¢ po
hod-nymi funk
ji rozwijanej w szereg. Podobn¡ jednozna
zno±¢ mamy dla rozwini�
iaLaurenta.Twierdzenie 18.22. Nie
h funk
ja f b�dzie zde�niowana w pier±
ieniu R(a; r; R)jako suma szeregu f(z) = 1X�1 bk(z � a)k: (18.12)Wtedy funk
ja f jest holomor�
zna w tym pier±
ieniu ibk = 12�iZ	j��aj=� f(�)(� � a)k+1 d�;gdzie r < � < R.Dow�od: Jak wiadomo szereg pot�gowy jest zbie»ny niemal jednostajnie. Analo-gi
zne argumenty pokazuj¡, »e szereg Laurenta jest zbie»ny niemal jednostajnie(wraz z po
hodnymi) w pier±
ieniu zbie»no±
i. Wynika st¡d, »e po
hodna sumyszeregu jest sum¡ po
hodny
h. Funk
ja f jest wi�
 holomor�
zna w pier±
ieniuR(a; r; R) jako suma szeregu funk
ji holomor�
zny
h i posiada zatem rozwini�
ieLaurenta f(z) = 1X�1 an(z � a)n;gdzie an = 12�iZ	j��aj=� f(�)(� � a)n+1 d�:Ze wzgl�du na jednostajn¡ zbie»no±¢ szeregu (18.12) mo»emy przej±¢ z 
aªk¡ podznak sumy an = 12�i 1Xk=�1 Z	j��aj=� bk(� � a)n+1�k d�:



76 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJAle Z	j��aj=� 1(� � a)n+1 d� = Z 2�0 i�ne�in'd' = � 0 n 6= 02�i n = 0 ;wi�
 an = bn:Uwaga. Cz�±¢ szeregu Laurenta zawieraj¡
a ujemne pot�gi z � a:�1X�1 bk(z � a)knazywamy 
z�±
i¡ gªówn¡ rozwini�
ia.18.6. Izolowane punkty osobliwe.Zaªó»my, »e funk
ja f jest holomor�
zna w pier±
ieniu R(a; 0; R), a w punk
iea nie jest okre±lona. Mówimy, »e a jest izolowanym punktem osobliwym funk
ji f .Nie
h f(z) = 1X�1 bn(z � a)nb�dzie rozwini�
iem Laurenta w pier±
ieniu R(a; 0; R). Mog¡ za
hodzi¢ trzy przy-padki:(1) bn = 0 dla n < 0. Kªad¡
 f(a) = b0 dostajemy funk
j� holomor�
zn¡ w koleK(a;R). Punkt a nazywamy w tym przypadku regularnym, a osobliwo±¢usuwaln¡.(2) Istnieje N < 0 takie, »e bn = 0 dla n < N i bN 6= 0. Punkt a nazywamybiegunem rz�du N funk
ji f .(3) Cz�±¢ gªówna rozwini�
ia zawiera niesko«
zenie wiele wyrazów ró»ny
h odzera. Mówimy, »e punkt a jest istotnie osobliwy.Przykªady:(1) Funk
ja f(z) = sin zzma izolowany punkt osobliwy w zerze. Rozwini�
ie Laurenta wygl¡da tak:f(z) = 1Xk=0(�1)k z2k(2k + 1)! :Zero jest punktem regularnym. Kªad¡
 f(0) = 1 dostajemy 
aªkowit¡ funk
j�holomor�
zn¡.



18.7. Residuum izolowanego punktu osobliwego 77(2) Funk
ja f(z) = 1zk ma w zerze biegun rz�du k.(3) Funk
ja f(z) = exp�1z� ma rozwini�
ie w oto
zeniu zeraf(z) = 1X0 1k! 1zk ;wi�
 zero jest punktem istotnie osobliwym.(4) Funk
ja f(z) = 1sin(1z )ma w punkta
h ak = 1�k ; k = �1;�2; : : : bieguny rz�du pierwszego, awi�
 zero jest punktem osobliwym, który nie jest izolowany.18.7. Residuum izolowanego punktu osobliwego.Jak ju» zauwa»yli±my w
ze±niej, sz
zególn¡ rol� w rozwini�
iu Laurenta odgrywawspóª
zynnik b�1: b�1 = 12�iZ	j��aj=�f(�)d�:Równo±¢ ta stanowi punkt wy±
ia do metody li
zenia 
aªek: zamiast li
zy¢ 
aªk� poprawej stronie, mo»emy szuka¢ odpowiedniego wspóª
zynnika w rozwini�
iu Lau-renta. Usprawiedliwia to spe
jaln¡ nazw� dla tego wspóª
zynnikaDefini
ja 18.23. Je»eli a jest izolowanym punktem osobliwym funk
ji holomor-�
znej f , to wspóª
zynnik b�1 rozwini�
ia Laurenta w oto
zeniu a nazywamy resi-duum funk
ji f w punk
ie a i ozna
zamy Resa f .Zajmiemy si� teraz sposobem wyzna
zania residuum. Za
znijmy od o
zywistego,wynikaj¡
ego z rozwini�
ia Taylora, stwierdzenia.Stwierdzenie 18.24. Je»eli funk
ja f ma w a zero rz�du k, to funk
ja ta daje si�przedstawi¢ w posta
i f(z) = (z � a)kg(z)gdzie g jest funk
j¡ holomor�
zn¡ i g(a) 6= 0.Dow�od: W oto
zeniu punktu a mamy rozwini�
ie Taylora z bk 6= 0f(z) = 1Xk bn(z � a)n = (z � a)k 1X0 bn+k(z � a)n:



78 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJOba wyst�puj¡
e w tej równo±
i szeregi maj¡ ten sam promie« zbie»no±
i, zatemw pewnym oto
zeniu a mo»na przyj¡
g(z) = 1X0 bn+k(z � a)n:O
zywi±
ie g(a) = bk 6= 0. Poza tym oto
zeniem g(z) = f(z)(z � a)k .Podobnie, korzystaj¡
 z rozwini�
ia Laurenta, mamy dla biegunów:Stwierdzenie 18.25. Je»eli funk
ja f ma w a biegun rz�du k, to f daje si� przed-stawi¢ w posta
i f(z) = (z � a)�kg(z)gdzie g jest funk
j¡ holomor�
zn¡ i g(a) 6= 0.Wnioski.(1) Punkt a jest biegunem rz�du k, je»eli g(z) = (z � a)kf(z) jest funk
j¡ holo-mor�
zn¡ w oto
zeniu a, a jest jej punktem regularnym i limz!a g(z) 6= 0.(2) Punkt a jest biegunem rz�du k funk
ji f wtedy i tylko wtedy, kiedy jest onzerem rz�du k funk
ji 1f .Mo»emy teraz udowodni¢ wzór na residuum w biegunie.Stwierdzenie 18.26. Je»eli a jest biegunem rz�du k funk
ji f , toResa f = 1(k � 1)! limz!a dk�1dzk�1 [(z � a)kf(z)℄: (18.13)Dow�od: Z poprzedni
h stwierdze« funk
ja g(z) = (z � a)kf(z); z 6= a; jest ho-lomor�
zna w oto
zeniu a i regularna w a. Mo»emy j¡ rozszerzy¢ do funk
ji holo-mor�
znej w kole kªad¡
 g(a) = b�k. Funk
ja g ma rozwini�
ie Taylorag(z) = b�k + b�k+1(z � a) + � � �+ b�1(z � a)k�1 + b0(z � a)k + � � � ;gdzie bi s¡ wspóª
zynnikami rozwini�
ia Laurenta funk
ji f . Z jednozna
zno±
i roz-wini�
ia Taylora mamy b�1 = 1(k � 1)! dk�1dzk�1 g(a):Z 
i¡gªo±
i po
hodnej dostajemy tez�.Sz
zególnie prost¡ posta¢ ma wzór na residuum dla biegunów pierwszego rz�du:Res fa = limz!a(z � a)f(z): (18.14)Z ty
h wszystki
h faktów wida¢, »e wa»na jest umiej�tno±¢ rozpoznawania bie-gunów i i
h rz�dów. Bardzo pou
zaj¡
e s¡ poni»sze 
harakterystyki punktów oso-bliwy
h.



18.7. Residuum izolowanego punktu osobliwego 79Stwierdzenie 18.27. Punkt a jest punktem regularnym funk
ji f wtedy i tylkowtedy, gdy istnieje grani
a limz!a f(z).Dow�od: Poªó»my f(a) = limz!a f(z). Wystar
zy teraz pokaza¢, »e tak rozsze-rzona funk
ja f jest holomor�
zna. Z istnienia grani
y wynika, »e w oto
zeniu afunk
ja f jest ograni
zona. Nie
h jf(z)j < M dla z 2 K(a; r). Z osza
owania wspóª-
zynników rozwini�
ia Laurenta mamy jb�nj��n 6 M(a; �) 6 M . Prze
hodz¡
 z� do zera dostajemy b�n = 0, zatem szereg Laurenta nie posiada 
z�±
i gªownej.Funk
ja f jest holomor�
zna.Stwierdzenie 18.28. Punkt a jest biegunem funk
ji f wtedy i tylko wtedy, gdylimz!a jf(z)j =1. (Mówimy te», »e limz!a f(z) =1.)Dow�od: Je»eli a jest biegunem rz�du k, to f(z) = (z � a)�kg(z), gdzie g jestholomor�
zna i g(a) 6= 0.limz!a jf(z)j = jg(a)j limz!a j(z � a)j�k =1:Nie
h teraz limz!a f(z) =1. Zatem w oto
zeniu a nie ma zer i, w konsekwen
ji,funk
ja g = 1f jest w tym oto
zeniu holomor�
zna. Poniewa» ma ona w a grani
�zero, a jest dla niej punktem regularnym. Zatem g rozszerzona o g(a) = 0 jest funk-
j¡ holomor�
zn¡ z zerem rz�du sko«
zonego w a. Z wniosku ze Stwierdzenia 18.24wynika, »e jej odwrotno±¢ (wi�
 f ) ma biegun tego samego rz�du.Stwierdzenie 18.29. Punkt a jest punktem istotnie osobliwym funk
ji f wtedyi tylko wtedy, gdy nie istnieje grani
a limz!a f(z) (sko«
zona lub niesko«
zona).Dow�od: Stwierdzenie jest naty
hmiastowym wnioskiem z dwó
h poprzedni
h.Okazuje si�, »e w tym przypadku mo»emy powiedzie¢ zna
znie wi�
ej.Twierdzenie 18.30 (Weierstra�- Casorati). Nie
h f 2 A(R(a; 0; R)) i nie
ha b�dzie punktem istotnie osobliwym. Dla ka»dej li
zby zespolonej 
 (równie» nie-sko«
zono±
i) istnieje 
i¡g an ! a taki, »e f(an)! 
.Dow�od: Przypu±¢my, »e istnieje 
 2 C odizolowane od warto±
i f na oto
zeniu a.Ozna
za to, »e z ! f(z)� 
 jest funk
j¡ holomor�
zn¡, oddzielon¡ od zera w oto-
zeniu a. Zatem funk
ja g(z) = 1f(z)� 
 te» jest tam holomor�
zna i ograni
zona.Analogi
znie jak w dowodzie Stwierdzenia 18.28 pokazujemy, »e wspóª
zynniki 
z�-±
i gªównej rozwini�
ia Laurenta g s¡ równe zeru. Zatem istnieje pot�ga m > 0taka, »e g(z) = (z�a)mh(z), gdzie funk
ja h jest holomor�
zna, nie znikaj¡
a w a.St¡d f(z) = 
+ (z � a)�m 1h(z) :



80 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJAle 1h jest holomor�
zna w oto
zeniu a (ª¡
znie z a), 
zyli f jest regularna w a(przypadek m = 0) lub ma tam biegun rz�du m(przypadek m > 0).Je»eli z kolei warto±
i f wokóª a s¡ oddzielone od niesko«
zono±
i, to f jest woto
zeniu a ograni
zona. Tak jak poprzednio pokazuje si�, »e 
z�±¢ gªówna szereguLaurenta funk
ji f znika, 
zyli punkt a jest regularny.18.8. Obli
zanie 
aªek metod¡ residuów.Zajmiemy si� teraz prakty
znym wykorzystaniem doty
h
zasowy
h wyników doobli
zania 
aªek.Twierdzenie 18.31 (o residua
h). Nie
h 
 � C b�dzie zbiorem otwartym, a
 � P = [nk=1fakg sko«
zonym zbiorem punktów. Nie
h kontur � b�dzie zoriento-wanym kanoni
znie brzegiem obszaru zwartego D � 
 (� = �D) i nie
h �\P = ;.Wtedy dla ka»dej funk
ji f 2 A(
 n P ) za
hodzi wzórZ� fdz = 2�i Xak2DResak f:Dow�od: Przyjmijmy, »e P \D = fa1; : : : ; amg. Poniewa» �D \ P = ;, to istniej¡dodatnie li
zby rze
zywiste r1; : : : ; rm takie, »e K(ai; ri)\� = ;. Ponadto mo»emy»¡da¢, by K(ai; ri) \ K(aj ; rj) = ; dla i 6= j. Do obszaru V = D n [mi=1K(ai; ri)stosujemy twierdzenie Cau
hy'ego i dostajemy0 = Z�V fdz = Z�D fdz � mXi=1 Z	jz�aij=rifdz(znak minus wynika z orienta
ji). ZatemZ�D fdz = mXi=1 Z	jz�aij=rifdz:Z de�ni
ji residuum Z	jz�aij=rifdz = 2�iResai ;wi�
 Z� fdz = 2�i Xak2DResak f:Zwró¢my tu uwag�, »e sz
zególnym przypadkiem tego twierdzenia jest wzór 
aª-kowy Cau
hy'ego (Twierdzenie 18.9). W wielu sytua
ja
h po»yte
zny jest



18.8. Obli
zanie 
aªek metod¡ residuów 81Lemat 18.32. Nie
h funk
ja f ma w a biegun pierwszego rz�du. Wów
zas 
aªka zf po zorientowanym kanoni
znie (prze
iwnie do ru
hu wskazówek zegara) kawaªkuokr�gu o ±rodku w a, promieniu " i zawartego w sektorze o wymiarze k¡towym Ad¡»y, przy "! 0, do AiResa f .Dow�od: Ozna
zmy przez L" zorientowany kanoni
znie kawaªek okr�gu zawarty wdanym sektorze. Nie
h w parametryza
ji z 7! a + "ei' sektor ten b�dzie zawartymi�dzy k¡tami � i �. MamyZL" fdz = Z �� i"ei'f(a+ "ei')d':Poniewa» f ma w a biegun pierwszego rz�du, toResa f = limz!a(z � a)f(z) = lim"!0 "ei'f(a+ "ei')i zbie»no±¢ ta jest jednostajna ze wzgl�du na '. St¡dZL" fdz �!"!0 i(� � �) Resa f:18.8.1. Typowe 
aªki.Caªki typu J = R 2�0 Q(sinx; 
osx)dx, gdzie Q jest funk
j¡ wymiern¡ dwó
hzmienny
h, 
i¡gª¡ na okr�gu jednostkowym.Podstawiamy z = exp(ix) i dostajemysinx = 12i(z � 1z ); 
osx = 12(z + 1z ); dx = 1izdz:Caªkowanie po od
inku [0:2�℄ prze
hodzi na 
aªk� po okr�gu jednostkowym:J = Z	jzj=1 1ziQ�z � 1=z2i ; z + 1=z2 � dza st¡d J = 2�i Xjzj<1Resz 1ziQ�z � 1=z2i ; z + 1=z2 �Caªki typu J = R1�1Q(x)dx, gdzie Q jest funk
j¡ wymiern¡ oraz(1) Q nie ma biegunów na osi rze
zywistej,(2) limjzj!1 zQ(z) = 0.



82 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJCaªkujemy funk
j� z 7! Q(z) po konturze � jak na rysunku,
�R Rprzy 
zym R jest tak du»e, by bieguny funk
ji Q z górnej póªpªasz
zyzny (jest i
hsko«
zona li
zba, bo funk
ja Q jest wymierna) znalazªy si� wewn¡trz póªokr�gu.Dostajemy Z	�Qdz = Z R�RQ(x)dx+ ZCR Q(z)dzgdzie CR jest górnym póªokr�giem. Z twierdzenia o residua
hZ	�Qdz = 2�i Xim z>0Resz Q;a poniewa» ���� ZCR Qdz ���� 6M(Q; 0; R)�R �!R!1 0;to w grani
y R!1 dostajemyZ 1�1Qdx = 2�i Xim z>0Resz Q:Uwagi:(1) Caªkowanie po górnym póªokr�gu mo»na zast¡pi¢ 
aªkowaniem po dolnympóªokr�gu.(2) Metod� powy»sz¡ mo»na zastosowa¢ do obli
zenia 
aªki z wielomianu parzy-stego (Q(x) = Q(�x)) w grani
a
h od 0 do 1.Caªki typu J = R1�1Q(x) exp(iax)dx, gdzie Q jest funk
j¡ wymiern¡ oraz(1) a 6= 0,(2) Q nie ma biegunów na osi rze
zywistej,(3) limjzj!1Q(z) = 0



18.8. Obli
zanie 
aªek metod¡ residuów 83Kontur 
aªkowania dobieramy w zale»no±
i od znaku a. Je»eli a > 0, to kontur
aªkowania jest jak w poprzednim przykªadzie. Je»eli a < 0, to kontur 
aªkowaniajest jak na rysunku �R R
Podstaw¡ do obli
zenia powy»szej 
aªki jestLemat 18.33 (Jordana). Nie
h f b�dzie funk
j¡ 
i¡gª¡, okre±lon¡ w górnej (dol-nej) póªpªasz
zy¹nie. Je»eli limz!1 f(z) = 0, tolimR!1 ZCR eiazf(z)dz = 0gdzie CR jest górnym póªokr�giem o promieniu R je»eli a > 0 lub dolnym, je»elia < 0.Dow�od: Dla ustalenia uwagi zajmijmy si� przypadkiem a > 0. Nie
h z = Rei',wów
zas ���� ZCR eiazf(z)dz ���� 6 sup06'6� �� f(Rei') �� Z �0 Re�aR sin(')d':Z wypukªo±
i funk
ji sinus w przedziale [0; �℄ mamy 2'=� 6 sin(') dla 0 6 ' 6 �=2,wi�
Z �0 Re�aR sin(')d' = 2 Z �=20 Re�aR sin(')d'6 2 Z �=20 Re�aR 2'� d' = �a (1� e�aR) 6 �a :Z zaªo»enia o funk
ji f dostajemy���� ZCR eiazf(z)dz ���� 6 �a sup06'6� �� f(ei') �� �!R!1 0:



84 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJKorzystaj¡
 z lematu Jordana mamy dla a > 0Z	�Q(z)eiazdz = Z R�RQ(x)eiaxdx+ ZCR Q(z)eiazdz �!R!1 Z 1�1Q(x)eiaxdx:St¡d J = 2�i Xim z>0Resz(eaizQ(z)):W przypadku a < 0 dostaniemyJ = �2�i Ximz<0Resz(eaizQ(z)):Caªki typu J = R10 xa�1Q(x)dx, gdzie Q jest funk
j¡ wymiern¡ oraz(1) a jest li
zb¡ rze
zywist¡, a 6= 0;�1;�2; : : : ;(2) Q nie ma biegunów na dodatniej póªosi rze
zywistej,(3) limjzj!1 zaQ(z) = 0,(4) limz!0 zaQ(z) = 0.Funk
ja z ! zb jest zde�niowana przezzb = eb log z:Poniewa» logarytm jest funk
j¡ niejednozna
zn¡, wi�
 zb te» na ogóª jest niejed-nozna
zna. Ujednozna
zni¢ j¡ mo»emy wy
inaj¡
 (na przykªad) póªo± rze
zywist¡i wybieraj¡
 w pierwszej ¢wiart
e gaª¡¹ gªówn¡ logarytmu. Funk
ja za�1Q(z) jestwi�
 jednozna
zna wewn¡trz konturu
BAC D

Przyjmijmy, »e punkty A, B, C, D le»¡ na osi rze
zywistej. Mamy zatem na od
inkuAB xb = eb log x



18.8. Obli
zanie 
aªek metod¡ residuów 85a na od
inku DC xb = eb log x+b2�i:St¡dZ	�za�1Q(z)dz == Z R" xa�1Q(x)dx+Z	SRza�1Q(z)dz�Z R" xa�1e(a�1)2�iQ(x)dx+Z�S"za�1Q(z)dz:Z zaªo»e« (3) i (4) wynika, »e 
aªki po okr�ga
h d¡»¡ do zera przy "! 0 i R!1i w grani
y dostajemy(1� e2�(a�1)i)J = 2�iXz Resz(za�1Q):Przy speªnionym warunku (1) mo»emy z tej równo±
i obli
zy¢ J .Caªki typu J = R10 Q(x)dx, gdzie Q jest funk
j¡ wymiern¡ oraz(1) Q nie ma biegunów na dodatniej póªosi rze
zywistej,(2) limjzj!1 zQ(z) = 0,Bierzemy kontur jak w poprzednim punk
ie i 
aªkujemy funk
j�z ! Q(z) log z:Z de�ni
ji logarytmu dostajemy naty
hmiast, »elimz!0 z log z = 0;i w konsekwen
ji 
aªka po maªym okr�gu znika w grani
y " ! 0. Warunek (2)ozna
za, »e w funk
ji Q(z) = W (z)V (z) stopie« wielomianu W jest mniejszy o 
onajmniej 2 od stopnia wielomianu V . Wynika st¡d, »elimz!1 z log zQ(z) = 0;zatem 
aªka po du»ym okr�gu znika w grani
y R!1. Otrzymujemy wi�
Z 10 logxQ(x)dx� Z 10 (log x+ 2�i)Q(x)dx = 2�iXz Resz(log zQ(z))i st¡d Z 10 Q(x)dx = �Xz Resz(Q(z) log z):



86 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJCaªki typu J = R10 logxQ(x)dx; J = R10 Q(x)dx, gdzie Q jest funk
j¡ wy-miern¡ oraz(1) Q nie ma biegunów na dodatniej póªosi rze
zywistej,(2) limjzj!1 zQ(z) = 0,(3) Q(x) jest rze
zywiste dla x rze
zywisty
h.Bierzemy kontur jak w dwó
h poprzedni
h przykªada
h i 
aªkujemy funk
j�z ! Q(z)(log z)2:Z de�ni
ji logarytmu limz!0 z(log z)2 = 0;i w konsekwen
ji 
aªka po maªym okr�gu znika w grani
y "! 0. Jak w poprzednimprzykªadzie zauwa»amy, »e stopie« wielomianu W jest mniejszy o 
o najmniej 2 odstopnia wielomianu V . Wynika st¡d, »elimz!1 z(log z)2Q(z) = 0;i w konsekwen
ji 
aªka po du»ym okr�gu znika w grani
y R ! 1. OtrzymujemyzatemZ 10 (logx)2Q(x)dx� Z 10 (log x+ 2�i)2Q(x)dx = 2�iXz Resz(log z)2Q(z):Ostate
znie, porównuj¡
 
z�±
i urojone obu stron, dostajemyZ 10 logxQ(x)dx = �12 ReXz Resz(Q(z)(log z)2):Porównuj¡
 
z�±
i rze
zywiste dostajemy nowy wzór na 
aªk� R10 Q(x)dxZ 10 Q(x)dx = � 12� ImXz Resz(Q(z)(log z)2):Pami�ta¢ tu nale»y o zaªo»eniu rze
zywisto±
i funk
ji Q.Caªki typu J = R ba (x� a)p(b� x)qQ(x)dx, gdzie li
zby p; q i funk
ja wymiernaQ speªniaj¡ nast�puj¡
e warunki:(1) p+ q jest li
zb¡ 
aªkowit¡,(2) a; b 2 R,(3) Q nie ma biegunów na od
inku [a; b℄.



18.8. Obli
zanie 
aªek metod¡ residuów 87Rozwa»amy 
aªk� z funk
ji (z � a)p(b� z)qQ(z) po konturze � jak na rysunku
a b

Poka»emy najpierw, »e wewn¡trz konturu funk
ja (z�a)p(b�z)q jest jednozna
zn¡funk
j¡ holomor�
zn¡. W tym 
elu rozpatrzmy odwzorowaniez 7! h(z) = z � ab� z : (18.15)h przeksztaª
a w sposób wzajemnie jednozna
zny pªasz
zyzn� C n fbg w C n f�1g.Odwzorowanie odwrotne jest, jak ªatwo sprawdzi¢, zadane wzoremz 7! h�1(z) = bz + az + 1 : (18.16)Ponadto od
inek [a; b[ jest przeksztaª
any na póªprost¡ rze
zywist¡ [0;1[.Przeksztaª¢my teraz funk
j� (wielozna
zn¡)(z � a)p(b� z)q = �z � ab� z�p (b� z)p+q = (h(z))p(b� z)p+q ;ale p+q jest li
zb¡ 
aªkowit¡, wi�
 (b�z)p+q jest funk
j¡ jednozna
zn¡. Wystar
zyteraz pokaza¢, »e hp jest funk
j¡ jednozna
zn¡ w rozwa»anym obszarze.Wy
i�
ie z C od
inka [a; b℄ odpowiada wy
i�
iu póªprostej [0;1[ w zbiorze war-to±
i funk
ji h, a wiadomo, »e na zbiorze C n [0;1[ funk
ja logarytm mo»e by¢okre±lona jednozna
znie. Wybierzmy gaª¡¹ gªówn¡ logarytmu. Jednozna
zno±¢ lo-garytmu ozna
za jednozna
zno±¢ funk
ji pot�gowy
h, zatem na C n [a; b℄ funk
ja�z � ab� z�p jest, przez wybór logarytmu, okre±lona jednozna
znie. W konsekwen
ji,funk
ja (z � a)p(b � z)qQ(z) jest okre±lona jednozna
znie i ma w C n [a; b℄ tylkobieguny i punkty regularne. Do konturu � mo»emy zastosowa¢ teraz twierdzenie oresidua
h i w ten sposób obli
zy¢ 
aªk�



88 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJZ�(z � a)p(b� z)qQ(z)dz:Poniewa» funk
ja pod
aªkowa d¡»y do zera przy z ! a; b, to 
aªki po maªy
hokr�ga
h d¡»¡ do zera, przy promieniu d¡»¡
ym do zera. Caªka po górnej ÿkªad
e"d¡»y do J , a 
aªka po dolnej kªad
e d¡»y do (uwaga na logarytm!) �e2p�iJ . Zeznajomo±
i 
aªki po du»ym okr�gu wynika wi�
 znajomo±¢ 
aªki J . Caªk� po du»ymokr�gu mo»emy sza
owa¢ (jak poprzednio), o ile podejrzewamy, »e jest równa zero.Mo»na te» li
zy¢ j¡ znajduj¡
 residuum w niesko«
zono±
i funk
ji pod
aªkowej, aleo tym za 
hwil�.18.9. Residuum w 1. Sfera Riemanna.Spróbujmy doª¡
zy¢ do naszy
h rozwa»a« punkt w niesko«
zono±
i p1. Nie
hC = C [ p1. Baz¡ oto
ze« punktu p1 s¡ zbiory C n K(0;R). Z tak okre±lon¡topologi¡ zbiór C [ fp1g jest homeomor�
zny sferze dwuwymiarowej S2. Dlategozbiór ten nazywamy sfer¡ Riemanna. Wprowad¹my na sferze Riemanna dwa ukªadywspóªrz�dny
h �1: C n fp1g = C ! C : z 7! zi �2: C n f0g ! C : z ! � 1z dla z 6= p10 dla z = p1 :Wspóln¡ dziedzin¡ obu ukªadów wspóªrz�dny
h jest C n f0g i ��11 Æ �2(z) = 1z jestfunk
j¡ holomor�
zn¡, wi�
 mo»na mówi¢ o funk
ja
h holomor�
zny
h na sferzeRiemanna oraz o odwzorowania
h holomor�
zny
h sfery Riemanna w siebie (podob-nie jak mo»na mówi¢ o odwzorowania
h ró»ni
zkowalny
h mi�dzy powierz
hniami).W sz
zególno±
i, je»eli f : C ! C jest funk
j¡ holomor�
zn¡, to jej ograni
zenie doC jest funk
j¡ 
aªkowit¡ i ograni
zon¡ (f jest funk
j¡ 
i¡gª¡ na zbiorze zwartym C ).Z Twierdzenia Liouville'a jest funk
j¡ staª¡. Jedynymi funk
jami holomor�
znymina sferze Riemanna s¡ wi�
 funk
je staªe. Podobnie, je»eli funk
j¡ f : C ! C z izolo-wanymi punktami osobliwymi ma przedªu»enie do funk
ji holomor�
znej �f : C ! C ,to punkty osobliwe funk
ji f s¡ biegunami.Niesko«
zono±¢ jest, z de�ni
ji, punktem osobliwym ka»dej funk
ji holomor�
z-nej (funk
ja holomor�
zna nie jest okre±lona w niesko«
zono±
i). Przypu±¢my, »ejest to izolowany punkt osobliwy. Klasy�kujemy jak w przypadku inny
h punktówosobliwy
h:(1) p1 jest regularnym punktem osobliwym funk
ji f je»eli istnieje grani
alimz!1 f(z) 2 C ,(2) p1 jest biegunem, je»eli limz!1 f(z) =1,(3) p1 jest punktem istotnie osobliwym w pozostaªy
h przypadka
h.B�dziemy pisa¢ zamiennie p1 i 1.



18.10. Funk
je meromorfi
zne 89Defini
ja 18.34. Residuum w 1 funk
ji f (je»eli jest izolowanym punktem oso-bliwym) nazywamy 
aªk� Res1 = 12�iZ�jzj=Rfdz: (18.17)dla dostate
znie du»ego R.Zwró¢my uwag� na kierunek 
aªkowania!Dla uzyskania efektywny
h wzorów dokonajmy transforma
ji ': C ! C :'(z) =8><>: 0 dla z =11z dla z 6= 0;11 dla z = 0i rozpatrzmy funk
j� g = f Æ ': Zero jest izolowanym punktem osobliwym funk
jig, ma zatem rozwini�
ie Laurentag(z) = 1X�1 anzn:St¡d rozwini�
ie wokóª niesko«
zono±
i funk
ji ff(z) = 1X�1 an 1zn :Mamy an = 12�iZ	jzj=1=R g(z)zn+1 dz:Dokonuj¡
 zamiany zmienny
h z ! 1z dostajemyan = �12�iZ�jzj=Rf(z)zn+1z2 dz(kierunek 
aªkowania!) i ostate
znie,an = 12�iZ	jzj=Rf(z)zn�1dz:Mamy st¡d wzór na residuum w niesko«
zono±
iRes1 f = �a1:18.10. Funk
je meromor�
zne.Z poprzedni
h 
z�±
i wykªadu wida¢ sz
zególn¡ rol� biegunów w teorii funk
jiholomor�
zny
h. Usprawiedliwia to wprowadzenia osobnego terminu dla funk
ji,której jedynymi punktami osobliwymi s¡ bieguny.



90 18. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ ZESPOLONEJDefini
ja 18.35. Funk
j¡ meromor�
zn¡ w obszarze 
 � C nazywamy funk
j�,której jedynymi punktami osobliwymi w 
 s¡ bieguny.Zbiór funk
ji meromor�
zny
h w 
 ozna
zamy M(
).Uwaga. Funk
j� meromor�
zn¡ mo»emy traktowa¢ jako odwzorowanie (funk
j�)holomor�
zne o warto±
ia
h w sferze Riemanna.Stwierdzenie 18.36. Zbiór M(
) jest przestrzeni¡ wektorow¡, a ponadto(1) Je»eli f; g 2M(
), to f � g 2M(
).(2) Je»eli f; g 2 M(
) i g nie jest funk
j¡ zerow¡ na skªadowy
h spójny
h 
, tofg 2M(
).Przykªad: Funk
ja wymierna jest funk
j¡ meromor�
zn¡ na 
aªym C .Ze stwierdzenia tego wynika, »e zbiórM(
) z dziaªaniami dodawania i mno»eniajest 
iaªem w przypadku spójnego 
!Stwierdzenie 18.37. Je»eli f 2 M(
), to f 0 2 M(
). Je»eli f ma w a 2 
 zerorz�du k, to f 0 ma tam zero rz�du k � 1. Je»eli f ma w a biegun rz�du k, to f 0 maw a biegun rz�du k + 1.Dow�od: Je»eli f ma w a zero rz�du k, to f(z) = (z � a)kg(z), gdzie g jest mero-mor�
zna, regularna w a i g(a) 6= 0. st¡df 0(z) = (z � a)k�1(kg(z) + (z � a)g0(z)):Poniewa» (kg(z) + (z � a)g0(z))jz=a 6= 0, wi�
 f 0 ma w a zero rz�du k � 1.Je»eli f ma w a biegun rz�du k, to f(z) = (z � a)�kg(z); gdzie g jest jak po-przednio. St¡d f 0(z) = (z � a)�k�1(�kg(z) + (z � a)g0(z)):Z tego stwierdzenia wynika prosty wniosek.Wniosek. Nie
h f 2M(
). Je»eli f ma w a 2 
 zero rz�du k, to f 0=f ma tambiegun pierwszego rz�du z residuum k. Je»eli f ma w a biegun rz�du k, to f 0=f maw a biegun rz�du pierwszego z residuum �k.Dow�od: Je»eli dla pewnego 
aªkowitego k mamy f(z) = (z� a)kg(z), gdzie g jestholomor�
zna w oto
zeniu a i g(a) 6= 0, tof 0f (z) = k 1z � a + g0(z)g(z) :Drugi skªadnik jest funk
j¡ holomor�
zn¡ w oto
zeniu a, wi�
 pierwszy skªadnikstanowi 
z�±¢ gªówn¡ rozwini�
ia Laurenta wokóª a. Punkt ten jest zatem biegunemrz�du pierwszego dla k 6= 0 i Resa f 0f = k:Korzystaj¡
 z twierdzenia o residua
h dla funk
ji f 0=f dostajemy



18.10. Funk
je meromorfi
zne 91Twierdzenie 18.38 (wzór na li
zb� zer i biegunów). Nie
h f 2 M(
) b�-dzie ró»na od funk
ji zerowej i nie
h 
 b�dzie obszarem spójnym. Je»eli D � 
 jestzwartym obszarem z brzegiem takim, »e �D nie zawiera zer ani biegunów funk
jif , to 12�iZ	�D f 0f dz = Nz �Np;gdzie Nz jest sum¡ krotno±
i zer funk
ji f le»¡
y
h w D, a Np sum¡ rz�dów biegu-nów funk
ji f le»¡
y
h w D.I jesz
ze dwa wnioski ze wzoru na li
zb� zer i biegunów.Twierdzenie 18.39 (Rou
h�e). Nie
h 
 i D b�d¡ jak w poprzednim twierdzeniu,a f; g nie
h b�d¡ funk
jami holomor�
znym na 
 takimi, »e(1) f(z) 6= 0 dla z 2 �D,(2) j g(z) j < j f(z) j dla z 2 �D.Wtedy funk
ja f +g ma w D tyle zer (li
zony
h z krotno±
iami), ile ma i
h funk
jaf .Dow�od: Nie
h 0 6 a 6 1. Rozwa»my 
aªk� z parametremN(a) = 12�iZ	�D f 0 + ag0f + ag dz:Z (2) wynika, »e 
aªka ta jest dobrze okre±lona. Z twierdze« o 
aª
e z parametremmamy, »e funk
ja N jest 
i¡gªa. Ale z twierdzenia o li
zbie zer i biegunów przyjmujeone warto±
i 
aªkowite, wi�
 jest staªa. Poniewa» funk
ja f + ag nie ma biegunów,wi�
 N(0) jest li
zb¡ zer funk
ji f , a N(1) li
zb¡ zer funk
ji f + g.Wniosek 18.40 (podstawowe twierdzenie algebry). Wielomian n-tego stop-nia W (z) = anzn + � � �+ a1z + a0ma w C n pierwiastków (z krotno±
iami).Dow�od: Nie
h f(z) = anzn; g(z) = an�1zn�1 + � � �+ a1z + a0:Je»eli we»miemy dostate
znie du»e R, toj anzn j > ����� n�1X0 akzk ����� dla jzj = R:Z twierdzenia Rou
h�e wielomian W = f + g ma w kole K(0;R) tyle samo pier-wiastków (li
zony
h z krotno±
iami ) 
o f , wi�
 n.



Rozdzia l 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJAFOURIERA19.1. Przestrze« funk
ji próbny
h.Nie
h 
 � Rn b�dzie otwartym obszarem. Funk
jami próbnymi na 
 nazywa¢b�dziemy funk
je gªadkie o warto±
ia
h zespolony
h i o no±niku zwartym, zawartymw 
. Przestrze« wektorow¡ taki
h funk
ji ozna
zamy C10 (
; C ). Wprowadzimyteraz (zamiast topologii) poj�
ie zbie»no±
i funk
ji próbny
h.Defini
ja 19.1. Powiemy, »e 
i¡g ('n) funk
ji próbny
h jest zbie»ny do funk
jipróbnej ', je»eli(1) istnieje zbiór zwarty K � 
 taki, »e no±nik 'n jest zawarty w K dla wszyst-ki
h n,(2) funk
je 'n oraz i
h po
hodne 
z¡stkowe wszystki
h rz�dów s¡ zbie»ne jed-nostajnie do ' (i jej po
hodny
h).Przestrze« funk
ji próbny
h z tak okre±lon¡ zbie»no±
i¡ ozna
za¢ b�dziemyD(
).W sposób o
zywisty wprowadzamy poj�
ie 
i¡gu Cau
hy'ego funk
ji próbny
h: wy-star
zy zamieni¢ warunek (2) w de�ni
ji zbie»no±
i na warunek, »e po
hodne 
z¡st-kowe tworz¡ 
i¡gi Cau
hy'ego w normie jednostajnej. Z zupeªno±
i przestrzeni funk-
ji ró»ni
zkowalny
h na zbiorze zwartym wzgl�dem metryki jednostajnej wynika,»e ka»dy 
i¡g Cau
hy'ego w D(
) jest zbie»ny.Nie
h � = (�1; : : : ; �n) b�dzie wielowska¹nikiem, gdzie �i 2 N [ f0g. Jego dªu-go±
i¡ nazywamy li
zb� j�j = P�i. Dla ustalonego zbioru zwartego K � 
 i dlali
zby l 2 N [ f0g wprowadzimy póªnorm� k kK;l na przestrzeni funk
ji gªadki
hk' kK;l = Xj�j6l supK jD�'(x) j ; D� = � ��x1��1 � � �� ��xn��n (19.1)Poj�
ie zbie»no±
i w D(
) mo»na sformuªowa¢ tak: 
i¡g ('n) jest zbie»ny do zeraw D(
), je»eli dla pewnego zwartego K � 
 mamy supp'n � K i dla ka»dego lk'n kK;l ! 0:Ci¡g jest zbie»ny do ', je»eli 
i¡g ('n � ') jest zbie»ny do zera.Je»eli mamy dwa obszary 
0 � 
, to mamy te» 
i¡gªe wªo»enieD(
0) � D(
);polegaj¡
e na rozszerzeniu funk
ji ' 2 D(
0) zerem:'(x) = 0; dla x 2 
 n
0:Uwaga: Istnienie funk
ji gªadki
h o zwartym no±niku byªo omawiane przy okazji
aªkowania form (ró»ni
zkowalny rozkªad jedno±
i).92



19.2. Dystrybu
je. Podstawowe wªasno±
i 9319.2. Dystrybu
je. Podstawowe wªasno±
i.Defini
ja 19.2. Dystrybu
j¡ na 
 nazywamy odwzorowanie C -liniowe i 
i¡gªe zD(
) w li
zba
h zespolony
h C , tzn. dla 
i¡gu funk
ji próbny
h 'n, zbie»nego wprzestrzeni D(
) do zera, 
i¡g warto±
i jest te» zbie»ny do zera.Dystrybu
je tworz¡ przestrze« wektorow¡ ozna
zan¡ D 0(
).Z de�ni
ji wynika, »e dystrybu
ja jest wyzna
zona jednozna
znie przez swojewarto±
i na funk
ja
h o warto±
ia
h rze
zywisty
h.Przykªady:(1) Nie
h a 2 
. OdwzorowanieD(
) 3 ' 7! '(a) 2 Cjest dystrybu
j¡ ozna
zan¡ Æa (delta Dira
a). Podobnie, dystrybu
j¡ jestodwzorowanie (dla ustalonego e 2 Rn )D(
) 3 ' 7! re'(a) 2 C :(2) Nie
h n b�dzie g�sto±
i¡ skalarn¡ na 
. OdwzorowanieD(
) 3 ' 7! Z
 'njest dystrybu
j¡ ozna
zan¡ Tn.(3) W Rn mamy kanoni
zny ilo
zyn skalarny, wi�
 i kanoni
zn¡ g�sto±¢ n = dnx.Funk
ja f , lokalnie 
aªkowalna na 
, wyzna
za dystrybu
j�Tf = TfnTak¡ dystrybu
j� nazywamy regularn¡.(4) Zbiór mierzalny D � 
 te» zadaje dystrybu
j�D(
) 3 ' 7! ZD ';ozna
zan¡ TD. O
zywistym jest, »e TD = T�D , gdzie �D jest funk
j¡ 
ha-rakterysty
zn¡ zbioru D.Warunek 
i¡gªo±
i w de�ni
ji dystrybu
ji mo»na sformuªowa¢ tak:



94 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAStwierdzenie 19.3. Funk
jonaª liniowy T na D(
) jest 
i¡gªy wtedy i tylkowtedy, gdy dla ka»dego zwartego K � 
 istnieje l i li
zba 
(K) takie, »e dla funk
ji' 2 D(
), speªniaj¡
ej warunek supp' � K mamyjT (')j 6 
(K)k'kK;l: (19.2)Dow�od: O
zywiste, »e warunek (19.2) jest wystar
zaj¡
y. Poka»emy jego konie
z-no±¢. Przypu±¢my bowiem, »e osza
owanie (19.2) nie za
hodzi. Ozna
za to, »e,przy pewnym K, dla ka»dego k istnieje funk
ja 'k 2 D(
), supp'k � K i taka,»e T ('k) = 1 i k'kkK;k 6 1k . Z de�ni
ji póªnorm wida¢, »e k > l implikujek'kK;k > k'kK;l. Zatem dla k > l mamyk'kkK;l 6 'kkK;k 6 1ki st¡d k'kkK;l ! 0dla ka»dego l. Ci¡g 'k jest zbie»ny do zera w D(
), wi�
 funk
jonaª T nie jest
i¡gªy. Sprze
zno±¢.Je»eli l mo»na wybra¢ wspólne dla wszystki
h K, to mówimy, »e dystrybu
ja jestrz�du sko«
zonego. Najmniejsze takie l nazywamy rz�dem dystrybu
ji. Dystrybu
jerz�du zerowego nazywamy miarami Radona. Przykªadem jest delta Dira
a. �atwosprawdzi¢, »e dystrybu
ja na RT (') = 1X0 Æk(Dk(')) = 1Xo Dk'(k)jest rz�du niesko«
zonego.19.2.1. Wªasno±¢ lokalno±
i dystrybu
ji.Defini
ja 19.4. Mówimy, »e dystrybu
ja T 2 D 0(
) jest równa zeru na otwartymzbiorze O � 
, je»eli T (') = 0 dla ' 2 D(O) � D(
).Je»eli ró»ni
a dwó
h dystrybu
ji jest równa zeru na O, to mówimy, »e s¡ onerówne na O.Twierdzenie 19.5 (zasada sklejania dystrybu
ji). Nie
h 
 = Si2I Oi b�-dzie pokry
iem zbiorami otwartymi. Nie
h (Ti 2 D 0(Oi)) b�dzie rodzin¡ dystrybu
jitak¡, »e Ti = Tj na Oi \ Oj dla ka»dej pary i; j 2 I . Wów
zas istnieje dokªadniejedna dystrybu
ja T 2 D 0(
) taka, »e T = Ti na Oi.



19.2. Dystrybu
je. Podstawowe wªasno±
i 95Dow�od: Nie
h ( i)i2I b�dzie rozkªadem jedno±
i stowarzyszonym z pokry
iem(Oi). Zde�niujemy T wzorem T (') =Xi Ti( i'):Wzór ten okre±la odwzorowanie liniowe i 
i¡gªe (na zbiorze zwartym suma staje si�sko«
zon¡, a ze zbie»no±
i ('n) wynika zbie»no±¢ ( i'n)) na D(
), wi�
 dystrybu-
j�. Je»eli ' 2 D(Oi), to  j' 2 D(Oi \ Oj) i st¡dT (') =Xj Tj( j') =Xj Ti( j') = Ti(Xj  j') = Ti('):Wyka»emy teraz jednozna
zno±¢: Je»eli T 2 D 0(
) i dla ka»dego i 2 I oraz ka»dejfunk
ji próbnej ' 2 D(Oi) mamy T (') = 0, to bior¡
 dowolne ' 2 D(
) mamyT (') = T (Xi  i') =Xi T ( i') = 0:Wyj±
ie z sum¡ przed znak dystrybu
ji byªo mo»liwe, bo no±nik ' jest zwarty iw konsekwen
ji tylko sko«
zona li
zba funk
ji  i' jest ró»na od zera (wynika to zlokalnej sko«
zono±
i rozkªadu jedno±
i).Twierdzenie powy»sze mówi, »e dystrybu
ja jest okre±lona przez swoje lokalneza
howanie.Mo»emy teraz zde�niowa¢ no±nik dystrybu
ji.Defini
ja 19.6. No±nikiem dystrybu
ji T nazywamy najmniejszy domkni�ty (w
) zbiór, poza którym T jest równe zeru. No±nik ozna
zamy T lub suppT .19.2.2. Dystrybu
je o zwartym no±niku. O
zywiste, »e zbiór dystrybu
ji ozwartym no±niku jest podprzestrzeni¡ wektorow¡ przestrzeni D 0(
). Przestrze« t¡s
harakteryzujemy w nie
o odmienny sposób. Ozna
zmy najpierw przez E (
) prze-strze« C1(
; C ), ze zbie»no±
i¡ niemal jednostajn¡ funk
ji wraz ze wszystkimipo
hodnymi. O
zywi±
ie D(
) � E (
) i wªo»enie jest 
i¡gªe (tzn. 
i¡g funk
jipróbny
h, zbie»ny w D(
) jest równie» zbie»ny w E (
)). Zatem funk
jonaª liniowyi 
i¡gªy na E (
), ob
i�ty do D(
), jest dystrybu
j¡. Mamy wi�
 odwzorowanieliniowe �:E 0(
)! D 0(
):Nale»y tu zwró
i¢ uwag� na to, »e mamy do 
zynienia z przestrzeniami wymiaruniesko«
zonego i intui
je wyniesione z kursu algebry mog¡ by¢ zawodne. W sz
zegól-no±
i, odwzorowanie dualne do injek
ji nie musi by¢ surjek
j¡. Je»eli obraz wªo»enialiniowego i 
i¡gªego jest g�sty, to odwzorowanie dualne te» jest wªo»eniem i jegoobraz jest zbiorem g�stym. Tak jest w naszym przypadku, o 
zym w poni»szymstwierdzeniu.



96 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAStwierdzenie 19.7. Dystrybu
ja T 2 D 0(
) ma zwarty no±nik wtedy i tylkowtedy, gdy jest funk
jonaªem 
i¡gªym na E (
), tzn. T = �(L) dla pewnego L 2E 0(
). L jest wyzna
zony jednozna
znie (� jest injek
j¡).Dow�od: Nie
h T b�dzie dystrybu
j¡ o zwartym no±niku i nie
h T = K. Z twierdze-nia o ró»ni
zkowalnym rozkªadzie jedno±
i istnieje funk
ja  2 D(
), równa jedenw pewnym oto
zeniu K. Z de�ni
ji no±nika dystrybu
ji wynika, »e T (') = T ( ')dla dowolnej funk
ji ' 2 D(
). Okre±lmy teraz funk
jonaª L na E (
) wzoremL(') = T ( '):O
zywistym jest, »e funk
jonaª ten jest 
i¡gªy, nie zale»y od wyboru  i ob
i�ty doD(
) jest dystrybu
j¡ T .Z drugiej strony, nie
h L 2 E 0(
). Poka»emy, »e odpowiadaj¡
a mu dystrybu
ja�(L) = T 2 D 0(
) ma zwarty no±nik. Przypu±¢my bowiem, »e no±nik T nie jestzwarty. Istnieje zatem 
i¡g (xn); xn 2 T nie posiadaj¡
y punktu skupienia w 
 (tozna
zy, w ka»dym zbiorze zwartym mamy tylko sko«
zon¡ li
zb� wyrazów 
i¡gu).Mo»emy przyj¡¢, »e w 
i¡gu nie ma dwó
h taki
h samy
h punktów. Istnieje zatem
i¡g kul K(xn; rn) w 
, parami rozª¡
zny
h (K(xi; ri) \K(xj ; rj) = ; dla i 6= j) itaki
h, »e rn ! 0. Poniewa» xn 2 T , wi�
 istniej¡ funk
je 'n 2 D(K(xn; rn)) takie,»e T ('n) = 1. Nie
h K � 
 b�dzie zbiorem zwartym. Poniewa» 
i¡g (xn) nie mapunktu skupienia, tylko sko«
zona li
zba jego wyrazów mo»e nale»e¢ do K. Ponie-wa» rn ! 0, tylko sko«
zona li
zba kul ma niepuste prze
i�
ie z K. Zatem ka»dyzbiór zwarty, zawarty w 
, ma niepuste prze
i�
ie z 
o najwy»ej sko«
zon¡ li
zb¡kul, wi�
 
i¡g ('n) jest zbie»ny do zera w E (
) a st¡d T ('n)! 0. Sprze
zno±¢.Pozostaje wykaza¢, »e opisane wy»ej odwzorowanie�:E 0(
)! D 0(
):L 7! T = �(L)jest wªo»eniem. W tym 
elu wybierzmy 
i¡g (Kn) zbiorów zwarty
h, wy
zerpuj¡-
y
h 
, tzn. 
 = [nKn i Kn � Kn+1. Wybierzmy  n 2 D(
) równe jedno±
i naKn. Dla dowolnego ' 2 E (
) 
i¡g  n' jest zbie»ny w E (
) do '. Je»eli zatemT = 0, to T ( n') = 0 i w konsekwen
ji L(') = limn!1 T ( n') = 0.W dalszym 
i¡gu nie b�dziemy rozró»nia¢ mi�dzy T = �(L) i L.Dowodz¡
 powy»sze stwierdzenie wykazali±my, »e naturalne wªo»enieD(
)! E (
)jest 
i¡gªe i g�ste (obraz jest g�sty). Z tego wynika, »e dla dystrybu
ji o zwartymno±niku ma sens li
zba T (') dla ka»dej funk
ji gªadkiej. Powstaje naturalne pytanie:jaki warunek powinna speªnia¢ para T 2 D 0(
); ' 2 E (
), »eby mo»na byªosensownie mówi¢ o li
zbie T (')?Nie
h T \ ' = K (19.3)



19.3. Dziaªania na dystrybu
ja
h 97b�dzie zbiorem zwartym. Istnieje funk
ja f 2 D(
) taka, »e f(x) = 1 dla x 2 K.O
zywiste, »e f' 2 D(
) i li
zba T (f') nie zale»y od wyboru f . Mo»emy zatempoªo»y¢ T (') = T (f'):Warunek (19.3) jest wi�
 wystar
zaj¡
y do okre±lenia warto±
i dystrybu
ji na funk-
ji.Ze Stwierdzenia 19.3 dostajemy, jako naty
hmiastowy wniosek, »e dystrybu
je ozwartym no±niku s¡ rz�du sko«
zonego.19.3. Dziaªania na dystrybu
ja
h.Opera
je liniowe na dystrybu
ja
h de�niujemy na ogóª jako dualne do liniowy
hi 
i¡gªy
h opera
ji wykonywany
h na funk
ja
h próbny
h. Je»eli mamy na przykªadopera
j� liniow¡ i 
i¡gªa A:D(
0)! D(
);to dualne odwzorowanie A�:D 0(
)! D 0(
0):T 7! T ÆAjest 
i¡gª¡ opera
j¡ na dystrybu
ja
h. Podobnie mo»emy za
zyna¢ od opera
ji li-niowej i 
i¡gªej A:D(
0)! E (
) itp.Na dystrybu
je patrzy si� 
z�sto jak na uogólnione funk
je, naturalnym wi�
jest rozszerzanie na dystrybu
je opera
ji znany
h dla funk
ji. Metoda jest prosta:wiemy, jak ma wygl¡da¢ dziaªanie A� na dystrybu
je posta
i Tf i poszukujemy A.W tym miejs
u nale»y zauwa»y¢, »e dodawania dystrybu
ji i mno»enia przezli
zb� s¡ zgodne z odpowiednimi opera
jami na funk
ja
h:Taf+bg = aTf + bTg:Teraz dwa, mniej o
zywiste przykªady.Mno»enie dystrybu
ji przez funk
j�. Nie
h T 2 D 0(
) i f 2 C1(
; C ).Dystrybu
j� fT de�niujemy wzoremfT (') = T (f'); ' 2 D(
):O
zywistym jest, »e fTg = Tfg.Uwaga: Nie mo»na okre±li¢ mno»enia dystrybu
ji tak, aby dziaªanie to byªoª¡
zne.Ró»ni
zkowanie dystrybu
ji. Rozwa»my najpierw przypadek 
 = R1 i T =Tf 0 . Mamy dla ' 2 D(R1 ):Tf 0(') = Z f 0' = (f')j1�1 � Z f'0 = �Tf ('0):St¡d de�ni
ja
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ja 19.8. Po
hodn¡ ��xiT dystrybu
ji T 2 D 0(
) nazywamy dystrybu
j�z D 0(
) zde�niowan¡ wzorem ��xiT (') = �T ( ��xi'):De�ni
ja powy»sza jest poprawna, bo zbie»no±¢ w D(
) 
i¡gu ('n) po
i¡ga zasob¡ zbie»no±¢ w D(
) 
i¡gu ( ��xi'n).A teraz przykªad innego rodzaju.Przesuni�
ie dystrybu
ji Nie
h 
 = Rn i nie
h h 2 Rn . Odwzorowanie�h:Rn ! Rnde�niujemy wzorem �h(x) = h+ x:Odwzorowanie to indukuje znane odwzorowanie ��h na funk
ja
h próbny
h:��h :D(Rn )! D(Rn):' 7! ' Æ �h:Defini
ja 19.9. Przesuni�
iem �hT dystrybu
ji T 2 D 0(Rn ) nazywamy dystry-bu
j� �hT (') = T (��h'):Zoba
zmy, jak wygl¡da ta opera
ja na dystrybu
ja
h posta
i Tf :�hTf (') = Z f��h' = Z f(' Æ �h) = Z (f Æ ��h)'(z twierdzenia o zamianie zmienny
h). St¡d przesuni�
ie �hf funk
ji f de�niujemywzorem �hf(x) = f(��hx) = f(x� h):19.4. Przykªady.(1) Funk
ja Heaviside'a � na R1 jest zde�niowana wzorem�(x) = � 0 dla x < 01 dla x > 0Jest ona lokalnie 
aªkowalna, wi�
 okre±la dystrybu
j� T�. Obli
zmy jej po-
hodn¡ T 0�(') = � Z � � '0 = � Z 10 '0 = '(0) = Æ0(');
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zyli T 0� = Æ0:Piszemy te» �0 = Æ0.(2) Nie
h f(x) = jxj.T 0f (') = � Z jxj'0(x)dx = Z 0�1 x'0(x)dx� Z 10 x'0dx = � Z 0�1 '+ Z 10 ':St¡d T 0f = Tsgn, f 0(x) = sgn(x).(3) Nie
h f(x) = log(jxj)T 0f (') = � lim"!0�Z �"�1 log(�x)'0(x)dx+ Z 1" log(x)'0(x)dx�= lim"!0�� log(")'(�") + Z �"�1 1x'(x)dx+ log(")'(") + Z 1" 1x'(x)dx�= lim"!0 (log(")('(") � '(�"))) + lim"!0�Z �"�1 1x'(x)dx+ Z 1" 1x'(x)dx� :Ale lim"!0 (log(")('(") � '(�"))) = 0;wi�
T 0log jxj(') = lim"!0�Z �"�1 1x'(x)dx+ Z 1" 1x'(x)dx� = vp Z 1�1 '(x)x dx(warto±¢ gªówna 
aªki). Piszemy:(log jxj)0 = vp( 1x ):Uwaga: Warto±¢ gªówn¡ 
aªki vp Z 1�1 '(x)x dx mo»emy zapisa¢ te» ina-
zej. Je»eli no±nik ' zawarty jest w przedziale ℄�R;R[ , tovp Z 1�1 '(x)x dx = vp Z R�R '(x) � '(0)x dx = Z R�R '(x)� '(0)x dx:Mo»emy wró
i¢ do problemu istnienia ª¡
znego mno»enia w przestrzenidystrybu
ji. Gdyby istniaªo takie mno»enie, speªniaj¡
e dodatkowo warunekfT = Tf � T dla funk
ji gªadkiej f , to powinni±my mie¢Æ0 � (Tx � vp( 1x )) = (Æ0 � Tx) � vp( 1x );



100 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAoraz Æ0 � Tx = xÆ0 = 0 i Tx � vp( 1x ) = xvp( 1x ) = 1;a st¡d Æ0 = 0. Sprze
zno±¢.(4) Laplasjan w trze
h wymiara
h.Nie
h 
 = R3 z kanoni
znym ilo
zynem skalarnym i nie
h � b�dzie lapla-sjanem (� = �2�x2 + �2�y2 + �2�z2 ). Funk
jaf(x; y; z) = (x2 + y2 + z2)� 12 = 1rjest lokalnie 
aªkowalna, wi�
 wyzna
za dystrybu
j�. Obli
zmy �1r . Mamydla r 6= 0 �1r = 0;zatem no±nik dystrybu
ji �1rjest jednopunktowy. Nie
h teraz ' 2 D(R3 ). Z wzorów Greena, Twierdze-nie 17.6, �1r (') = ZR3 1r�' = lim"!0 Zr>" 1r�' == lim"!0�Zr>" '�1r � Zr="(1r d'dn � ' ddn 1r )� == lim"!0�� Zr=" 1r d'dn � Zr=" ' 1r2� ; (19.4)gdzie d'dn = (nj grad'); n(x; y; z) = (xr ; yr ; zr ):Pierwszy skªadnik w (19.4) jest ograni
zony przez
 Zr=" 1r = 
4�" �!"!0 0; 
 = supx k'0(x)k;a drugi skªadnik Zr=" ' 1r2 = 1"2 Zr=" ' �!"!0 4�'(0):Mamy wi�
 �1r = �4�Æ0:



19.5. Zbie»no±¢ 
i¡gu dystrybu
ji 10119.5. Zbie»no±¢ 
i¡gu dystrybu
ji.Wprowadzimy teraz poj�
ie zbie»no±
i 
i¡gu dystrybu
ji.Defini
ja 19.10. Ci¡g dystrybu
ji (Tn) jest zbie»ny do T w D 0(
) (E 0(
)), je»elidla ka»dej funk
ji ' 2 D(
) (E (
)) mamylimn!1Tn(')! T ('):Tak¡ zbie»no±¢ nazywamy punktow¡ lub sªab¡. Analogi
znie wprowadzamy po-j�
ie 
i¡gu Cau
hy'ego: 
i¡g Tn jest 
i¡giem Cau
hy'ego, je»eli dla ka»dej funk
jipróbnej ' 
i¡g Tn(') jest 
i¡giem Cau
hy'ego w C . Bez dowodu przyjmijmy fakt,»e przestrzenie D 0(
);E 0(
) z¡ zupeªne, tzn. ka»dy 
i¡g Cau
hy'ego jest zbie»ny.Stwierdzenie 19.11. Nie
h f b�dzie funk
j¡ 
aªkowaln¡ (w sensie Lebesgue'a)na Rn i tak¡, »e R f = 1. Nie
h g"(x) = 1"n f �x"� :Wtedy g" �!"!0 Æ0 w sensie sªabej zbie»no±
i w D 0(Rn ).Dow�od: Dla ' 2 D(Rn ) mamyTg"(') = Z g"' = 1"n Z f �x"�'(x)dnx = Z f(y)'("y)dny:Ale dla ka»dego y 2 Rn mamy '("y) �!"!0 '(0). Poniewa» za±k f(y)'("y) k 6 k f(y) k supx k'(x) k ;to z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±
i majoryzowanej wynika, »eTg"(') = Z f(y)'("y)dny ! Z f(y)'(0)dny = '(0) = Æ0('):Standardowy przykªad rodziny przybli»aj¡
ej delt� Dira
a dostaniemy bior¡
f(x) = e��kxk2 . Mamy tu g"(x) = 1"n exp��� 


 x" 


2� :
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ho
kiego.1 Funk
ja f"(x) = 1x+ i" jest funk
j¡ lokalnie 
aªkowaln¡ naR1 , wi�
 zadaje dystrybu
j� T". Obli
zymy grani
� T" przy "! 0. Nie
h ' 2 D(R1 ).Istnieje R > 0 takie, »e '(x) = 0 dla jxj > R. Mamy wi�
 dla " > 0lim"!0 Z '(x)x+ i"dx = lim"!0 Z R�R x� i"x2 + "2'(x)dx= '(0) lim"!0 Z R�R x� i"x2 + "2dx+ lim"!0 Z R�R x� i"x2 + "2 ['(x) � '(0)℄dx= �2i'(0)" 1j"j lim"!0 ar
 tg Rj"j + lim"!0 Z R�R x2 � i"xx2 + "2 '(x) � '(0)x dxFunk
ja x 7! '(x)�'(0) jest posta
i x (x), gdzie  jest funk
j¡ gªadk¡, a x2 � i"xx2 + "2jest funk
j¡ ograni
zon¡, wi�
 mo»emy przej±¢ do grani
y pod znakiem 
aªki (twier-dzenie o zbie»no±
i majoryzowanej) i dostajemylim"!0 Z '(x)x+ i"dx = �2i'(0) lim"!0 ar
 tg R" + Z R�R '(x) � '(0)x dx= �i�'(0) + vp Z '(x)x dx:Dostali±my wzór na grani
� lim"!0 T" od strony dodatni
h ". Grani
� t� ozna
zasi� 1x+ i0. Mamy wi�
 1x+ i0 = �i�Æ0 + vp( 1x ) (19.5)i podobnie, 1x� i0 = i�Æ0 + vp( 1x ): (19.6)Wzory (19.5) i (19.6) s¡ nazywane wzorami So
ho
kiego. Odgrywaj¡ one istotn¡rol� w teoria
h kwantowy
h.19.6. Splot dystrybu
ji. Regularyza
ja dystrybu
ji.19.6.1. Splot funk
ji. Nie
h f; g b�d¡ funk
jami na Rn .Defini
ja 19.12. Splotem funk
ji f i g nazywamy funk
j� na Rn zde�niowan¡wzorem 
aªkowym h(x) = Z f(y)g(x� y)dny; (19.7)przy zaªo»eniu, »e 
aªka po prawej stronie istnieje.1 Julian So
ho
ki (1842{1927), polski matematyk dziaªaj¡
y w Petersburgu, u
ze« Pafnu
ego Cze-byszewa. Omawiane wzory po
hodz¡ z pra
y opublikowanej w 1873.



19.6. Splot dystrybu
ji. Regularyza
ja dystrybu
ji 103Splot funk
ji f i g ozna
zamy f�g. Zamieniaj¡
 miejs
ami f i g i dokonuj¡
zamiany zmienny
h w formule (19.7) mamyg�f(x) = Z g(y)f(x� y)dny = Z g(x� y)f(y)dny = f�g(x):Zatem splot funk
ji jest przemienny. Analogi
znie pokazuje si� jego ª¡
zno±¢. Po-nadto splot jest liniowy ze wzgl�du na oba 
zynniki.19.6.2. Ilo
zyn tensorowy dystrybu
ji. Nie
h 
 � Rn i 
0 � Rm . Je»eli fjest funk
j¡ na 
 i g funk
j¡ na 
0, to ilo
zynem tensorowym f 
 g ty
h funk
jinazywamy funk
j� na 
�
0f 
 g(x; y) = f(x) � g(y):Nie
h teraz ' 2 D(
� 
0), wów
zas na mo
y twierdzenia Fubiniego,Tf
g(') = Z
�
0 f 
 g' = Z
 f(x)�Z
0 g(y)'(x; y))dmy� dnx = Tf (Tg(')):Uzasadnia to nast�puj¡
¡ de�ni
j�.Defini
ja 19.13. Ilo
zynem tensorowym dystrybu
ji T 2 D 0(
) i S 2 D 0(
0)nazywamy funk
jonaª T 
 S na D(
�
0) zadany wzoremT 
 S(') = T (S(')): (19.8)Poka»emy, »e wzór ten okre±la dystrybu
j� zD 0(
�
0). Najpierw trzeba pokaza¢,»e funk
ja 
 3 x 7! S('(x; �))nale»y do D(
). Ze wzoru na reszt� (np. w posta
i Lagrange'a) dla funk
ji jednejzmiennej dostajemy, »e rodzina funk
ji (parametrem jest t)y 7! 1t ('(x + tei; y)� '(x; y))zbiega do ��xi'(x; �) w przestrzeni D(
0), mo»emy wi�
 przej±¢ do grani
y podznakiem dystrybu
ji. Je»eli zatem zde�niujemy (x) = S('(x; �));to ��xi (x) = S( ��xi'(x; �)):
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znie mamy dla po
hodny
h wszystki
h rz�dów. Jest te» o
zywistym, »eno±nik  jest zwarty (jest zawarty w rzu
ie no±nika ' na 
, a ten jest zwarty jakoobraz 
i¡gªy zbioru zwartego). Ozna
zmy  = eS('). Pokazali±my, »e mamy dobrzezde�niowane odwzorowanie linioweeS:D(
�
0)! D(
):Poka»emy teraz, »e jest ono 
i¡gªe (wystar
zy 
i¡gªo±¢ w zerze). Nie
h 'n ! 0w D(
 � 
0). No±niki 'n s¡ zawarte w jednym zbiorze zwartym, wi�
 no±nikiodpowiedni
h eS('n) s¡ zawarte w jego rzu
ie. Przypu±¢my teraz, »e 
i¡g eS('n) niejest zbie»ny jednostajnie do zera. Ozna
za to, »e istnieje " > 0 i 
i¡g xn taki, »e n(xn) > ". Ale 
i¡g 'n jest zbie»ny jednostajnie ze swoimi po
hodnymi, wi�
 
i¡ge'n(�) = 'n(xn; �)jest zbie»ny (do zera) w D(
0) i S(e'n) = eS('n)(xn)! 0. Sprze
zno±¢. Analogi
zniepokazujemy jednostajn¡ zbie»no±¢ wszystki
h po
hodny
h.Pokazali±my wi�
, »e wzór (19.8) ma sens dla ' 2 D(
 � 
0) i de�niuje funk-
jonaª liniowy i 
i¡gªy jako zªo»enie odwzorowa« liniowy
h i 
i¡gªy
h T Æ eS, wi�
dystrybu
j�.Wyka»emy teraz podstawowe wªasno±
i ilo
zynu tensorowego. Do tego potrzebnenam b�dzieStwierdzenie 19.14. Ilo
zyny tensorowe funk
ji próbny
h '
�, gdzie ' 2 D(
),� 2 D(
0), rozpinaj¡ zbiór g�sty w D(
�
0).Bez dowodu.Stwierdzenie 19.15. Ilo
zyn tensorowy ma wªasno±¢ Fubiniego:T 
 S(') = T (S(')) = S(T (')): (19.9)Dow�od: Jak poprzednio mo»emy pokaza¢, »e wzór' 7! S(T ('))de�niuje dystrybu
j�. Dla ilo
zynu tensorowego funk
ji próbny
h '
 � mamyT 
 S('
 �) = T (' � S(�)) = T (') � S(�) = S(T ('
 �)):Mamy zatem równo±¢ dla kombina
ji liniowy
h ilo
zynów tensorowy
h funk
ji prób-ny
h. Poniewa» te tworz¡ zbiór g�sty w przestrzeni funk
ji próbny
h, mamy równo±¢dla wszystki
h funk
ji próbny
h.



19.6. Splot dystrybu
ji. Regularyza
ja dystrybu
ji 105Ponadto:(1) Ilo
zyn tensorowy jest odwzorowaniem biliniowym
 :D 0(
)�D 0(
0)! D 0(
�
0):(2) Ilo
zyn tensorowy jest ª¡
zny.(3) Ilo
zyn tensorowy jest 
i¡gªy ze wzgl�du na ka»dy z 
zynników. Wynika tonaty
hmiast z wªasno±
i Fubiniego.(4) supp(T 
 S) = T � S.Dow�od: Nie
h (x; y) 2 T�S. Ka»de oto
zenie tego punktu zawiera oto
ze-nie posta
i O � O0. x 2 O; y 2 O0, wi�
 istniej¡ ' 2 D(O) oraz � 2 D(O0)takie, »e T (') 6= 0; S(�) 6= 0. W konsekwen
ji T 
 S('
 �) 6= 0 isupp (T 
 S) � T � SNie
h teraz (x; y) 62 T � S, wi�
 x 62 T lub y 62 S. Istniej¡ oto
zenia O;O0punktów x; y takie, »e na O zeruje si� T lub na O0 zeruje si� S. Je»eli zatem' 2 D(O �O0), to T 
 S(') = T (S(')) = 0i supp (T 
 S) � T � S:(5) Nie
h dystrybu
ja T b�dzie zadana obszarem D � 
, T = TD, a dystry-bu
ja S obszarem D0 � 
0, S = TD0 . Z twierdzenia Fubiniego dla 
aªekwielokrotny
h mamy o
zywist¡ równo±¢TD 
 TD0 = TD�D0 : (19.10)Jeste±my teraz przygotowani do de�ni
ji splotu dystrybu
ji.19.6.3. Splot dystrybu
ji. Regularyza
ja dystrybu
ji. Nie
h 
 = Rn . Dlafunk
ji f; g mamyZ f�g(x)'(x)dnx = Z �Z f(y)g(x� y)dny�'(x)dnx == ZZ f(x)g(y)'(x + y)dnxdny = ZZ (f 
 g) � t�';gdzie t:Rn � Rn ! Rn : (x; y) 7! x+ y:Poni»sze stwierdzenie pozwala zde�niowa¢ splot dystrybu
ji.



106 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAStwierdzenie 19.16. Nie
h T 2 D 0(Rn ) i S 2 E 0(Rn ). Istnieje dystrybu
ja T�Sna Rn zadana wzorem T�S(') = T 
 S(t�'); ' 2 D(Rn ): (19.11)Ponadto T�S = S�T: (19.12)Dow�od: Poka»emy najpierw, »e funk
jonaª T�S jest dobrze okre±lony. Je»eli funk-
ja ' 2 D(Rn ), to funk
ja t�' ma no±nik równy f(x; y):x+ y 2 supp'g. Wynikast¡d, »e t�' nie ma zwartego no±nika. Poniewa» jednak no±nik T 
S jest zawarty wRn � suppS, to jego prze
i�
ie z supp' jest zwarte. Warunek (19.3) jest speªniony,wi�
 li
zba T 
 S(t�') jest dobrze okre±lona. Równie prosto wykazujemy 
i¡gªo±¢.Przemienno±¢ jest o
zywista.Dystrybu
j� T�S nazywamy splotem dystrybu
ji T i S.Stwierdzenie 19.17. Nie
h S; T b�d¡ jak wy»ej. Wów
zassuppT�S � suppT + suppS : (19.13)Dow�od: Zbiór suppT+suppS jest domkni�ty jako suma algebrai
zna zbioru zwar-tego i zbioru domkni�tego. Nie
h x 62 suppT+suppS. Istnieje wi�
 oto
zenie O 3 xtakie, »e O\ (suppT +suppS) = ;. St¡d t�1(O)\T �S = ; i dla ' 2 D(O) mamyT�S(') = T 
 S(t�') = 0:Zatem x 62 suppT�S.19.6.4. Wªasno±
i splotu.(1) Splot jest liniowy ze wzgl�du na ka»dy z argumentów.(2) Tf�g = Tf�Tg .(3) Ze Stwierdzenia 19.17 splot R�S dystrybu
ji o zwarty
h no±nika
h ma te»zwarty no±nik. Ma wi�
 sens wyra»enie (R�S)�T . Za
hodzi równo±¢ (ª¡
z-no±¢ splotu) wynikaj¡
a naty
hmiast z ª¡
zno±
i ilo
zynu tensorowego dys-trybu
ji (R�S)�T = R�(S�T ):(4) Æh�T = �hTDow�od:(Æh�T )(') = Æh 
 T (t�') = T ('(�+ h)) = T (��h') = �hT ('):



19.6. Splot dystrybu
ji. Regularyza
ja dystrybu
ji 107(5) Z poprzedniej wªasno±
i wynika, »e Æ0 jest jedno±
i¡ w splo
ie:Æ0�T = T:(6) �h(T�S) = (�hT )�S = T�(�hS).Dow�od: Z drugiego punktu i z ª¡
zno±
i splotu�h(T�S) = Æh�(T�S) = (Æh�T )�S:Druga równo±¢ wynika z przemienno±
i splotu.(7) Za
hodzi zwi¡zek ��xi (T�S) = ( ��xi T )�S:Dow�od: Z de�ni
ji po
hodnej dystrybu
jiT�( ��xiS)(') = T 
 ( ��yiS)(t�') = T ( ��yiS(')) = �T (S( ��yi t�')) == �T (S(t�( ��xi'))) = �T 
 S(t�( ��xi')) = �T�S( ��xi') = ��xi (T�S)('):(8) W sz
zególno±
i ��xiS = ( ��xi Æ0)�S:Podobnie mamy dla wy»szy
h po
hodny
h: ró»ni
zkowanie mo»emy zast¡pi¢splotem z po
hodn¡ delty Dira
a.Dow�od: ��xiT = ��xi (Æ0�T ) = ( ��xi Æ0)�T:19.6.5. Regularyza
ja dystrybu
ji. U»ywaj¡
 splotu poka»emy, »e D(Rn ) jestg�ste w D 0(Rn ). Poniewa» zbiór D(Rn ) jest g�sty w E (Rn ), to wystar
zy pokaza¢,»e E (Rn ) jest g�ste w D 0(Rn ). Nie
h teraz funk
ja f 2 C10 (Rn ) b�dzie taka, »eR f = 1. Ze Stwierdzenia 19.11 wiemy, »e 
i¡g funk
ji g"(x) = 1"n f(x" ) jest zbie»nydo delty Dira
a. Z drugiej strony, ilo
zyn tensorowy jest 
i¡gªy ze wzgl�du na ka»dyz 
zynników i w konsekwen
ji, splot te» jest 
i¡gªy ze wzgl�du na ka»dy z 
zynnków.Poniewa» Æ0 jest jedno±
i¡ splotow¡, to dostajemyg"�T �!"!0 T:Przez splot f�T funk
ji i dystrybu
ji rozumiemy tu dystrybu
j� Tf�T . Wystar
zyteraz wykaza¢



108 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAStwierdzenie 19.18. Dla f 2 D(Rn ) i T 2 D 0(Rn ) mamyf�T 2 C1(Rn ):Funk
ja f�T dana jest wzorem (f�T )(x) = T (�x _f); (19.14)gdzie _f(x) = f(�x).Dow�od: Poka»emy najpierw, »e f�T jest funk
j¡. Z de�ni
ji splotuf�T (') = T (Tf (t�'));ale Tf (t�')(x) = Z f(y)'(x+ y)dny = Z f(�y � x)'(�y)dny = T_'(t� _f);gdzie _f(x) = f(�x) i podobnie _'(x) = '(�x). Mamy wi�
f�T (') = T (T_'(t� _f)) = T_'(T (t� _f)) = Z _'(x)T (��x _f)dnx = Z '(x)T (���x _f)dnx:To dowodzi, »e f�T jest funk
j¡ zadan¡ wzoremf�T (x) = T (���x _f) = T (�x _f) = ��xT (_f):Jej gªadko±¢ pokazuje si� tak, jak gªadko±¢ S(') w dowodzie poprawno±
i de�ni
jiilo
zynu tensorowego.Nie
h teraz 
 b�dzie dowolnym obszarem. Tak, jak pokazywali±my g�sto±¢ D(
)w E (
), mo»emy pokaza¢, »e E 0(
) jest g�sty w D 0(
). Z kolei przestrze« E 0(
)mo»na traktowa¢ jak podprzestrze« E 0(Rn ). Je»eli za± suppT � 
, to dla dosta-te
znie maªy
h " równie» supp g"�T � 
 (Stwierdzenie 19.17). St¡d zbiór D(
) jestg�sty w E 0(
) i w konsekwen
ji, w D 0(
).19.7. Obraz prosty i odwrotny dystrybu
ji.Nie
h �:
 ! 
0 b�dzie gªadkim odwzorowaniem obszarów, gdzie 
 � Rn i
0 � Rm . Z odwzorowaniem takim mo»na wi¡za¢ dwie opera
je na dystrybu
ja
h.Pierwsza z ni
h jest dualna do transportu �� funk
ji próbny
h, wi�
 przenosi dys-trybu
je na 
 do dystrybu
ji na 
0. St¡d nazwa: obraz prosty dystrybu
ji. Drugajest uogólnieniem transportu funk
ji (wynika z my±lenia o dystrybu
ji jako uogól-nieniu funk
ji): dystrybu
ja Tf zadana funk
j¡ f na 
0 przeksztaª
ana jest w dys-trybu
j� zadan¡ funk
j¡ f Æ� na 
. St¡d nazwa: obraz odwrotny dystrybu
ji.



19.7. Obraz prosty i odwrotny dystrybu
ji 10919.7.1. Obraz prosty dystrybu
ji. Maj¡
 funk
j� ' 2 D(
0) mo»emy j¡ prze-transportowa¢ (jako 0-form�) do funk
ji ��' = 'Æ�. W wyniku dostajemy funk
j�gªadk¡, ale niekonie
znie o no±niku zwartym. O
zywistym jest, »e odwzorowanie��:D(
0)! E (
)jest 
i¡gªe, wi�
 je»eli T 2 E 0(
), to��T = T Æ��jest dystrybu
j¡ na 
0, nazywan¡ obrazem prostym dystrybu
ji T . W sz
zególny
hprzypadka
h mo»na transportowa¢ dowoln¡ dystrybu
j�.Defini
ja 19.19. Odwzorowanie �:
 ! 
0 nazywamy wªa±
iwym, gdy prze
iw-obraz ka»dego zbioru zwartego w 
0 jest zwarty.No±nik ��' jest równy ��1('). Je»eli wi�
 ' 2 D(
0) i odwzorowanie � jestwªa±
iwe, to ��' 2 D(
). Wzór ' 7! T Æ��(')zadaje dystrybu
j� na 
0 dla ka»dego T 2 D 0(
). Przykªadem odwzorowania wªa-±
iwego jest dyfeomor�zm.Przykªady:(1) Nie
h T = Tf , gdzie f jest funk
j¡ na 
.Mamy dla ' 2 D(
0)��Tf (') = Tf (' Æ�) = Z
0 f(x)'(�(x))dmx:Je»eli � jest dyfeomor�zmem obszarów 
 i 
0 (st¡d n = m), to z twierdzeniao zamianie zmienny
h mamy��Tf (') = Z
 f Æ��1 ��� det��10 ���';a st¡d ��Tf = Tg, gdzieg = f Æ ��1 � ���det ��10 ��� : (19.15)(2) Nie
h T = Æa.Mamy ��Æa(') = Æa(' Æ �) = '(�(a)) = Æ�(a)(');zatem ��Æa = Æ�(a): (19.16)



110 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERA19.7.2. Obraz odwrotny dystrybu
ji. Jak ju» mówili±my, druga konstruk
japolega na rozszerzeniu do dystrybu
ji transportu �� funk
ji, ma wi�
 dystrybu
jina 
0 przyporz¡dkowa¢ dystrybu
j� na 
. Nie dla ka»dego odwzorowania da si�tak¡ konstruk
j� przeprowadzi¢. Niezbyt wyra�nowane argumenty pokazuj¡, »e wa-runkiem konie
znym jest, by odwzorowanie � byªo otwarte, tzn. by zbiór otwartyprzeprowadzaªo na zbiór otwarty. Takimi odwzorowaniami s¡ na przykªad rzutyna podprzestrze« i, o
zywi±
ie, dyfeomor�zmy. Z twierdzenia o funk
ji uwikªanejwynika, »e gdy w ka»dym punk
ie x 2 
 po
hodna �0(x) jest surjek
j¡, to od-wzorowanie � jest otwarte. Istotnie, lokalnie poziomi
a takiego odwzorowania jestpowierz
hni¡. Mo»na tak dobra¢ lokalny ukªad wspóªrz�dny
h w 
, »eby � byªorzutowaniem na podprzestrze«. Lokalnie odwzorowanie jest otwarte, wi�
 te» i glo-balnie.Przyjrzyjmy si� najpierw przypadkowi dyfeomor�zmu �:
 ! 
0. Mamy mie¢��Tf = TfÆ�, 
zyli��Tf (') = Z
 f Æ� � ' = Z
0 f j det�0 j � ' Æ��1 = Tf (j det�0 j � ' Æ��1):Przyporz¡dkowanie ' 7! j det�0 j �' Æ��1 jest 
i¡gªym odwzorowaniem z D(
) doD(
0), mo»emy wi�
 zde�niowa¢ ��:D 0(
0)! D 0(
) wzorem��T (') = T (jdet �0 j � ' Æ��1): (19.17)Zajmijmy si� teraz rzutowaniem. Nie
h 
 = 
0 � I , gdzie I jest przedziaªem wRn�m i nie
h �:
 ! 
0 b�dzie kanoni
znym rzutowaniem. Mamy z twierdzeniaFubiniego��Tf = Z
0�I f Æ� �' = Z
 f(x)�ZI '(x; y)dn�my�dmx = Z
 f
1 �' = Tf
1('):St¡d de�ni
ja ��T = T 
 T1: (19.18)Mo»emy teraz zaj¡¢ si� przypadkiem ogólnym.Twierdzenie 19.20. Nie
h �:
 ! 
0 ma w ka»dym punk
ie po
hodn¡ surjek-tywn¡. Wów
zas istnieje dokªadnie jedno 
i¡gªe odwzorowanie��:D 0(
0)! D 0(
)takie, »e dla funk
ji ��Tf = T��f ; ��f = f Æ�:Dystrybu
j� ��T nazywamy obrazem odwrotnym lub podniesieniem dystrybu
jiT 2 D 0(
0).



19.7. Obraz prosty i odwrotny dystrybu
ji 111Dow�od: Z warunku 
i¡gªo±
i i z twierdzenia o regularyza
ji dystrybu
ji wynikajednozna
zno±¢. Pozostaje do wykazania istnienie. Z zasady sklejania dystrybu
jiwystar
zy wykaza¢ lokalne istnienie szukanej dystrybu
ji. Nie
h x0 2 
. Wybieramyodwzorowanie e�:
! Rn�mtakie, »e w x0 po
hodna odwzorowania	 = (�; e�):
! 
0 � Rn�mjest izomor�zmem. Z twierdzenia o lokalnej odwra
alno±
i wynika, »e 	 jest dy-feomor�zmem oto
zenia O 3 x0 na oto
zenie 	(x0). Mo»emy przyj¡¢, »e 	(O) =O0�I . Rozªo»yli±my zatem lokalnie � na dyfeomor�zm 	 i rzutowanie O0�I ! O0,wi�
 przypadki ju» w
ze±niej rozpatrywane. Nie
h T 2 D 0(
0) i nie
h ' 2 D(O).Dystrybu
j� ��T , zlokalizowan¡ do O de�niujemy, zgodnie z (19.17) i (19.18) wzo-rem ��T (') = (T 
 1)�' Æ	�1 � ��� det	�10 ����lub równowa»nie, ��T = 	�1� ����det	�10 ��� (T 
 1)� : (19.19)O
zywiste, »e wzór ten zadaje 
i¡gªe odwzorowanie D 0(
0) ! D 0(O). Ponadto,je»eli T = Tf , to o
zywi±
ie ��Tf = TfÆ�:Z zasady sklejania lokalne wzory de�niuj¡ dystrybu
j� ��T na 
, która dla T = Tfjest równa TfÆ�.Przykªady(1) Nie
h odwzorowanie �:
! 
0 b�dzie takie, »e w ka»dym punk
ie jego po-
hodna jest izomor�zmem, speªnia zatem zaªo»enia Twierdzenia 19.20. Po-niewa» � jest lokalnie odwra
alne, to prze
iwobraz punktu jest 
o najwy»ejprzeli
zalny. We¹my teraz T = Æa; a 2 
0. Ze wzoru (19.19) dostajemy��Æa = X�(x)=a Æxj det�0(x) j :(2) Warunek surjektywno±
i po
hodnej odwzorowania � mo»na omin¡¢, je»eliinteresuje nas ��T tylko dla pewny
h dystrybu
ji. Wystar
zy zaªo»enie sur-jektywno±
i w punkta
h, które s¡ odwzorowywane w no±niki transportowa-ny
h dystrybu
ji. Jako przykªad we¹my 
 = 
0 = R, T = Æ0 i �(x) = x2�a2dla pewnego a > 0. Poniewa» po
hodna � jest zdegenerowana tylko w zerze,



112 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAa �(0) = �a2, mo»emy zastosowa¢ wyprowadzone powy»ej wzory i dosta-jemy ��Æ0 = 12a [Æ�a + Æa℄:(3) 
 i 
0 jak w poprzednim przykªadzie, a � = sin.sin� Æ0 = 1X�1 Æk�:W tym, jak i w pierwszym przykªadzie, sumowanie szeregu dystrybu
ji jestw sensie przestrzeni D 0(R).19.8. Transformata Fouriera funk
ji.Nie
h f b�dzie funk
j¡ o warto±
ia
h zespolony
h, 
aªkowaln¡ (w sensie Lebes-gue'a) na Rn . Transformat¡ Fouriera funk
ji f nazywamy funk
j� F (f) na Rnzde�niowan¡ wzoremF (f)(�) = ZRn f(x) exp(�2�ix � �)dnx:Z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±
i majoryzowanej wynika, »e tak uzyskana funk-
ja jest 
i¡gªa i ograni
zona, ale na ogóª nie 
aªkowalna. Funk
j� F (f) ozna
za¢b�dziemy równie» bf . Gdy f 2 C10 (Rn ), to, 
aªkuj¡
 przez 
z�±
i, dostajemyF ( ��xj f)(�) = Z exp(�2�ix � �) ��xj f(x)dnx = (2�i)�jF (f)(�); (19.20)za± ró»ni
zkuj¡
 pod znakiem 
aªki dostajemy���jF (f) = (�2�i)F (xjf): (19.21)Wzory te podpowiadaj¡ nam, jak wybra¢ przestrze« funk
ji ró»ni
zkowalny
h, bytransforma
ja Fouriera z niej nie wyprowadzaªa.Defini
ja 19.21. Przestrzeni¡ S
hwartza S (Rn ) nazywamy przestrze« wekto-row¡ funk
ji f o warto±
ia
h zespolony
h, gªadki
h na Rn i taki
h, »e dla wszystki
hwielowska¹ników � = (�1; : : : ; �n) i � = (�1; : : : ; �n) za
hodzikfk�;� = supx ��x�D�f(x) �� <1;gdzie x� = (x1)�1 � � � (xn)�n i D� = � ��x1��1 � � �� ��xn��n .



19.8. Transformata Fouriera funk
ji 113Zbie»no±¢ w przestrzeni S (Rn ) jest zbie»no±
i¡ równo
ze±nie wzgl�dem ka»dej zpóªnorm k k�;�. Mamy o
zywi±
ieStwierdzenie 19.22. Funk
je z S (Rn ) s¡ 
aªkowalne w sensie Lebesgue'a.Dow�od: Wystar
zy zauwa»y¢, »e funk
ja f 2 S (Rn ) jest mierzalna (bo 
i¡gªa) ijf(x)j 6 
 � (1 + kxk2)�n, a majoranta jest funk
j¡ 
aªkowaln¡.Bezpo±rednio z de�ni
ji przestrzeni S (Rn ) wynika, »e je»eli f 2 S (Rn ), torównie» funk
ja D�x�f nale»y do S (Rn ). Mo»emy teraz sformuªowa¢Stwierdzenie 19.23. Transforma
ja Fouriera odwzorowuje S (Rn ) w S (Rn ) wsposób 
i¡gªy.Dow�od: Zauwa»my najpierw, »e wzory (19.20), (19.21) s¡ speªnione dla funk
ji zS (Rn ). Otrzymujemy z ni
h��D� bf(�) = ��(�2�i)j�j\(x�f)(�) = (�2�i)j�j(2�i)j�j \D�x�f(�) (19.22)(j�j = �1 + � � �+ �n). Prawa strona ma sens, bo funk
ja D�x�f nale»y do S (Rn ).Jej transformata Fouriera jest funk
j¡ ograni
zon¡ i 
i¡gª¡, zatem lewa strona wrówno±
ia
h (19.22) jest te» funk
j¡ 
i¡gª¡ i ograni
zon¡ i w konsekwen
ji, F (f) 2S (Rn ). Zauwa»my, »e istniej¡ staªe 
(�; �) takie, »e dla ka»dej funk
ji fsupx �(1 + kxk2)n ��D�x�f(x) ��� 6 
(�; �) Xj�0j6j�j Xj�0j6j�j+2n kfk�0;�0 :Mamy st¡dk bfk�;� = sup� j��D� bf(�)j = (2�)j�j�j�j sup� ��� \D�x�f(�) ��� 66 (2�)j�j�j�j Z ��D�(x�f(x)) �� dnx= (2�)j�j�j�j Z (1 + kxk2)n ��D�(x�f(x)) �� (1 + kxk2)�ndnx6 (2�)j�j�j�j supx �(1 + kxk2)n ��D�(x�f) ��� Z (1 + kxk2)�ndnx6 (2�)j�j�j�j
(�; �) Xj�0j6j�j Xj�0j6j�j+2n kfk�0;�0 Z (1 + kxk2)�ndnx;zatem dla dowolny
h �; � istnieje staªa C(�; �) taka, »ekF (f)k�;� 6 C(�; �) Xj�0j6j�j Xj�0j6j�j+2n kfk�0;�0 :



114 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAOzna
za to, »e F :S (Rn )! S (Rn ) jest odwzorowaniem 
i¡gªym.Bardzo wa»ny przykªad. Obli
zmy transforma
j� Fouriera funk
ji f na R1 ,gdzie f(x) = e�ax2 ; a > 0:Mamy bf(�) = Z 1�1 e�ax2e�2�ix��dx == Z 1�1 e�a(x+ i�a �)2e��2a �2dx = e��2a �2 Z 1�1 e�a(x+ i�a �)2dx:Z twierdzenia o residua
h mamy, 
aªkuj¡
 po prostok¡
ie o wierz
hoªka
h w punk-ta
h �R; R; R+ i�a �; �R+ i�a �,0 = Z R�R e�ax2dx+ Z R+i �a �R e�az2dz + Z �R+i �a �R+i �a � e�az2dz + Z �R�R+i�a � e�az2dz:Ale ����� Z R+i�a �R e�az2dz ����� 6 �a �e�a(R2��2a2 �2) ����!R!1 0i analogi
znie ����� Z �R�R+i �a � e�az2dz ����� ����!R!1 0:Zatem 0 = Z 1�1 e�ax2dx� Z 1�1 e�a(x+i�a �)2dx:Mamy st¡d bf(�) = e��2a �2 Z 1�1 e�ax2dx =r�a e��2a �2 :Bior¡
 a = � dostajemy F (f) = f .Podobnie mamy w przypadku n-wymiarowym.Stwierdzenie 19.24. Nie
h funk
ja f na Rn b�dzie zadana wzoremf(x) = e��kxk2 :Wtedy bf = f .Zbierzmy teraz podstawowe wªasno±
i transforma
ji Fouriera na S (Rn ) w jednotwierdzenie.



19.8. Transformata Fouriera funk
ji 115Twierdzenie 19.25. Nie
h f i g b�d¡ funk
jami z S (Rn ). Wtedy(1) F (g � bf)(x) = Z bg(x+ y)f(y)dny;(2) Z g � bf = Z bg � f;(3) bbf = _f;(4) f(x) = Z e2�ix�� bf(�)dn�;(5) _bf = b_f;(6) F (S (Rn )) = S (Rn ):Dow�od:(1) MamyF (g � bf)(x) = Z g(�) exp(�2�ix � �)�Z f(y) exp(�2�iy � �)dny�dn� == Z f(y)�Z g(�) exp(�2�i(x+ y) � �)dn�� dny = Z f(y)bg(x+ y)dny:(2) Z de�n
ji F mamyb'(0) = Z '(x) exp(�2�ix � 0)dnx = Z '(x)dnx:St¡d Z g � bf = F (g � bf)(0) = Z bg(y + 0)f(y)dny = Z bg � f:(3) Nie
h g"(�) = exp(��"2k�k2). Mamy o
zywist¡ nierówno±¢��� g"(�) bf(�) exp(�2�ix � �) ��� 6 ��� bf(�) ���



116 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAoraz zbie»no±¢ punktow¡g"(�) bf(�) exp(�2�ix � �) �!"!0 bf(�) exp(�2�ix � �):Z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±
i majoryzowanej wynika, »eF (g" bf)(x) = Z g"(�) bf (�)e�2�ix��dn� �!"!0 Z bf(�) exp(�2�ix � �)dn� = bbf(x):Alebg"(x) = Z g1("�) exp(�2�ix � �)dn� = 1"n Z g1(�) exp(�2�x � �" )dn�= 1"n bg1(x" ) = 1"n g1(x" );bo bg1 = g1. Wobe
 tegobbf(x) = lim"!0F (g" bf)(x) = lim"!0 Z bg"(x + y)f(y)dny = lim"!0 Z bg"(y)f(y � x)dny == lim"!0 1"n Z g1 �y"� f(y � x)dny = lim"!0 Z g1(y)f("y � x)dny:Poniewa» mamy nierówno±¢j g1(y) � f("y � x) j 6 jg1(y)j supx jf(x)joraz zbie»no±¢ punktow¡g1(y)f("y � x) �!"!0 g1(y)f(�x);to z twierdzenia Lebesgue'abbf(x) = Z g1(y)f(�x)dny = f(�x) Z e��kyk2dny = f(�x):(4) Wynika naty
hmiast z poprzedniego.(5) Te» wynika naty
hmiast z punktu trze
iego.(6) Dla ka»dego f 2 S (Rn ) równie» _f 2 S (Rn ), zatem _bf 2 S (Rn ). Ale f =F  _bf!, 
zyli F (S (Rn )) = S (Rn ).



19.9. Transformata Fouriera dystrybu
ji 117Wniosek 19.26. Nie
h f i g b�d¡ funk
jami z S (Rn ). Wtedy(1) df � g = bf�bg;(2) df�g = bf � bg:Dow�od: Zauwa»my najpierw, »e dla funk
ji z S (Rn ) 
aªki de�niuj¡
e splot s¡dobrze okre±lone i f�g jest funk
j¡ 
aªkowaln¡, wi�
 wyra»enia wyst�puj¡
e po obustrona
h równo±
i maj¡ sens.(1) Z punktu pierwszego Twierdzenia 19.25, podstawiaj¡
 _bf zamiast f , mamyF (g � f)(x) = Z bg(x+ y) _bf(y)dny = Z bg(x+ y) bf(�y)dny= Z bg(x� y) bf(y)dny = ( bf�bg)(x):(2) Teraz zamiast g podstawiamy bg i dostajemyF (bg � bf)(x) = Z bbg(x+ y)f(y)dny = Z g(�x� y)f(y)dny = (g�f)(�x) =\\(g�f)(x):Transforma
ja Fouriera jest odwzorowaniem wzajemnie jednozna
znym, za-tem F (g�f) = bg � bf:19.9. Transformata Fouriera dystrybu
ji.Wiemy, »e D(Rn ) � S (Rn ) � E (Rn ) i wªo»enia s¡ 
i¡gªe. Poka»emy, »e ob-razy ty
h wªo»e« s¡ g�ste. Poniewa» zbiór C10 (Rn ) jest g�sty w E (Rn ), wystar
zypokaza¢Stwierdzenie 19.27. Zbiór C10 (Rn ) jest g�sty w S (Rn ).Dow�od: Nie
h funk
ja g 2 C10 (Rn ) b�dzie taka, »e g(x) = 1 dla kxk 6 1. Zde�-niujmy g"(x) = g("x) dla 0 < " < 1. Mamy o
zywi±
ie D�g"(x) = "j�jD�g("x) i wkonsekwen
ji, supx;" jD�g"(x)j 6 supx jD�g(x)j: (19.23)Ustalmy wielowska¹niki �; �. Funk
ja (g" � 1) � f nale»y do S , wi�
 funk
jakxk2x�D�((g"�1)�f) jest ograni
zona. Z (19.23) mamy ponadto, »e to ograni
zenie



118 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAjest jednostajne ze wzgl�du na ". Wynika st¡d, »e dla ka»dego � > 0 istnieje r takie,»e dla kxk > r i dla wszystki
h " mamy ��x�D�((g" � 1)f) �� 6 �. Z drugiej strony,je»eli " < 1r , to g"(x) = 1 dla kxk 6 r. St¡d dla " < 1rkg" � f � fk�;� = supkxk>r ��x�D�((g" � 1)f) �� 6 �:Pokazuje to, »e funk
je f � g" d¡»¡ do f (w S ) przy "! 0.Z g�sto±
i omawiany
h wªo»e« wynika, »e odwzorowania dualne do ni
h s¡ te»g�stymi wªo»eniami. Mamy zatemE 0(Rn ) � S 0(Rn ) � D 0(Rn );przy 
zym wªo»enia s¡ 
i¡gªe i g�ste.Defini
ja 19.28. Dystrybu
je z przestrzeniS 0(Rn ) nazywamy dystrybu
jami tem-perowanymi.Nie
h teraz ' 2 S (Rn ) i nie
h f b�dzie funk
j¡ 
aªkowaln¡ na Rn . Mamy ztwierdzenia FubiniegoTbf (') = Z '(�)�Z f(x) exp(�2�ix � �)dnx� dn� == Z f(x)�Z '(�) exp(�2�ix � �)dn�� dnx = Z f b' = Tf (b'):St¡d de�ni
ja transformaty Fouriera dla dystrybu
ji temperowany
h T 2 S 0(Rn ):bT (') = T (b'); ' 2 S (Rn ): (19.24)Poniewa» transformata Fouriera jest 
i¡gª¡ bijek
j¡ S (Rn ), to jest równie» 
i¡gª¡bijek
j¡ przestrzeni dystrybu
ji temperowany
hF :S 0(Rn )! S 0(Rn ):Je»eli T ma zwarty no±nik, tobT (') = T (b') = (T 
 T')(e�2�ix��):Analogi
znie jak w 
z�±
i 19.6.2. pokazujemy, »e funk
ja � ! T (e�2�ix��) jestgªadka. Mamy zatem bT (') = Z T (e�2�ix��)'(�)dn�



19.9. Transformata Fouriera dystrybu
ji 119i w konsekwen
ji, bT jest funk
j¡ gªadk¡ dan¡ wzorembT (�) = T (e�2�ix��):Twierdzenie 19.29. Transformata Fouriera na przestrzeni dystrybu
ji tempero-wany
h ma nast�puj¡
e wªasno±
i:(1) bbT = _T , gdzie _T (') = T (_').(2) F (D�T ) = (2�i�)�F (T )(3) F ((�2�ix)�T ) = D�F (T )(4) F (�hT ) = e�2�i��hF (T )(5) F (e2�ix�hT ) = �h bT(6) Je»eli S 2 E 0(Rn ), to F (S�T ) = F (S) �F (T ).Dow�od: Wªasno±
i (1){(3) wynikaj¡ naty
hmiast ze znany
h ju» wªasno±
i trans-formaty Fouriera funk
ji.(4) Mamy F (�hT )(') = �hT (b') = T (��h b');ale��h b'(x) = b'(x+ h) = Z e�2�i(x+h)��'(�)dn� = F (e�2�ih��')(x)i st¡d F (�hT )(') = F (T )(e�2�ih��') = (e�2�ih�� bT )('):(5) Wynika z poprzedniego i z pierwszego:F (e2�ix�hT ) =F (e2�ix�h b_bT ) = F (F (��h _bT )) = F (F ((�hT )_ ) = �h bT :(6) Mamy F (S�T )(') = (S�T )(b') = (S 
 T )(t� b'):ale t� b'(�; �) = b'(� + �) = F (e�2�ix��')(�)(transformata Fouriera ze wzgl�du na zmienn¡ x) i st¡d oraz z wªasno±
iFubiniego (19.9)(S 
 T )(t� b') = S(T (F (e�2�ix��'))) = S(bT (e�2�ix��')) == bT (S(e�2�ix��')) = bT (S(e�2�ix��)')) = bT (bS � ') = (bS � bT )(');bo bS jest funk
j¡ gªadk¡ i bS(x) = S(e�2�ix��).



120 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAPrzykªady:(1) Nie
h T = Æ0. Z de�ni
ji transformaty FourierabÆ0(') = b'(0) = Z ' = T1('):Ponadto, poniewa» _Æ0 = Æ0 dostajemy F (T1) = Æ0. Mamy zatembÆ0 = 1 b1 = Æ0:(2) T = Tf 2 S 0(R1 ), gdzief(x) = sgn(x) = � +1 dla x > 0�1 dla x < 0:Ozna
zmy fR(x) = � f(x) jxj < R0 jxj > RMamy TfR ! Tf w sensie S 0, zatem F (TfR) S 0�! F (Tf ). fR jest funk
j¡
aªkowaln¡, wi�
 F (TfR) jest funk
j¡ dan¡ wzorembfR(�) = � Z 0�R exp(�2�ix � �)dx+ Z R0 exp(�2�ix � �)dx = 1�i� (1� 
os(2�R�)):St¡d bfR = 1�ivp�1��� 1�ivp�
os(2�R�)� � :Obie dystrybu
je s¡ z S 0(R) i dla ' 2 S (R)vp�
os(2�R�)� � (') = lim"!0�Z �"�1 
os(2�R�)� '(�)d� + Z 1" 
os(2�R�)� '(�)d��= lim"!0 Z 1" 
os(2�R�)'(�) � '(��)� = Z 1�1 
os(2�R�)g(�);gdzie g(�) =8<: 12� ('(�) � '(��)) dla � 6= 0'0(0) dla � = 0:



19.9. Transformata Fouriera dystrybu
ji 121Funk
ja g jest ró»ni
zkowalna (l'Hospital) i jej po
hodna jest 
aªkowalna,wi�
 funk
ja � 7! bg0(�) = 2�i�bg(�) jest ograni
zona. St¡d bg(�) �!j�j!1 0.Zatem Z 1�1 
os(2�R�)g(�)d� = 12(bg(R) + bg(�R)) �!R!1 0:Ozna
za to, »e vp�
os(2�R�)� � �!R!1 0w przestrzeni S 0. Mamy wi�
F (sgn) = 1�ivp�1�� : (19.25)Naty
hmiast dostajemy st¡dF (vp� 1x�) = ��i sgn : (19.26)(3) Obli
zmy transformat� Fouriera funk
ji Heaviside'a�(x) = � 0 dla x < 01 dla x > 0:W tym 
elu zauwa»my, »e �(x) = 12 (sgn(x) + 1). Z poprzedni
h przykªadówdostajemy b� = 12Æ0 + 12�ivp�1�� : (19.27)(4) Nie
h �R ozna
za funk
j� 
harakterysty
zn¡ przedziaªu [�R;R℄. O
zywiste,»e �R �!R!1 1 st¡d F (�R) �!R!1 Æ0. Ale b�R jest funk
j¡ gªadk¡ ib�R(�) = Z R�R e�2�ix�dx = sin(2�R�)�� :Dostali±my w ten sposób now¡ regularyza
j� delty Dira
a.(5) Funk
ja R2 = C 3 z 7! 1z 2 C



122 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAjest lokalnie 
aªkowalna i ma grani
� w niesko«
zono±
i, wi�
 jest dystrybu-
j¡ temperowan¡. Jej transformat� Fouriera obli
zymy bezpo±rednio, li
z¡

aªk� Z 1�1 Z 1�1 e�2�i(x�+y�) 1x+ iydxdyz wykorzystaniem Lematu Jordana. DostajemyZ 1�1 e�2�ix� 1x+ iydx = 8><>: 2�ie�2�i(�iy�) dla � < 0; y < 0�2�ie�2�i(�iy�) dla � > 0; y > 00 dla �y < 0i nast�pnie2�i Z 0�1 e�2�iy�e�2�y�dy = �2�i2�(� + i�) = �i(� + i�) dla � < 0;oraz�2�i Z �10 e�2�iy�e�2�y�dy = �2�i2�(� + i�) = �i(� + i�) dla � < 0:Ostate
znie, F �1z� = 1i(� + i�) : (19.28)19.10. Równania dystrybu
yjne.Dla ustalenia uwagi zajmowa¢ b�dziemy si� przypadkiem n = 1.Jak nam ju» wiadomo równanie f 0 = 0 ma tylko jedno (niezale»ne) rozwi¡zanie{ funk
j� staª¡. Powstaje pytanie:
zy dopusz
zenie do konkuren
ji dystrybu
ji powi�kszy zbiór rozwi¡za«?Nie
h T 2 D 0(R1 ) i nie
h T 0 = 0. Z de�ni
ji po
hodnej dystrybu
ji mamy dla' 2 D(R1 ) 0 = T 0(') = T ('0);
zyli T zeruje si� na po
hodny
h funk
ji próbny
h. Nie
h teraz R ' = 0. St¡dfunk
ja  (x) = Z x�1 '(y)dyma zwarty no±nik i  0 = '. I na odwrót, je»eli  2 D(R1 ) i ' =  0, to R ' = 0.Je»eli zatem R ' = 0, to T (') = 0. Wybierzmy funk
j� próbn¡ '0 tak¡, »e R '0 = 1:Dla dowolnej funk
ji próbnej ' mo»emy zapisa¢' = ('� 
'0) + 
'0:



19.10. Równania dystrybu
yjne 123Je»eli wybierzemy 
 = R ', to 
aªka z wyra»enia w nawiasie jest równa zero. St¡dT (') = T (
'0) = 
T ('0) = Z T ('0) � ';
zyli T jest funk
j¡ staª¡ równ¡ T ('0).Dopusz
zenie do konkuren
ji zna
znie szerszej klasy obiektów nie zwi�ksza ro-dziny rozwi¡za« równania T 0 = 0.To samo równanie rozwi¡»my inn¡ metod¡. Zakªadaj¡
, »e T 2 S 0(R1 ), równanieT 0 = 0 mo»emy zapisa¢ równowa»nie � bT = 0. St¡d bT (') = 0 dla funk
ji próbny
hposta
i '(�) = � (�) i wniosek, »e no±nik bT jest jednopunktowy (zero). Dowoln¡funk
j� próbn¡ ' zapisujemy jako sum� '(�) = ('(�) � '(0)) + '(0). Pierwszyskªadnik mo»na zapisa¢ w posta
i � (�), wi�
bT (') = '(0) bT (1);
o ma sens, bo no±nik bT jest jednopunktowy. St¡d bT = bT (1)Æ0 i T jest funk
j¡ staªarówn¡ bT (1). Dostali±my ten sam wynik, 
o poprzednio. Istotna ró»ni
a polega natym, »e za pierwszym razem dopu±
ili±my do konkuren
ji dystrybu
je z D 0(R1 ), aza drugim razem z S 0(R1 ). Bywa, »e jest to ró»ni
a istotna.Nie
hW (�) b�dzie wielomianem.W (D) jest operatorem ró»ni
zkowym o staªy
hwspóª
zynnika
h. Rozwa»my równanieW (D)f(x) = b(x): (19.29)Rozwi¡zania tego równania mo»emy znale»¢ znaj¡
 rozwi¡zania (dystrybu
yjne)równania W (D)T = Æ0: (19.30)Istotnie, je»eli T speªnia to równanie, to T�b speªnia (19.29):W (D)(T�b) = (W (D)T )�b = Æ0�b = b:T nazywamy rozwi¡zaniem podstawowym operatora ró»ni
zkowego W (D). Szuka-nie rozwi¡za« podstawowy
h przeprowadza si� na ogóª w obrazie fourierowskim:Transforma
ja Fouriera równania (19.30) daje równanieW (2�i�) bT = 1:A wi�
 bT dostajemy ÿdziel¡
" jedno±¢ przez funk
j� wielomianow¡ W (2�i�). Dzie-lenie to jest niejednozna
zne.



124 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAPrzykªady:(1) Rozpatrzmy przypadek W (x) = x, tzn. równanief 0 = b:Rozwi¡zanie fundamentalne T speªnia równanieT 0 = Æ0:Równanie to rozwi¡»emy prze
hodz¡
 do równania na transformaty Fouriera:2�i� bT = 1Wynika st¡d, »e na R n f0g mamy bT = 12�i� . Trywialnie sprawdza si�,»e vp� 12�i�� jest rozwi¡zaniem na 
aªym R. Pozostaªe rozwi¡zania dosta-niemy dodaj¡
 do vp� 12�i�� rozwi¡zanie równania jednorodnego2�i� bT = 0lub równowa»nie, T 0 = 0:Ostate
znie mamy bT = vp� 12�i��+ 
Æ0i z wzoru (19.27), T = 12sgn + 
:Wybieraj¡
 
 = 12 dostajemyf(x) = (b�T )(x) = Z 10 b(x� y)dy = Z x�1 b(y)dy:Wybieraj¡
 
 = �12 mamyf(x) = Z 0�1 b(x� y)dy = � Z 1x b(y)dy:



19.11. Dystrybu
je okresowe na R1 . Szeregi Fouriera 125(2) Rozwi¡zanie fundamentalne operatora Cau
hy'ego{Riemanna���z = 12 � ��x + i ��y� :Sprawdzimy, »e 1�z jest rozwi¡zaniem fundamentalnym:���z 1�z (') = � Z 1�z ���z'dxdy = � lim"!0 Z"<jzj 1�z ���z'dx ^ dy(obszar zorientowany kanoni
znie), ale1�z ���z'dx ^ dy = 1�z ���z' 12id�z ^ dz = 12�i ���z �1z '� d�z ^ dz = 12�id� 1�z'dz� ;wi�
� lim"!0 Z"<jzj 1�z ���z'dx ^ dy = limR!1 i2� Zjzj=R 'z dz � lim"!0 i2� Zjzj=" 'z dz= � i2� lim"!0 Zjzj=" '(z)1zdz = � i2� lim"!0 Z 2�0 i'("ei�)d� = '(0):Spróbujmy teraz znale¹¢ rozwi¡zanie fundamentalne operatora Cau
hy'e-go{Riemanna metod¡ transforma
ji Fouriera. Mamy do rozwi¡zania równa-nie �i(� + i�) bT = 1;sk¡d wida¢, »e jednym z rozwi¡za« jest funk
ja 1�i(� + i�) i korzystaj¡
 z(19.28) dostajemy 1�z jako rozwi¡zanie fundamentalne operatora Cau
hy'e-go{Riemanna.19.11. Dystrybu
je okresowe na R1 . Szeregi Fouriera.Defini
ja 19.30. Dystrybu
j� T 2 D 0(R1 ) nazywamy okresow¡ o okresie h 2 R,je»eli �hT = T .W dalszym 
i¡gu zajmowa¢ si� b�dziemy, by nie rozprasza¢ uwagi, dystrybu
jamio okresie 1. O
zywistym jest, »e dystrybu
ja okresowa nale»y do S 0(R1 ). Korzy-staj¡
 z punktu (4) Twierdzenia 19.29 mo»emy sformuªowa¢ warunek okresowo±
idystrybu
ji w j�zyku transformat Fouriera.



126 19. TEORIA DYSTRYBUCJI. TRANSFORMACJA FOURIERAStwierdzenie 19.31. Dystrybu
ja T jest okresowa o okresie 1wtedy i tylko wtedy,gdy bT = e�2�i� bT : (19.31)Przyjrzyjmy si� teraz warunkowi (19.31). Wynika z niego, »e dla ka»dej funk
jipróbnej ' bT �'� e�2�i�'� = 0:Je»eli funk
ja próbna ' jest taka, »e supp (') � R nZ, to = �1� e�2�i���1 ' 2 S ; ' =  � e�2�i� :Mamy zatem dla takiej funk
jibT (') = bT � � e�2�i� � = 0:Wynika st¡d, »e supp bT � Z.Nie
h k 2 Z. Rozwa»my dystrybu
j� bT ob
i�t¡ do ℄k� 1; k+1[: Ustalmy funk
j�'0 2 D(℄k � 1; k + 1[) tak¡, »e '0(k) = 1. Ka»d¡ funk
j� ' 2 D(℄k � 1; k + 1[)mo»emy przedstawi¢ w posta
i sumy' = ('� '(k)'0) + '(k)'0:Pierwszy skªadnik w tej sumie zeruje si� w k i, 
o ªatwo sprawdzi¢, funk
ja�(�) = � (1� e�2�i�)�1('(�)� '(k)'0(�)) dla � 6= k12�i ('0(k)� '(k)'00(k)) dla � = kjest funk
j¡ z D(℄k � 1; k + 1[). Mamy zatem'(�)� '(k)'0(�) = �(�)� e�2�i��(�)i st¡d bT (') = bT ('� '(k)'0) + '(k) bT ('0) = '(k) bT ('0) = 
kÆk(');gdzie 
k = bT ('0). Ostate
znie bT =Xk2Z
kÆk;za± dla odwrotnej transformaty Fouriera mamyT =X 
k b_Æk =Xk 
k\��kÆ0 =Xk 
ke2�ikx:



19.12. Dodatkowe informa
je o transforma
ji Fouriera 127Wyra»enie po prawej stronie nazywa si� szeregiem Fouriera dystrybu
ji okresowej.Sumowanie szeregu jest o
zywi±
ie w przestrzeni dystrybu
ji. Jako przykªad we¹mydystrybu
j� T = P1�1 Æk. Jest to dystrybu
j¡ okresowa, wi�
 bT = P1�1 
kÆk.Ale opró
z okresowo±
i T mamy, »e e�2�ikT = T i w konsekwen
ji, �k bT = bT .St¡d wszystkie 
k s¡ równe. Mamy wi�
 bT = 
T . Aby wyzna
zy¢ 
 obli
zmy T nah(x) = e��x2 : 0 6= T (h) = T (bh) = bT (h) = 
T (h);i st¡d 
 = 1, 
zyli bT = T .Nie
h teraz ' 2 S . MamyXk2Z'(k) = T (') = bT (') = T (b') =Xk2Zb'(k):Wykazali±my wi�
 nast�puj¡
e twierdzenie:Twierdzenie 19.32 (wzór suma
yjny Poisson'a). Dla ka»dej funk
ji ' z prze-strzeni S (R) za
hodzi równo±¢Xk2Z'(k) =Xk2Zb'(k): (19.32)19.12. Dodatkowe informa
je o transforma
ji Fouriera.Lemat Riemanna{Lebesgue'a. Wiemy, »e transformata Fouriera funk
ji 
aª-kowalnej jest 
i¡gªa i ograni
zona. Co wi�
ej,Stwierdzenie 19.33 (lemat Riemanna{Lebesgue'a). Dla funk
ji f 
aªkowal-nej w sensie Lebesgue'a mamy bf(�) �!k�k!1 0:Dow�od: Wiadomo z analizy, »e ka»d¡ funk
j� 
aªkowaln¡mo»na przybli»y¢ (wzgl�-dem normy 
aªkowej) funk
jami z C10 (Rn ). Nie
h wi�
 funk
je fm 2 C10 (Rn ) b�d¡takie, »e Z j f � fm j ����!m!1 0:Mamy zatem��� bf(�)� 
fm(�) ��� 6 Z �� e�2�ix�� �� j f(x)� fm(x) j dnx = Z j f � fm j ����!m!1 0:
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i¡g (
fm) jest zbie»ny jednostajnie do bf . Dla ka»dego " istnieje n" takie, »ej
fn"(�) � bf(�)j < "=2. Ale 
fn" 2 S , wi�
 istnieje r" takie, »e j
fn"(�)j < "=2 dlak � k > r". St¡d j bf(�)j < " dla taki
h �.Transforma
ja Fouriera na L2(Rn ). W przestrzeni funk
ji o warto±
ia
h ze-spolony
h, mierzalny
h w sensie Lebesgue'a na Rn i który
h kwadrat moduªu jest
aªkowalny na Rn , wprowadzamy rela
j� równowa»no±
i. Dwie funk
j� s¡ równo-wa»ne, je»eli ró»ni¡ si� na zbiorze miary zero. Przestrze« klas rownowa»no±
i jestprzestrzeni¡ wektorow¡, ozna
zan¡ L2(Rn ). Przestrze« ta, z ilo
zynem skalarnym(f jg) = Z f�gjest przestrzeni¡ Hilberta. W sz
zególno±
i funk
je z S (Rn ) wyzna
zaj¡ jedno-zna
znie elementy z L2(Rn ). Je»eli f; g 2 S , to mamy równo±
i�bg = _b�g; oraz b�bg = bb_�g = �g;a st¡d i z Twierdzenia 19.25( bf jbg) = Z bf � �bg = Z f � b�bg = Z f � �g = (f jg):Jeste±my wi�
 o krok od nast�puj¡
ego twierdzenia:Twierdzenie 19.34 (Plan
herela). Transforma
ja Fouriera jest izometry
znana S (Rn ) i daje si� rozszerzy¢ do operatora unitarnego w przestrzeni L2(Rn ).Rozszerzenie to jest niezale»ne od rozszerzenia transforma
ji Fouriera na dys-trybu
je. Poniewa» elementy z L2 s¡ dystrybu
jami temperowanymi, wi�
 trzebasprawdzi¢, »e oba rozszerzenia daj¡ ten sam wynik. Jest to prosty fakt, jego dowódwymaga jednak elementarnej wiedzy o przestrzenia
h Hilberta.
I to by by lo na tyle.


