ANALIZA 111 “C”
17.01.2006
1. Znalez¢ transformaty Fouriera nastepujacych funkcji w R:

(a) f(x) = Xjap); tu x4 — funkcja charakterystyczna zbioru A, tzn. x4(x) = 1, gdy
x € Aoraz xa(zx) =0, gdy = ¢ A.

(b) f(l‘) = X[-a,a]5

1

(c) f(z)= m;
1

(d) f(z) = RS
() f(x)=1—2%dla|z| <1, f(x)=0dla|z| >1;
() f(x)=e"%", a>0;
(g) f(z) = cosli ax
) 0) = o
1) f(z) = 2P a > 0;
6) J(@) = =

2. Niech P — wielomian rzeczywisty stopnia 2m, nie posiadajacy pierwiastkow rzeczy-
wistych.

(a) Pokaza¢ ze przeksztalcenie Fouriera funkcji f(z) = 1/P(x) jest funkcja roz-
niczkowalng nieskoriczenie wiele razy z wyjatkiem & = 0.

(b) Pokaza¢, ze f(k) posiada w punkcie k = 0 pochodne jednostronne wszystkich
rzedow.

~

(c) Jaki jest rzad gtadkosci f(k) (tzn. liczba pochodnych ciaglych)?
Wsk. a), b). Skorzysta¢ z wyniku zad. 1 c) i rozkladu f(z) na utamki proste.

3. Niech f € L}(R) - funkcja wymierna. Pokaza¢, ze dla pewnych statych ¢ >0, € >0
zachodzi oszacowanie: |f(k)| < ce™, k € R.
4. Znalezé sploty fi * fo nastepujacych par funkcji w R:
1 1
(a) fi(z) = 221 a2 folz) = m;
(b) fi(x) =e /%, fo(x) = e~ /2.
5. Zmalez¢ transformaty Fouriera nastepujacych funkcji w R3. Ponizej: x = [z1, 9, 23]7 € R3,

r=/z? + 23 + 2%

(8) fa) = —

r?2 4+ a?’



(b) f(z) = e q > 0;

(c) f(x) = e @42 Tu A jest dodatnio okreslona macierza symetryczna, (-|-) —
standardowy iloczyn skalarny w R3.

6. Wykorzystujac wzér sumacyjny Poissona, znalez¢é nastepujace sumy szeregdw:

7. Znalezé rozwigzanie réwnania Poissona w R?:

Ay (x) = p(x),

gdzie: A — laplasjan, p(x) jest funkcja catkowalna.

Wsk. Obliczy¢ transformate Fouriera obu stron i obliczy¢ lﬁ(k;) Nastepnie zas-
tosowaé¢ odwrotna transformate Fouriera do ¢ (k), aby dostaé funkcje ¢ (k).

Interpretacja fizyczna. Rownanie Poissona daje potencjal elektrostatyczny ¢ (x) przy
zadanym rozktadzie tadunku p(z).

8. Niech (t,z) € R, xR. Znalez¢ rozwiazanie ¢)(x, t) rownania przewodnictwa cieplnego
w R, xR:
N DY
ot o2
z warunkiem poczatkowym (0, 2) = 9o(x). Podaé¢ jawna postaé rozwiazania dla

o(z) = e—a?

9. Zrobi¢ to samo co w powyzszym zadaniu dla jednowymiarowego réwnania Schrédingera:

v 9%
ot Ox2



