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Zadanie 1: Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad R (lub C). Powiemy,
»e p-forma α ∈ Λp(V∗) jest prosta, je±li istniej¡ α1, . . . , αp ∈ V∗ takie, »e α = α1 ∧ . . . ∧ αp.

(a) Udowodnij, »e je±li α ∈ Λp(V∗) jest prosta i β ∈ V∗ speªnia β ∧ α = 0, to istnieje α ′ ∈
Λp−1(V∗) taka, »e α = α ′ ∧ β.

(b) Wyka», »e je±li n = dimV , to ka»da (n − 1)-forma jest prosta.

(c) Udowodnij, »e 2-forma ω jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy ω ∧ ω = 0.

Uwaga: Ostatni punkt wynika ªatwo z faktu, »e dla ka»dej 2-formy ω istniej¡ liniowo niezale»ne
θ1, . . . , θ2r ∈ V∗ takie, »e ω = θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4 + · · ·+ θ2r−1 ∧ θ2r.

Zadanie 2: Oblicz pochodn¡ zewn¦trzn¡ nast¦puj¡cych form ró»niczkowych na R3:

(a) ω(x, y, z) = 1
1+x2 dy +

√
1 + exy dx;

(b) ω(x, y, z) = sin(xy)dy ∧ dz + ex2−y2−z2

dx ∧ dz.

Zadanie 3: Sprawdzi¢, »e ω ∈ Ω2(O) jest zamkni¦ta i znale¹¢ η ∈ Ω1(O) tak¡, »e ω = dη.

(a) O = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 > 0},
ω = 1

(x2+y2+z2)− 3
2

(x dy ∧ dx + y dz ∧ dx + z dx ∧ dy);

(b) O = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 > 0, z > 0},
ω =

f(xz,yz)√
x2+y2

(x dy ∧ dz + y dz ∧ dx − z dx ∧ dy), (f � ustalony element C∞(R2));

(c) O = R3,
ω = ∂a

∂z dy ∧ dz + ∂b
∂z dz ∧ dx −

(
∂a
∂x + ∂b

∂y

)
dx ∧ dy (a, b � ustalone elementy C∞(R3)).

Zadanie 4: Znajd¹ Φ∗ω, je±li

(a) Φ : R 3 x 7→ (x, x3, cos x) ∈ R3,
ω(y1, y2, y3) = y1 exp(−y2 − y3)dy1 ∧ dy3;

(b) Φ : R2 3 (x1, x2) 7→ (1, 2x1x2 , x1x2) ∈ R3,
ω(y1, y2, y3) = y2 dy2 ∧ dy3 + dy1 ∧ dy3;

(c) Φ : R3 3 (x1, x2, x3) 7→ x1 + x2 + x3 + 2 ∈ R,
ω(y) = (1 + y2)dy;

(d) Φ : RN 3 x 7→ Ax + x0 ∈ RN (A � macierz nieosobliwa, x0 � ustalony punkt RN),
ω(x) = f(x)dxi1

∧ . . . ∧ dxik
(k ≤ N, i1, . . . , ik ∈ {1, . . . ,N}, ir 6= is dla r 6= s).

Zadanie 5: Ustalmy N ∈ R. W zbiorze RN+1 \ {0} wprowad¹my relacj¦ równowa»no±ci: x ∼ y

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje t ∈ R takie, »e x = ty. Niech RP(N) b¦dzie zbiorem klas
abstrakcji tej relacji, a π : RN+1 → RP(N) kanonicznym odwzorowaniem x 7→ [x]. Na RP(N)
zadajemy topologi¦ tak: U ⊂ RP(N) jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy π−1(U) jest otwarty w
RN+1. Wyka», »e RP(N) jest zwart¡ rozmito±ci¡ (najlepiej konstruuj¡c atlas klasy C∞).


