29 pazdziernika 2005

Zadania z Analizy ,,C”, seria nr 2.

Zadanie 1: Niech V bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad R (lub C). Powiemy,
ze p-forma o« € AP(V*) jest prosta, jesli istnieja x1,...,0p € V* takie, ze cx = o1 A Aoy

(a) Udowodnij, ze jesli « € AP(V*) jest prosta i f € V* spelia f A o = 0, to istnieje ' €
AP~ (V*) taka, ze . = o’ A B.

(b) Wykaz, ze jesli n = dim V, to kazda (n — 1)-forma jest prosta.
(¢) Udowodnij, ze 2-forma w jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy w A w = 0.

Uwaga: Ostatni punkt wynika tatwo z faktu, ze dla kazdej 2-formy w istnieja liniowo niezalezne
01,...,02, € V* takie, ze w =071 AO2+03A\0s4+ -+ 02,7 AB2p.

Zadanie 2: Oblicz pochodng zewnetrzng nastepujacych form rézniczkowych na R3:
(a) wix,y,z) = ﬁ dy + 1+ e*v dx;

(b) w(x,y,z) =sin(xy)dy Adz+ eX v 2" dx A dz.

Zadanie 3: Sprawdzi¢, ze w € Q?(0O) jest zamknieta i znalezé 1 € Q' (O) taka, ze w = dn.

(a) O ={(x,y,2) € R®: x* +y* > 0},
w= (xdy Adx+ydzAdx+zdx A dy);
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(b) O ={(x,y,z) eR3: x> +y? >0, z> 0},
w = M(x dy Adz+ydzAdx —zdx Ady), (f - ustalony element C*®(R?));

(¢) O=R?,
w= g—‘zl dy Adz+ % dz A dx — (g—g + %) dx A dy (a,b — ustalone elementy C*®(R3)).

Zadanie 4: Zmnajdz ®*w, jesli

(a) ®:R>x (x,x3,cosx) € R3,
w(yY1,Y2,Y3) = yr exp(—y2 —y3) dys Adys;

(b) @:R? 3 (x7,%x2) — (1,2¥1%2 x1%x;) € R3,
w(yY1,Y2,Y3) =y2 dy2 Adys + dys A dys;

(¢) @:R33 (x1,%x2,%x3) = X1 +x2+%x3 +2 €R,
wly) = (1+y?) dy;

(d) ®:RN > x— Ax+xo € RN (A — macierz nieosobliwa, xo — ustalony punkt R),
w(x) =f(x)dxi, Ao Adxg, (K< N, i, e {1, N} iy #ig dlaT #s).

Zadanie 5: Ustalmy N € R. W zbiorze RN*1 \ {0} wprowadzmy relacje réwnowaznosci: x ~ y
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje t € R takie, ze x = ty. Niech RP(N) bedzie zbiorem klas
abstrakcji tej relacji, a 7t : RN*T — RP(N) kanonicznym odwzorowaniem x — [x]. Na RP(N)
zadajemy topologie tak: U C RP(N) jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy 7' (i) jest otwarty w
RNFT. Wykaz, ze RP(N) jest zwarta rozmitoscia (najlepiej konstruujac atlas klasy C*).



