Zadania z Analizy II C. Rézniczkowalno$é funkcji wielu zmiennych. Marzec 2005.

1. Zbadaé¢ rozniczkowalno$é¢ funkeji

n

R" 50 [fol = (D)2

=1

0, (z,9)=(0,0)
w (0,0), lecz nie jest tam rézniczkowalna.

l’yQ
2. Sprawdzi¢, ze funkcja f(x,y) = { e 4y?? (z,y) # (0,0) ma wszystkie pochodne kierunkowe

(z% +y?)sin s, (2,y) # (0,0)

3. Niech f(z,y) := . Pokazac¢, ze f posiada pochodne czastkowe,

0, (z,y) = (0,0)
nieciggle w (0,0), ale jest tam rozniczkowalna.
22 —y?
4. Pokazac, ze dla funkcji f(z,y) := zyxé’”z’ Ei:zg 7: Eg:g) mamy 8&%5 # 8£y%0) Sprawdzi¢

niecigglo$¢ mieszanych pochodnych w (0,0).
5. Udowodnié¢ rézniczkowalno$é¢ nastepujacych odwzorowan:
(a) C(]o, 9f»—>f0f” ) dt € R;
(b) €([0,1]) 3 f = g € C([0, = [y [Pt) d
6. Znalez¢ pochodne czastkowe rzedu 1 i 2 superpozycji funkeji:
(a) f(2® +y*+2%);
(b) flz,5);
(c) flz,zy, zyz).

7. Obliczy¢ macierz Jacobi’ego superpozycji 7' o S dwoch odwzorowar i sprawdzié, ze (T'0 S);; =
Zk TikSkj, jeéli:
(a) S:R>zw— (z,In(l + ) € R?
Y TR (2,y) — (sinz, ™, 1) € R

(b) S:R?> (x,y) — (vy,z +y,sinmy) € R3
T:R3> (z,y,2) — (x +y+ 2z —y) € RE

8. Wykazaé, ze funkcja u = In+/(z — a)? + (y — b)? (a i b - stale) spelnia réwnanie Laplace’a

Uggy + Uyy = 0.

9. Niech u = f(r), gdzie r = \/22 +y2 + 22 i f jest funkcja klasy C?. Pokazaé, ze Au = F(r),
gdzie Au = gy + uyy + U, 1 znalezé funkcje F.

10. Wprowadzajac nowe zmienne £ i 1) rozwigzaé roOwnanie:

(a) zo =z, jeslié = +yn=o—y;



11.

12.

13.

Zapisa¢ nastepujace wyrazenia we wspotrzednych biegunowych z = rcosp,y = rsin ¢:
(a) w = (uz)? + (uy)*;
(b) w = ugy + Uyy.

Pokaza¢, ze posta¢ rownania Laplace’a Az = z,, + 2, = 0 nie zmienia sie przy dowolnej
zamianie zmiennych z = p(u,v),y = ¥ (u, v), spelniajacej warunki

Pu = wv,% = _wu-

Zapisaé trojwymiarowy operator Laplace’a Au = uy, +uy, + u,, we wspolrzednych sferycznych
x =rsinfcosy,y =rsinfsingp, z = rcosb.



