
Zadania z Analizy II C. Ró»niczkowalno±¢ funkcji wielu zmiennych. Marzec 2005.

1. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ funkcji

Rn 3 x 7→ ||x|| := (
n∑

i=1

x2
i )

1/2.

2. Sprawdzi¢, »e funkcja f(x, y) =

{
xy2

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
ma wszystkie pochodne kierunkowe

w (0, 0), lecz nie jest tam ró»niczkowalna.

3. Niech f(x, y) :=

{
(x2 + y2) sin 1

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
. Pokaza¢, »e f posiada pochodne cz¡stkowe,

nieci¡gªe w (0, 0), ale jest tam ró»niczkowalna.

4. Pokaza¢, »e dla funkcji f(x, y) :=

{
xy x2−y2

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
mamy ∂f(0,0)

∂x∂y
6= ∂f(0,0)

∂y∂x
. Sprawdzi¢

nieci¡gªo±¢ mieszanych pochodnych w (0, 0).

5. Udowodni¢ ró»niczkowalno±¢ nast¦puj¡cych odwzorowa«:

(a) C([0, 1]) 3 f 7→ ∫ 1

0
fn(t) dt ∈ R;

(b) C([0, 1]) 3 f 7→ g ∈ C([0, 1]), g(t) :=
∫ 1

0
f 3(tx) dx.

6. Znale¹¢ pochodne cz¡stkowe rz¦du 1 i 2 superpozycji funkcji:

(a) f(x2 + y2 + z2);
(b) f(x, x

y
);

(c) f(x, xy, xyz).

7. Obliczy¢ macierz Jacobi'ego superpozycji T ◦ S dwóch odwzorowa« i sprawdzi¢, »e (T ◦ S)ij =∑
k TikSkj, je±li:

(a) S : R 3 x 7→ (x, ln(1 + x4)) ∈ R2

T : R2 3 (x, y) 7→ (sin x, ex+y, 1) ∈ R3;

(b) S : R2 3 (x, y) 7→ (xy, x + y, sin πy) ∈ R3

T : R3 3 (x, y, z) 7→ (x + y + z,−y) ∈ R2.

8. Wykaza¢, »e funkcja u = ln
√

(x− a)2 + (y − b)2 (a i b - staªe) speªnia równanie Laplace'a

uxx + uyy = 0.

9. Niech u = f(r), gdzie r =
√

x2 + y2 + z2 i f jest funkcj¡ klasy C2. Pokaza¢, »e ∆u = F (r),
gdzie ∆u = uxx + uyy + uzz, i znale¹¢ funkcj¦ F .

10. Wprowadzaj¡c nowe zmienne ξ i η rozwi¡za¢ równanie:

(a) zx = zy, je±li ξ = x + y, η = x− y;
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(b) yzx − xzy = 0, je±li ξ = x, η = x2 + y2;
(c) azx + bzy = 1 (a 6= 0), je±li ξ = x, η = y − bz;
(d) xzx + yzy = z, je±li ξ = x, η = y/x;
(e) utt = a2uxx, je±li ξ = x− at, η = x + at.

11. Zapisa¢ nast¦puj¡ce wyra»enia we wspóªrz¦dnych biegunowych x = r cos ϕ, y = r sin ϕ:

(a) w = (ux)
2 + (uy)

2;
(b) w = uxx + uyy.

12. Pokaza¢, »e posta¢ równania Laplace'a ∆z ≡ zxx + zyy = 0 nie zmienia si¦ przy dowolnej
zamianie zmiennych x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), speªniaj¡cej warunki

ϕu = ψv, ϕv = −ψu.

13. Zapisa¢ trójwymiarowy operator Laplace'a ∆u = uxx +uyy +uzz we wspóªrz¦dnych sferycznych
x = r sin θ cos ϕ, y = r sin θ sin ϕ, z = r cos θ.
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