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10.

Zadania z Analizy III-C, seria 4, listopad 2005r.

Wykazaé, ze nastepujace przestrzenie sa rozmaitosSciami:

(a) sfera S™:={x e R"™! | 2% +..- + 22, =1}

(b) przestrzen rzutowa RP", czyli przestrzen wszystkich podprzestrzeni 1-wymiarowych w
R™*! wyposazona w topologie, w ktorej zbiory otwarte sa obrazami zbioréw otwartych za
pomoca rzutu p : S™ — RP™ odnoszacego punktowi na sferze podprzestrzen, przechodzaca
przez ten punkt;

(c) torus 2-wymiarowy T? := R?/Z? (grupe ilorazowa R?/Z* wyposazamy w topologie, w
ktorej zbiory otwarte sa obrazami zbiorow otwartych w R? za pomoca rzutu P : R? —
R?/Z2).

Wykazaé¢ gltadkos¢ odwzorowan p i P.

. Udowodnié, ze na sferze nie istnieje atlasu, sktadajacego sie z jednej mapy.

Pokazac, iz rzut stereograficzny sfery na plaszczyzne styczng z punktu przeciwleglego punktowi
stycznosci (bieguna), jest dyfeomorfizmem wszedzie z wyjatkiem bieguna.

Niech B := {z € R" | 23 4+ --- + 22 < a} kula otwarta o promieniu a w R". Wykaza¢, ze
odwzorowanie f(z) = ax/\/a? — ||z||? jest dyfeomorfizmem kuli B na R™.

Podac¢ przyktad gladkiej bijekcji pomiedzy rozmaitosciami, nie bedacej dyfeomorfizmem.

Niech torus T? C R® utworzony jest obrotem okregu dookola osi (wlozenie standardowe).
Wykazac, ze wspolrzedne z, v, 2z sa gltadkimi funkcjami na torusie.

Zbada¢, czy orientowalne sa rozmaitosci:
(a) S™;

(b) T :=R"/Z"™;

(c) RP™.

7 jaka rozmaitoscig homeomorficzny jest zbior wszystkich prostych na plaszczyznie R? (prostych
afinicznych, czyli nie koniecznie przechodzacych przez zero).

Sprawdzi¢ Twierdzenie Stokesa:

(a) we PR, w=z+y, M={(z,y) eR?|2*+y*=1,y >0}
(b) we QN R?),w =2zdy +dr, M = {(z,y) € R* | |z — 3| < 3, |y| < 2,2% + 49> > 4};

(c)wEQO({(xyz)€R3| r > 0,y > 0,z > 0}),w = In(zx+y+2), M =T,
=[1,2] >t — (t+1,t4 4t) € R3;

(d) wEQl( HNw = 2?dy+y*de, M = {(z,y,2) € R} | da? +y?+22 =4,2 > 0,y > 0,2 > 0}.

l

Obliczy¢ |, gW

(a) w(z,y,2) = zdz Ndy+ sza*dy Adz+zyzda Adz, S = {(z,y,2) € R® | 2 > 0,22 +y*+2*

1};



= {(z,y,2) €R3 |2 >0,y >0, (/22 + 42 —

dyAdz dzNdz ) S —

2
w(x7y7 Z) =z (\/(y_4)2+z2 \/(z—4)2+z2

4)? 4 2% = 9};
w(r,y,2) = 22dy Ndz + y?dz Ndz + 22de Ndy, S ={(z,y,2) ER3 | 2? +¢y* —22=1,0 <
z < 1}; orientacje na S zadajemy przez wektor normalny 7 = %(x% + y(% - z%);
w(z,y, z) = zdz AN dy + 3za%dy A dz + zyzde Adz, S = {(z,y,2) € R® | 22 +¢y* + 2% €

1. = _ VE+y+22-2, 9 d d



