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1. Wykaza¢, »e nast¦puj¡ce przestrzenie s¡ rozmaito±ciami:

(a) sfera Sn := {x ∈ Rn+1 | x2
1 + · · ·+ x2

n+1 = 1};
(b) przestrze« rzutowa RP n, czyli przestrze« wszystkich podprzestrzeni 1-wymiarowych w

Rn+1 wyposa»ona w topologie, w której zbiory otwarte s¡ obrazami zbiorów otwartych za
pomoc¡ rzutu p : Sn → RP n odnosz¡cego punktowi na sferze podprzestrze«, przechodz¡c¡
przez ten punkt;

(c) torus 2-wymiarowy T2 := R2/Z2 (grup¦ ilorazow¡ R2/Z2 wyposa»amy w topologi¦, w
której zbiory otwarte s¡ obrazami zbiorów otwartych w R2 za pomoc¡ rzutu P : R2 →
R2/Z2).

Wykaza¢ gªadko±¢ odwzorowa« p i P .

2. Udowodni¢, »e na sferze nie istnieje atlasu, skªadajacego si¦ z jednej mapy.

3. Pokaza¢, i» rzut stereogra�czny sfery na pªaszczyzn¦ styczn¡ z punktu przeciwlegªego punktowi
styczno±ci (bieguna), jest dyfeomor�zmem wsz¦dzie z wyj¡tkiem bieguna.

4. Niech B := {x ∈ Rn | x2
1 + · · · + x2

n < a} kula otwarta o promieniu a w Rn. Wykaza¢, »e
odwzorowanie f(x) = ax/

√
a2 − ‖x‖2 jest dyfeomor�zmem kuli B na Rn.

5. Poda¢ przykªad gªadkiej bijekcji pomi¦dzy rozmaito±ciami, nie b¦d¡cej dyfeomor�zmem.

6. Niech torus T2 ⊂ R3 utworzony jest obrotem okr¦gu dookoªa osi (wªo»enie standardowe).
Wykaza¢, »e wspóªrz¦dne x, y, z s¡ gªadkimi funkcjami na torusie.

7. Zbada¢, czy orientowalne s¡ rozmaito±ci:

(a) Sn;
(b) Tn := Rn/Zn;
(c) RP n.

8. Z jak¡ rozmaito±ci¡ homeomor�czny jest zbiór wszystkich prostych na pªaszczyznie R2 (prostych
a�nicznych, czyli nie koniecznie przechodz¡cych przez zero).

9. Sprawdzi¢ Twierdzenie Stokesa:

(a) ω ∈ Ω0(R2), ω = x + y, M = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1, y > 0};
(b) ω ∈ Ω1(R2), ω = 2xdy + dx, M = {(x, y) ∈ R2 | |x− 3| 6 3, |y| 6 2, x2 + 4y2 > 4};
(c) ω ∈ Ω0({(x, y, z) ∈ R3 | x > 0, y > 0, z > 0}), ω = ln(x + y + z), M = Γ,

Γ := [1, 2] 3 t → (t + 1, t4, 4t) ∈ R3;
(d) ω ∈ Ω1(R3), ω = x2dy+y2dx, M = {(x, y, z) ∈ R3 | 4x2+y2+z2 = 4, x > 0, y > 0, z > 0}.

10. Obliczy¢
∫

S
ω:

(a) ω(x, y, z) = zdx∧dy+ 1
2
zx2dy∧dz+xyzdx∧dz, S = {(x, y, z) ∈ R3 | z > 0, x2 +y2 +z2 =

1};
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(b) ω(x, y, z) = z2( dy∧dz√
(y−4)2+z2

+ dz∧dx√
(x−4)2+z2

) S = {(x, y, z) ∈ R3 | x > 0, y > 0, (
√

x2 + y2 −
4)2 + z2 = 9};

(c) ω(x, y, z) = x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx + z2dx∧ dy, S = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 − z2 = 1, 0 6
z 6 1}; orientacj¦ na S zadajemy przez wektor normalny −→n = 1

r
(x ∂

∂x
+ y ∂

∂y
− z ∂

∂z
);

(d) ω(x, y, z) = zdx ∧ dy + 1
2
zx2dy ∧ dz + xyzdx ∧ dz, S = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ∈

{1, 9}, z > −1
2
};−→n =

√
x2+y2+z2−2√

x2+y2+z2
(x ∂

∂x
+ y ∂

∂y
+ z ∂

∂z
).

2


