
ANALIZA II “C”
Lista nr 1 (ca lki – ciekawostki), 24.02.2005

1. Obliczyć ca lki:
a)

∫ dx
x+

√
x2−x+1

Wsk. I. podstawienie Eulera;

b)
∫ dx

(x2+a2)
√

a2−x2
Wsk. III. podstawienie Eulera.

2. Obliczyć ca lke
ι
:

Ir =
π
∫

0
log(1− 2r cos x + r2)dx, |r| 6= 1. Wsk. Obliczyć ca lke

ι
z definicji,

dziela
ι
c przedzia l ca lkowania na n równych cze

ι
ści, skorzystać z wzoru:

z2n − 1 = (z2 − 1)
n−1
∏

k=1

(

1 − 2z cos kπ
n

+ z2
)

dla z ∈ C (jeśli ktoś nie zna

to prosze
ι

te
ι

tożsamość pokazać) i przej́sć z n do nieskończoności. Odp.
Ir = 0 dla |r| < 1, Ir = 2π log |r| dla |r| > 1.

3. Obliczyć ca lke
ι
:

I =
π
∫

0

x sinx
1+cos2 x

dx. Wsk. Podstawić x = π − t i porównać wyrażenia

przed podstawieniem i po. Odp. I = π2

4
.

4. Obliczyć ca lke
ι
:

J =
1
∫

0

log(1+x)
1+x2 dx. Wsk. Podstawić x = tgφ i skorzystać z tożsamości:

1+tgφ =
√

2 sin( π

4
+φ)

cos φ
(jeśli ktoś nie zna to prosze

ι
te

ι
tożsamość pokazać)

i wykaza
ι
ć, że dwie z otrzymanych ca lek sie

ι
kasuja

ι
. Odp. J = 1

8
π log 2.

5. Pokazać, że: J2n ≡
π/2
∫

0
sin2nx dx = (2n−1)!!

(2n)!!
π
2
,

J2n+1 ≡
π/2
∫

0
sin2n+1x dx = (2n)!!

(2n+1)!!
. Wsk. Wyprowadzić wzór rekuren-

cyjny na Jk, stosuja
ι
c ca lkowanie przez cze

ι
ści.

6. Używaja
ι
c obliczonych wyżej wartości ca lek, wykazać wzór Wallisa (pier-

wszy historycznie wzór na liczbe
ι
π:

π

2
= lim

n→∞

[

(2n)!!

(2n − 1)!!

]2
1

2n + 1
.
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Wsk. Z oczywistych nierówności: sin2n+1 x < sin2n x < sin2n−1 x (dla
0 < x < π/2) otrzymać po sca lkowaniu: J2n+1 < J2n < J2n−1, ska

ι
d

pokazać nierówność:

[

(2n)!!

(2n + 1)!!

1

2n + 1

]2

<
π

2
<

[

(2n)!!

(2n − 1)!!

]2
1

2n
.

Obliczyć różnice
ι

wyrazów skrajnych i pokazać, że da
ι
ży ona do zera w

granicy, i skorzystać z tw. o 3. cia
ι
gach.

7. ∗ Ca lka eliptyczna zupe lna pierwszego rodzaju K(k) – jedna z ca lek
nie sprowadzaja

ι
cych sie

ι
do funkcji elementarnych – jest określona dla

|k| < 1 jako

K(k) :=

π/2
∫

0

dφ
√

1 − k2 sin2 φ
.

Pokazać tożsamość: K(k) = (1+k1)K(k1), gdzie k1 := 1−
√

1−k2

1+
√

1−k2
(tożsamość

ta nazywana jest przekszta lceniem Landena i ma duże znaczenie w
teorii ca lek eliptycznych). Wsk. Fichtenholz: Rachunek różniczkowy
i ca lkowy t. 2, rozdz. IX, cz. 316.
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