ANALIZA 11 “C”

Lista nr 1 (calki — ciekawostki), 24.02.2005

1.

Obliczyé calki:
a) [ - W Wsk. 1. podstawienie Eulera;

b) [ W Wsk. 1II. podstawienie Eulera.

Obliczy¢ calke:

I. = [log(1—2rcosx+7r?)dx, |r| # 1. Wsk. Obliczy¢ catke z definicji,

0

dzielgc przedziat calkowania na n rownych czesci, skorzystaé¢ z wzoru:
n—1

220 —1=(22-1) [I (1 — 2zcos T 4 22) dla z € C (jesli kto$ nie zna
k=1

to prosze te tozsamogé pokazad) i przejsé¢ z n do nieskonczonosci. Odp.
I, =0dla|r| <1, I, =2rlog|r| dla |r| > 1.

Obliczyé calke:

I = f esne gy Wsk. Podstawié * = 7 — ¢ i poréwnaé wyrazenia
1+cos® x

przed podstawieniem i po. Odp. I = ”72.

Obliczyé calke:

J = f 10% Jrl;rf dx. Wsk. Podstawi¢ x = tge i skorzystaé z tozsamosci:

1+tgop = V2sin(§+4) (jesli kto$ nie zna to prosze te tozsamosé pokazad)

cos ¢
i wykazaé, ze dwie z otrzymanych calek sie kasuja. Odp. J = éﬂ'log 2
. ™2, (2n—1)
Pokazac, ze: Js, = g sin®"z dr = (Qn)”~g’

w/2

. 0l ., .

Jons1 = [ sin®" Mo dr = % Wsk. Wyprowadzi¢ wzor rekuren-
) I

cyjny na Ji, stosujac catkowanie przez czesci.

Uzywajac obliczonych wyzej wartosci catek, wykazaé wzdr Wallisa (pier-
wszy historycznie wzér na liczbe 7:

o)l 1% 1
= lim (2n) .
n—oo | (2n — 1)1 2n+1




Wsk. 7 oczywistych nieréwnodci: sin®" ™'z < sin®"x < sin® 'z (dla

0 < z < m/2) otrzymaé po scatkowaniu: Jo,11 < Jo, < Jo,_1, skad
pokazaé nierownosc:

@l 1 1* = o)l 1% 1
l(2n+1)!!2n+1] 2T l(zn—n!!] o

Obliczy¢ roznice wyrazéw skrajnych i pokazaé, ze dazy ona do zera w
granicy, i skorzysta¢ z tw. o 3. ciagach.

. % Calka eliptyczna zupetna pierwszego rodzaju K (k) — jedna z calek
nie sprowadzajacych sie do funkcji elementarnych — jest okreslona dla
|k| <1 jako

w/2

. d¢
R 0/\/1—k:281n2¢.

Pokazaé tonarpoéé: K(k) = (14k) K (k1), gdzi‘e ki = L‘r\/—vi:’;i (toz.samoéé
ta nazywana jest przeksztatceniem Landena i ma duze znaczenie w
teorii calek eliptycznych). Wsk. Fichtenholz: Rachunek rézniczkowy

1 catkowy t. 2, rozdz. IX, cz. 316.




