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Zadanie 1: Zbadaj zbie»no±¢ szeregów:

(a)
∞∑

n=1

1

n!

(n

e

)n

,

(b)
∞∑

n=1

n!xn

(x + a1)(2x + a2) · . . . · (nx + an)
, gdzie x > 0 i 0 < an −−−→

n→∞ a ∈ R.

Wskazówka: kryterium Raabego. Uwaga, w przypadku (b) nie mo»na okre±li¢ zbie»no±ci
dla pewnej warto±ci x bez dodatkowych informacji o ci¡gu (an)n∈N.

Zadanie 2: Udowodnij nast¦puj¡ce twierdzenie:

Niech (an)n∈N b¦dzie nierosn¡cym ci¡giem liczb dodatnich i niech (uk)k∈N b¦dzie ±ci±le
rosn¡cym ci¡giem liczb naturalnych. Oznaczmy vk = uk+1 −uk i bk = vkauk

. Zaªózmy, »e

ci¡g
(

vk+1

vk

)
k∈N

jest ograniczony. Wtedy( ∞∑
n=1

an < ∞)⇐⇒ ( ∞∑
k=1

bk < ∞)

To kryterium zbie»no±ci nazywamy kondensacyjnym lub zag¦szczeniowym.

Zadanie 3: Zbadaj w zale»no±ci od parametru p ∈ R zbie»no±¢ szeregów:

(a)
∞∑

n=2

1

[logn]p
,

(b)
∞∑

n=2

1

n[logn]p
,

(c)
∞∑

n=2

1

n(logn)[log(logn)]p
,

(d)
∞∑

n=2

1

n(logn)(log(logn))[log(log(logn))]p
,

(e)
∞∑

n=2

1

n[log(logn)]p
.
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Wskazówka: kryterium caªkowe lub zag¦szczeniowe.

Zadanie 4: Udowodnij twierdzenie:

Niech f b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ na [0, 1] (w ko«cach przedziaªu bierzemy pochodne
jednostronne). Zaªó»my, »e istnieje f ′′(0). Wówczas(

Szereg
∞∑

n=1

f

(
1

n

)
jest zbie»ny

)⇐⇒ (
f(0) = f ′(0) = 0

)

Zadanie 5: Wyka» zbie»no±¢ szeregu
∞∑

n=1

(
n log

2n + 1

2n − 1
− 1

)
.

Korzystaj¡c ze wzoru n! = a
√

nnn

en e
θn
12n , gdzie a = const, a θn ∈]0, 1[ wyka», »e

∞∑
n=1

(
n log

2n + 1

2n − 1
− 1

)
=

1

2
(1 − log 2).

Zadanie 6: Udowodnij, »e

(a)
∞∑

n=1

n

3n
=

3

4
,

(b)
∞∑

n=1

n2

3n
=

3

2
.

Zadanie 7: Korzystaj¡c z twierdzenia Cauchy'ego o iloczynie szeregów zbienych bezwzgl¦d-
nie wyka», »e dla dowolnej zespolonej liczby q takiej, »e |q| < 1 mamy

(a)
∞∑

n=1

nqn =
q

(1 − q)2
,

(b)
∞∑

n=1

n2qn =
q + q2

(1 − q)3
.

Zadanie 8: Zbadaj w zale»no±ci od x ∈ R zbie»no±¢ szeregów
∞∑

n=1

an sinnx,

∞∑
n=1

an cosnx,
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gdzie an jest ci¡giem liczb dodatnich monotonicznie zbie»nym do 0. Wskazówka: kryterium
Dirichleta.

Zadanie 9: Niech (un)n∈N b¦dzie dowolnym ci¡giem. Przypu±¢my, »e szereg

∞∑
n=1

un

nx

jest zbie»ny dla pewnego x > 0. Wyka», »e dla dowolnego y > x szereg

∞∑
n=1

un

ny

jest zbie»ny. Wskazówka: kryterium Abela.

Zadanie 10: Oblicz promie« zbie»no±ci szeregów pot¦gowych:

(a)
∞∑

n=1

n3xn,

(b)
∞∑

n=1

2n

n!
xn.

(c)
∞∑

n=1

2n

n2
xn,

(d)
∞∑

n=1

(2 + (−1)n)
n

xn,

(e)
∞∑

n=1

(
2 + (−1)n

5 + (−1)n+1

)n

xn,

(f )
∞∑

n=1

2nxn2 ,

(g)
∞∑

n=1

2n2

xn!,

(h)
∞∑

n=1

(
1 +

1

n

)(−1)nn2

xn.
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Zbadaj zbie»no±¢ powy»szych szeregów w punktach ±R, gdzie R jest promieniem zbie»no±ci
(nie dotyczy przypadku R = ∞).

Zadanie 11: Uzasadnij wzór

π

4
= 1 −

1

3
+

1

5
−

1

7
+ · · · .

Zadanie 12: Udowodnij, »e dla q ∈ C takich, »e |q| < 1 mamy

1

(1 − q)2
= 1 + 2q + 3q2 + 4q3 + · · · .

Wyprowad¹ st¡d wzór ∞∑
n=1

n

3n
=

3

4
.
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