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Zwarto±¢

Zadanie 1: Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Udowodnij, »e X jest zwarta wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnej rodziny (Fı)ı∈I domkni¦tych podzbiorów X takich, »e dla
dowolnego sko«czonego F ⊂ I mamy ⋂

ı∈F

Fı 6= ∅

(tak¡ rodzin¦ nazywamy scentrowan¡), zachodzi
⋂
ı∈I

Fı 6= ∅.

Zadanie 2: Niech A i B b¦d¡ podzbiorami przestrzeni RN. De�niujemy jako zbiór sum
elementów z A i B, tj. A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}.

(a) je±li A i B s¡ zwarte, to A + B jest zwarty;

(b) je±li A jest zwarty, a B domkni¦ty, to A + B jest domkni¦ty.

Podaj przykªad domkni¦tych A i B takich, »e A + B nie jest domkni¦ty.

Spójno±¢

Zadanie 3: Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡.

(a) Niech A i B b¦d¡ spójnymi podzbiorami przestrzeni X takimi, »e A∩B 6= ∅. Wyka»,
»e A ∪ B jest spójny.

(b) Je±li dla dowolnych dwóch punktów x, y ∈ X istnieje spójny podzbiór Ax,y ⊂ X taki,
»e x, y ∈ Ax,y, to X jest spójna.

(c) Je±li X jest spójna i Y jest przestrzeni¡ metryczn¡ spójn¡, to X× Y jest spójna.

Zadanie 4: Niech X b¦dzie podzbiorem pªaszczyzny R2 zªo»onym ze wszystkich punktów,
których obie wspóªrz¦dne s¡ liczbami niewymiernymi. Z metryk¡ odziedziczon¡ z R2, zbiór
X jest przestrzeni¡ metryczn¡. Wyka», »e X jest przestrzeni¡ spójn¡.

Zadanie 5: Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡.

(a) Niech A i B b¦d¡ spójnymi podzbiorami X. Wyka», »e A ∩ B jest zbiorem spójnym.
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(b) Podaj przykªad ci¡gu (An)n∈N spójnych podzbiorów X takiego, »e
∞⋂

n=1

An nie jest

spójny.

(c) Podaj przykªad ci¡gu (An)n∈N takiego jak wy»ej, który ponadto speªnia An+1 ⊂ An

dla wszystkich n.

O.D.Z.S.

Zadanie 6: Zbadaj otwarto±¢, domkni¦to±¢, zwarto±¢ i spójno±¢ podzbioru A w przestrzeni
X, je±li

(a) X = R, A = R \ N;

(b) X = R3, A =
{

(x, y, z) ∈ R3 : −x2 − y2 + z2 = 1
}
;

(c) X = R3, A =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 : −x2
1 + x2

2 + x3 = 0
}
;

(d) X = R, A =
{

x ∈ R : 6x10 − 5x8 + 4x6 − 3x4 + 2x2 − 1 ≤ 0
}
;

(e) X = T =
{

eiϕ : ϕ ∈ [0, 2π[
}
, A =

{
eiϕ : ϕ ∈ [0, 2π[∩Q

}
;

(f ) X = C([0, 1]) z metryk¡
d(f, g) = sup

x∈[0,1]

|f(x) − g(x)|,

A =
{

f ∈ C([0, 1]) : d(f, 0) ≤ 1
}
(0 oznacza funkcj¦ staª¡ równ¡ zero). Wskazówka:

przy badaniu zwarto±ci rozwa» ci¡g (rn)n∈N elementów A zde�niowany jako:

rn(x) =


0 dla 0 ≤ x < 2−n,

2nx − 1 dla 2−n ≤ x ≤ 2−n+1,

1 dla x > 2−n+1.

Ci¡gªo±¢

Zadanie 7: Zbadaj (w zale»no±ci od parametrów) ci¡gªo±¢ odwzorowania f

(a) f:R → R, f(x) = |x|,

(b) f:R → R, f(x) =


sin x

x
dla x 6= 0,

a dla x = 0,
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(c) f:R2 → R, f(x, y) =

{
x sin 1

y
dla y 6= 0,

0 dla y = 0,

(d) f:R2 → R, f(x, y) =


ax + by

cx + dy
dla cx + dy 6= 0,

0 dla cx + dy = 0,

(e) f:R2 → R, f(x, y) =


xy

x + y
dla x 6= −y,

0 dla x = −y,

(f ) f:R2 → R, f(x, y) =


x2y

x4 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0),

0 dla x = y = 0,

(g) f:R2 → R, f(x, y) =


x2y2

x2 + y2 + (x − y)2
dla (x, y) 6= (0, 0),

0 dla x = y = 0,

(h) f:R3 → R2, f(x, y, z) =


(

xy

1 + z2
,

x2y2z2

x2 + y2 + z2

)
dla (x, y, z) 6= (0, 0, 0),

(0, 0) dla x = y = z = 0.

Zadanie 8: Niech f:R → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Wyka», »e je±li dla dowolnego otwartego
U ⊂ R zbiór f(U) jest domkni¦ty, to f jest funkcj¡ staª¡.

Zadanie 9: Zbadaj jednostajn¡ ci¡gªo±¢ funkcji

(a) f:R → R, f(x) = xn (n ∈ N � ustalone),

(b) f: ]0,∞[→]0,∞[, f(x) = x−n (n ∈ N � ustalone),

(c) f: ]0,∞[→]0,∞[, f(x) =
√

x.

Zadanie 10: Udowodnij, »e ukªad równa«{
x = 1

2
sin x + 1

2
+ 1

3
,

y = 1
3
cosy + 1

3
x

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie.
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