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Zadania z Analizy ,,C”, seria nr 6.

Zwartosé

Zadanie 1: Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczng. Udowodnij, ze X jest zwarta wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnej rodziny (F,).cz domknietych podzbiorow X takich, ze dla
dowolnego skoriczonego F C Z mamy

(VF#0

eF

(takg rodzine nazywamy scentrowang), zachodzi (| F, # 0.
T

Zadanie 2: Niech A i B beda podzbiorami przestrzeni RN. Definiujemy jako zbiér sum
elementow z A1 B, tj. A+B={a+b: ae A beB}

(a) jesli A i B sa zwarte, to A + B jest zwarty;
(b) jesli A jest zwarty, a B domkniety, to A + B jest domkniety.

Podaj przyktad domknietych A i B takich, ze A + B nie jest domkniety.

Spéjnosé
Zadanie 3: Niech X bedzie przestrzenig metryczna.

(a) Niech A i B beda spéjnymi podzbiorami przestrzeni X takimi, ze AN B # (). Wykaz,
ze A'UB jest spojny.

(b) Jesli dla dowolnych dwoch punktow x,y € X istnieje spojny podzbior A, C X taki,
7e X,y € Axy, to X jest spdjna.

(¢) Jesli X jest spojna i Y jest przestrzenia metryczna spojna, to X X Y jest spojna.
Zadanie 4: Niech X bedzie podzbiorem plaszczyzny R? ztozonym ze wszystkich punktow,

ktorych obie wspotrzedne sa liczbami niewymiernymi. Z metryks odziedziczona z R?, zbior
X jest przestrzenig metryczng. Wykaz, ze X jest przestrzenig spojng.

Zadanie 5: Niech X bedzie przestrzenia metryczng.

(a) Niech A i B beda spéjnymi podzbiorami X. Wykaz, ze A N B jest zbiorem spojnym.



(b) Podaj przyklad ciagu (An)nen spojnych podzbiorow X takiego, ze () An nie jest

. n=1
spojny.

(¢) Podaj przyklad ciagu (An)nen takiego jak wyzej, ktory ponadto spetnia A, C Ay
dla wszystkich n.

0.D.Z.S.

Zadanie 6: Zbadaj otwartosé¢, domknietosé, zwarto$é i spojnosé podzbioru A w przestrzeni
X, jesli

(a) X=R, A =R\N;
(b) X:R3,A={(x,y,z) e R3: —xz—yz—i—zzz1};
(c) X=R3 A= {(x1,xz,x3) c R3: —x%—l—x%-I-X3:O};

(d) X=R, A = {xeR: 6x10 — 5x8 4 4x6 — 3x* + 2x2 — 1 go};

() X=T={e": gel0,2n}, A={e: ¢ €0,2n10Q};

(f) X=C([0,1]) z metryka

d(f,g) = sup [f(x) —g(x]],
x€[0,1]

A= {f e C([0,1]) : d(f,0) < 1} (0 oznacza funkcje stata rowna zero). Wskazowka:

przy badaniu zwartosci rozwaz ciag (Th)nen elementéw A zdefiniowany jako:

0 dla 0<x<2™,
Tah(x)=¢ 2™ —1 dla 27" <x< 2
1 dla x >2—",

Ciaglosé
Zadanie 7: Zbadaj (w zaleznosci od parametrow) ciaglos¢ odwzorowania f
(a) f:R = R, f(x) =|x],

sin x

dla x #0,
a dla x=0,

(b) f:R - R, f(x) =



xsiné dla y #0,

-R2 =
() ERTSR AU =3 o7 g y=o

ax + by
(d) :R*? = R, f(x,y) = cx+dy
0 dla cx+dy =0,

dla cx+dy #0,

Xy

dla x # —vy,
(e) :R2 SR, f(x,y)={ *TVY
0 dla X =—Yy,
( Xzy
——— dla (x, 0,0),
(f) f:R2 SR, f(x,y) = { x*+y2 (x,y) # (0,0)
L O dla X:y:O,
( lez
dla  (x, 0,0),
(0) FR2 SR, floy)={ Cryit—ye & ey #0.0
O dla X:y:o,
(
2,22
Xy X“Yyz
) dl U, O)O)O,
(h) f:R3® = R2, f(x,y,z) = <1+7.2 X2+y2+zz) a (x,y,z) # )
(O)O) dla X:y:ZZO.

Zadanie 8: Niech f: R — R bedzie funkcja ciggta. Wykaz, ze jesli dla dowolnego otwartego
U C R zbiér f(U) jest domkniety, to f jest funkcja stala.

Zadanie 9: Zbadaj jednostajna ciaglosé funkeji
(a) :R = R, f(x) =x™ (n € N — ustalone),
(b) f:10,00[—]0,00[, f(x) =x™ (n € N — ustalone),

(¢) f:10,00[=]0, 0o, f(x) = v/x.

Zadanie 10: Udowodnij, ze uktad réwnan

—1g 141
X =3sinx+ 5+ 3,
1 1
Yy =3C08Y + 3X

ma doktadnie jedno rozwiazanie.



