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Rozdziatl 1

Metody Monte Carlo - istota
IZeczy

Istota metod Monte Carlo jest mozliwo$¢ generowania réznych probabilistycznych
realizacji ewolucji (ang. niedostownie movements) badanego portfela (uktadu), wy-
korzystujacych jedynie lokalne (w czasie) prawa okreslajace w jaki sposéb uktad
przechodzi od jednego stanu do drugiego w kolejnych krokach czasowych. Tego ty-
pu podejscie jest niewrazliwe na to czy postawione zagadnienie ma czy tez nie ma
rozwigzania analitycznego - stanowi to jeden z kluczowych powodow szerokiego sto-
sowania metod Monte Carlo. Oczywiscie, dysponujac wspomnianymi realizacjami
mozna konstruowac zalezne od czasu rozktady, tworzac na drodze numerycznej sta-
tystyczny opis dynamiki (ang. niedostownie movement) badanego portfela. Otwiera
to mozliwodci:

e pomiaru symulowanych wielkosci i wtasnosci,
e zrozumienia mechanizmoéw rzadzacych dynamika portfela,

e stwarza mozliwo$¢ wpltywania na zachowanie portfela oraz zarzadzania jego
wybranymi wtasnosciami a takze

e pozwala na statystyczne prognozowanie jego przysztych zachowan.



1.1 Mozliwosci obliczeniowe metod Monte Carlo:
zalety i wady

1.1.1 Poréwnanie z innymi metodami symulacyjnymi

1.2 Symulacje Monte Carlo r6znych proceséw sto-
chastycznych i scenariuszy

Symulacje komputerowe metodami Monte Carlo umozliwiaja tworzenie w sposob re-
kurencyjny (czyli krok za krokiem), w dowolnych ilo$ciach pojedynczych trajekto-
rii losowych badanych wielkosci (zmiennych). Zmienne te maja charakter probabili-
styczny (losowy), tworzac podstawe umozliwiajaca budowanie wielkosci pochodnych
oraz ich rozktadow; pozwala to np. na pomiar ryzyka rynkowego lub kredytowego.

1.2.1 Rola Centralnego Twierdzenia Granicznego oraz Pra-
wa Wielkich Liczb Bernoulliego w Symulacjach Monte
Carlo

1.2.2 Symulacja Monte Carlo proces6w skorelowanych - fak-
toryzacja Choleskiego

1.2.3 Kanoniczny algorytm symulacji komputerowej kwan-

tyli dowolnych rzedéw - prawdopodobienstwo strat a
VaR

W niniejszym podrozdziale przedstawiony jest kanoniczny, prosty algorytm Mon-
te Carlo (MC) umozliwiajacy obliczanie na drodze symulacji numerycznej kwantyli
dowolnego rzedu wybranej wielkoéci! a w tym zwtlaszcza dopuszezalnej wartodci
narazonej na ryzyko, czyli VaR. Algorytm ten stanowi punkt wyjsScia wszyst-
kich innych - przedstawiamy go tutaj przyktadowo dla strat. Ponadto, podajemy
zasadniczy powodd, dla ktérego w praktyce nalezy stosowaé algorytmy ulepszone -
omawiamy te, ktore moga by¢ szczegodlnie przydatne.

Przykladowy algorytm dla strat

W pierwszej kolumnie tabeli 1.2.3 wypisano przyktadowo ranking strat L7, = Vi (T—
At)—VI(T), j =1,2,...,n, jakie zanotowano w wybranej chwili T' dla r6znych tra-
jektorii j symulowanych metoda MC w przedziale czasu nie krétszym niz [tg, T

IPatrz Ph. Jorion: Value At Risk. The New Benchmark for Managing Financial Risk (Third
Eddition), podrozdz. 12.2.1, 12.2.4, 12.2.5 oraz P. Glasserman: Monte Carlo Methods in Financial
Engineering, podrozdz. 9.1.2 a tam paragraf Monte Carlo Simulation, str. 489-491.



Tabela 1.1: Ranking symulowanych strat
Strata | Krotnos¢

J1 J1
LT NT
J2 J2
LT NT

In—1 In—1
LT NT

In In
LT NT

(VI(T — At) oraz V?(T) sa tutaj wartosciami portfela dla j-ej trajektorii odpowied-
nio w chwili 7'— AT i T, natomiast to(< T') jest dowolnie wybrana chwila poczatko-
wa; jak wida¢ w tej konwencji straty z portfela liczone sg jako wielko$ci dodatnie a
zyski jako ujemne). Ranking oznacza, ze mamy tutaj do czynienia z uszeregowaniem
"wedtug wzrostu”, tzn. L]fl < LjT2 <. <L < L%l, gdzie 7; jest numerem wysy-
mulowanej trajektorii np. gdy j; = 7 to znaczy, ze najmniejszg, pierwsza w kolejnosci
strat¢ zanotowano dla trajektorii numer 7, ktérg w zwiazku z tym usytuowano w ta-
beli 1.2.3 na miejscu pierwszym, itd, itp.; zatem, indeks ¢ méwi, ze strata L7 jest i-tg
co do wielkosci stratg. W drugiej kolumnie tabeli przedstawiono krotnosci wystepo-
wania poszczegélnych strat. Wystepowanie krotnosci wigkszych od 1 oznacza, ze dla
niektérych trajektorii odnotowano jednakowe straty; zatem, N > S0 NJ¥', gdzie
N jest liczba wszystkich wysymulowanych trajektorii (zaréwno tych, dla ktérych
odnotowano straty jak i takich, dla ktérych zanotowano zyski).

Wyznaczenie kwantyla rzedu 1 — p, czyli wielkodci z,2, sprowadza si¢ do wyko-
nania dwoch nastepujacych krokow,

1) sumowania po kolei wszystkich krotnosci (idac od dotu tabeli ku gérze) tak
dtugo az spetniony zostanie warunek:

p N > max; [Z N%."_i/} : (1.1)

/=0

przy czym operacja max; oznacza, ze wybierane jest najwieksze ¢ dla ktorego
warunek (1.1) jest jeszcze spetniony. Pojscie o krok dalej i dotaczenie do sumy
krotnoéci N7*~*~' zmienitoby ten warunek na nieréwnoéé ostra skierowang w
przeciwng strone - jest to realizowane w drukim kroku.

2) Drzigki znalezieniu w pierwszym kroku indeksu ¢, odczytujemy w tabeli 1.2.3
wielko$¢ strat L7~ oraz L7~ jakie wyznaczaja, odpowiednio, dolng i gérna
granice przedziatu ufnosci wewnatrz ktérego miesci sie (z okreslonym prawdo-
podobienstwem) prawdziwa wartos¢ poszukiwanego kwantyla. Prawdopodo-

2Stosujemy tutaj oznaczenie zaczerpniete z ksiazki P. Glasserman: Monte Carlo Methods in
Financial Engineering.



biefistwo to mozna obliczy¢® z rozkladu dwumianowego, wykorzystujac wla-
snos¢ statystycznej niezaleznosci strat.

Oczywiscie, jezeli na tej drodze chcemy wyznaczy¢ VaRi_, nalezy przyja¢ w po-
wyzszej procedurze p = «a. Jak widaé, (w tej konwencji) VaR;_, jest po prostu
kwantylem rzedu 1 — a.

Jezeli przedstawiona powyzej procedura pozwala zadowalajaco oszacowac na dro-
dze symulacji MC zaréwno skumulowane prawdopodpodobienstwo strat P(L > )
jak tez prawdziwg wartos¢ z,, to powinny by¢ spetnione nastepujace, zdroworozsad-
kowe warunki

a) dlugosé przedziatu ufnosci L' — L7~ wewnatrz ktérego moze si¢ znajdowaé
prawdziwa wartos¢ poszukiwanego kwantylu powinna by¢ duzo mniejsza od
In—1i
LT )

b) obie strony réwnosci (1.1) powinny sie od siebie réznié¢ o mata wyzszego rzedu;
to samo powinno dotyczy¢ analogicznej (nie wypisanej tutaj w jawnej postaci)
nieréwnosci dla prawdopodobienstwa dopelniajacego 1 —p (bazujacego zaréw-
no na sumie wszystkich zyskow jak tez na sumie strat liczonej od gory tabeli
1.2.3 w dot az do z,).

Wskazemy teraz dlaczego spetnienie wprost powyzszych dwoch warunkéw (czy-
li poprzez proste zwiekszanie liczby symulowanych trajektorii) moze prowadzi¢ do
nieefektywnej metody Monte Carlo oraz co nalezy zrobi¢ aby przywroécié jej efek-
tywno$c.

Problem duzej dyspersji estymaty wielkosci z,

Traktujac straty jak wielkosci statystycznie niezalezne mozna, korzystajac z rozkta-
du dwumianowego oraz stosujac przyblizenie punktu siodtowego (ang. saddle-point
approzimation®), wyznaczy¢ dyspersje estymaty poszukiwanego kwantyla. Przybiera
ona nastepujaca postaé®,

111
2VN plap)’

gdzie p jest gestoscia prawdopodobienstwa wystapienia pojedynczej starty (albo zy-
sku) natomiast 7 jest (zalezna od N) estymata wielkosci x, . Zwykle, gestosé ta

(1.2)

Op

3Scislej rzecz biorac, oblicza sie " pojemniejsze” prawdopodobienstwo. Jezeli jest ono, z doklad-
noécia do matej wyzszego rzedu, réwne 1 — p to mozna je traktowaé jak poziom ufnosci. Jezeli
tak nie jest, nalezy odpowiednio zwiekszy¢ liczbe symulowanych trajektorii; patrz P. Glasserman:
Monte Carlo Methods in Financial Engineering, podrozdz. 9.1.2, paragraf Quantile Estimation,
str. 491.

4Przyblizenie to jest takze znane pod nazwa metody najwiekszego spadku (ang. steepest-descend
method.

SPatrz M. Koztowska, R. Kutner: Anomalous transport and diffusion versus extreme value the-
ory, Physica A 357 (2005) 282-304; .



maleje ze wzrostem N szybciej niz 1/4/N. Na przyktad, gdy p ma postaé wyktadni-
cza wowezas p(z5) ~ 1/N, natomiast gdy p jest funkcja potegowa o wyktadniku po-
tegi a to p(xy) ~ 1/N'1/e Zatem najczedciej, dyspersja o, roénie ze wzrostem
N, a nie maleje jak bySmy chcieli. Jest to sytuacja paradoksalna, wymagajaca
wprowadzenia metod redukujacych dyspersje.

1.3 Wybrane metody redukcji dyspersji

Metody redukcji dyspersji, ktore omawiamy ponizej opierajg sie na traktowaniu
strat w sposob przyblizony, uwzgledniajac co najwyzej wyrazy kwadratowe w nieza-
leznych zmiennych stochastycznych obarczonych ryzykiem. Takie podejécie pozwala
(dzieki faktoryzacji Choleskiego) na wyrazenie strat za pomoca nieskorelowanych
zmiennych normalnych. Dzieki temu oraz wykorzystaniu rozwiniecia kumulantowe-
go, znalezienie rozktadu tych strat, a stad VaR, jest znacznie utatwione.

1.3.1 Paraboliczne przyblizenie delta-gamma
1.4 Pogrubione ogony w analizie ryzyka rynkowe-

go

Ponizej rozszerzamy metody przedstawione w rozdz.1.3 tak aby uwzgledni¢ rozktady
posiadajace pogrubione ogony.
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Rozdziatl 2

Jakos$ciowe omowienie pojecia
ryzyka oraz miar ryzyka

Wszelka ludzka aktywnos¢ jest nastawiona na szeroko rozumiang korzys¢, czyli zysk
np. materialny lub mentalny (intelektualny lub emocjonalny). Z drugiej strony, kaz-
da aktywno$c¢ jest obarczona ryzykiem prowadzacym do mozliwosci pojawienia sie
strat. Ryzyko bedziemy wiec utozsamiali z mozliwoécia ponoszenia strat; inaczej
moéwiac, bedziemy zaktadac, ze nie ma korzysci bez ryzyka. Jak wida¢, znajdujemy
sie w sytuacji typu "miedzy mtotem a kowadtem”. Zatem, w kazdej chwili, mniej
lub bardziej swiadomie, staramy sie optymalizowa¢ ryzyko, gdyz towarzyszy temu
wszechobecne zjawisko awersji do ryzyka. Sam fakt zrozumienia tego co to jest
ryzyko jest niewystarczajacy - aby moéc racjonalnie podejmowaé decycje i dziataé
musimy umieé¢ mierzy¢ ryzyko, czyli dysponowac¢ miara ryzyka oraz umie¢ nim
zarzadzac. Trzeba podkresli¢, ze brak jest powszechnie akceptowanej teorii
ryzyka - kazde z istniejacych podejsé¢ jest niewystarczajace i moze prowadzi¢ do
przeszacowania albo niedoszacowania rzeczywistego ryzyka.

2.1 Awersja do ryzyka

Rozwazmy prosty przyktad gry [1], ktorej uczestnik moze wygraé 50 albo 150 z jed-
nakowym prawdopodobiefistwem réwnym 1/2; zatem srednio rzecz biorac wygrana
w tej grze wynosi 100. Jednakze, mata jest szansa na to, ze uczestnik gry zaptaci
tytutem oplaty wstepnej taka kwote akceptujac z prawdopodobienstwem 1/2 star-
te rowng —50 albo zysk +50. Chociaz taka gra bytaby gra fair to jednak znaczna
wiekszosé z nas zdecydowaltaby sie (gdyby taka mozliwosé istniata) na brak zysku
o ile tylko miataby pewnos¢, ze nie towarzyszy temu zadna starta - wtadnie tego
typu wybodr jest bezposrednim skutkiem awersji do ryzyka. Mozemy tutaj tatwo
zmierzy¢ nasza awersje do ryzyka zadajac sobie pytanie jaka optate wstepna (pro-
wizje) bylibySmy w stanie uisci¢? Zapewne bytaby to wielko$é mniejsza od wartosci
sredniej np. wynoszaca 90. Podnosi to jeden z gtéwnych probleméw finanséow - pro-
blem uwzglednienia premii za ryzyko. Wida¢, ze okreslenie awersji do ryzyka
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jest wykonalne o ile w problemie istnieje wartos¢ przecietna, czyli istnieje jakas skala
charakteryzujaca gre. Nalezy zaznaczy¢, ze istnieja takze gry bezskalowe dla ktorych
ustalenie takiej skali nie jest mozliwe; najbardziej popularng a zarazem najstarsza z
nich jest tzw. paradoks petwersburski Bernoulliego.

2.1.1 Miara neutralna wobec ryzyka

Uwzglednienie premii za ryzyko moze sie odby¢ na drodze zamiany oryginalnej mia-
ry (1/2,1/2) nie uwzgledniajacej tej premii na neutralna wobec ryzyka, ktéra taka
premie bierze juz pod uwage. W naszym przypadku jest to miara (3/5,2/5), w kto-
rej warto$¢ przecietna (wynoszaca 90) jest doktadnie réwna oplacie wstepnej jaka
mozemy uiéci¢; jak wida¢, musiato zostaé tutaj przeszacowane prawdopodobienstwo
straty (wynoszacej teraz —60) kosztem prawdopodobiefistwa zysku (wynoszacego w
tej nowej mierze +30). Miarg ryzyka jest tutaj po prostu awersja do ryzy-
ka okreslona wysoko$cig oplaty wstepnej (zwanej tez wysokoscig premii lub
prowizji za wejscie do gry albo po prostu ceng). Tym samym, w naszym odczuciu,
ryzyko zostato zneutralizowane. Innymi stowy, zachodzi tutaj oczywista réwnosé cen
moéwiaca, ze cena (czyli wspomniana wartosé przecigtna 90) sumy dwoch pozycji (zy-
sku réwnego 50 z prawdopodobieristwem 3/5 i zysku 150 z prawdopodobiefistwem
2/5) jest réwna sumie cen obu pozycji (czyli 30 + 60).

Przedstawiona powyzej miara ryzyka wymaga okreslenia w sposob jawny i pre-
cyzyjny prawdopodobienstw zyskéw i strat oraz wymaga aby wartos¢ przecietna
istniata. Takie podejscie ma zastosowanie do rynku zupetnego, ktory nie naktada na
transakcje zadnych dodatkowych ograniczen.

2.1.2 Gaussowska miara ryzyka Markowitza

Jest to najstarsze podejscie wspotezesnej ekonomii bazujace na gaussowskim rozkta-
dzie stop zwrotu i przyjmujace odchylenie standardowe jako miare ryzyka. Odchy-
lenie standardowe zostato uzyte w tej roli po raz pierwszy przez Markowitza w jego
teorii portfela (ang. Mean-Variance Portfolio Model) [?] aby nastepnie staé sie pod-
stawa jego Kapitalowego Modelu Wyceny Aktywow (ang. Capital Assets Pricing
Model, CAPM). W ogdlniejszej postaci do pomiaru ryzyka Markowitz uzyt semi-
dyspersji, ktéra nie traktuje tak samo dodatnich i ujemnych odchylen od $redniej.
Podejscie to stanowi dla nas tylko punkt odniesienia - w dalszej czesci nie bedziemy
sie nim juz zajmowac.

2.1.3 Wplyw dywersyfikacji na miare ryzyka

Warunek liniowosci cen podany w podrozdz.2.1.1 dotyczy sytuacji szczegodlnej - ba-
dziej ogdlna i blizsza rzeczywistosci jest taka, gdy cena sumy pozycji rézni sie¢ od
ceny poszczegolnych pozycji. To wlasnie mamy na mysli mowiac o dywersyfikacji ry-
zyka (portfela, pozycji). Jednak, tego typu uogdélnienie otwiera ”puszke Pandory” z
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réznymi modelami opisujacymi ryzyko oraz umozliwiajacymi (w ramach przyjetych
zalozen) jego pomiar.
2.2 Inne miary ryzyka
W dalszym ciggu omawiamy dwie rézne klasy miar ryzyka
I) miary koherentne (spéjne) i
ITI) miary niekoherentne.

Obie maja zalety i wady, tzn. zadna z nich nie moze pretendowaé¢ do catkowicie
zadowalajacej.

2.2.1 Koherentne miary ryzyka

13
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Rozdziat 3

Niepewnosé (ang. uncertainty) jako
nieusuwalny element aktywnosci

ludzkiej

3.1 Roébzne formy niepewnosci
3.1.1 Ryzyko i zaleznosé (ang. dependence)
3.2 Spédjna, aksjomatyczna definicja ryzyka

Generalnie rzecz biorac, ryzyko rynkowe mozna mierzy¢ iloscia kapitatu ulokowanego
w aktywa pozbawione ryzyka - im jest on wiekszy tym ryzyko jest mniejsze.

3.2.1 Cztery aksjomaty: translacyjna niezmienniczos¢, sub-
addytywnos¢, dodatnia jednorodnos$é, monotonicznosé,
dolne ograniczenie

3.2.2 Alternatywna definicja ryzyka: dolne ograniczenie za-
miast monotonicznosci

3.3 Konsystentna definicja ryzyka

3.3.1 Cztery aksjomaty: dodatniosé, translacyjna niezmien-
niczo$¢, dodatnia jednorodnos$é, subaddytywnosé

3.3.2 Przyktady konsystentnej definicji ryzyka
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Rozdziatl 4

Gléwne wyniki Teorii Zdarzen
Ekstremalnych (EVT) a
wspoOlczesna teoria oceny ryzyka
rynkowego VaR

4.1 Twierdzenie graniczne Gniedenki: uogdélniony
rozklad zdarzen ekstremalnych (GEVD)

Centralnym problemem analizy zdarzen ekstremalnych jest wyznaczenie parametru
ksztattu &, ktory jest zasadniczym parametrem GEVD.

4.1.1 Rozktady zdarzen ekstremalnych: Frécheta, Gumbela,
Weibulla

4.1.2 Formuta na VaR, a GEVD - indeks ekstremalny (ang.
extremal index)

4.2 Twierdzenie graniczne Gniedenki-Pickandsa-

Balkema-de Haana - uogoélniony rozktad Pa-
reto (GPD)

Na tej drodze mozna wyznaczy¢ wielkos¢ wazng z praktycznego punktu widzenia -
tzw. pogorszenie (ang. shortfall) i powiazaé je z VaR, dla poziomu ufnosci a.
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4.3 Kalibracja GEVD oraz GPD

Istnieja przynajmniej dwie metody wyznaczenia podstawowego parametru obu roz-
ktadow czyli parametru ksztattu &.
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