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Rozdziat 1
Motywacja i cele pracy

Od roku 1991, czyli od chwili ukazania sie drukiem w czasopismie Physica A pracy
Rosario Nunzio Mantegny pt.: Lévy walks and enhanced diffusion in Milan stock
exchange dotyczacej niegaussowskiego rozktadu zmian mediolanskiego indeksu giet-
dowego MIB15! [1], datuje si¢ systematyczny wktad srodowiska fizykéw do badan
rynkéw finansowych. 7 tego tez powodu date tg traktuje sie jako narodziny wspot-
czesnej ekonofizyki [2] (i referencje tamze).

1.1 Kroétka historia ekonofizyki

Przez ostatnie dwie dekady, zaréwno metodologie, jak tez modele i teorie rozwijajace
sie gléwnie w ramach fizyki statystycznej, fizyki materii skondensowanej (a w tym
fizyki materii miekkiej) oraz teorii pola przenoszone byty (i nadal sa) do analizy
zjawisk 1 proceséw ekonomicznych, pomimo dzielacych je réznic (patrz rozdz.1.2).
Co wiecej, ten rodzaj badan od ponad dekady ma swoja oficjalng nazwe ekonofizyka
[2]. Nazwa ta narodzila sie w czasopi$mie Physica A, w ktérym zostala stworzona
sekcja pod taka wlasnie nazwa, gdzie publikowane sg prace z pogranicza szeroko
rozumianej fizyki i ekonomii. Aktualnie, nazwa ta jest juz obecna np. w oficjal-
nym, amerykanskim wykazie PACS (ang. The Physics and Astronomy Classification
Scheme) w rozdz. 89 pn.: Other areas of applied and interdisciplinary physics (§
89.65.Gh) a szereg renomowanych naukowych czasopism fizycznych (takich jak np.
Science, Nature, Physical Review, Physical Review Letters, Physica A, The Europe-
an Physical Journal B, International Journal of Modern Physics C, Acta Physica
Polonica A i B) otworzyto swoje tamy dla tego typu prac badawczych.

Prehistoria i historia ekonofizyki oraz jej zwiazek z fizyka zostaly systematycz-

IMIB15 jest indeksem pietnastu najwiekszych branz notowanych na gietdzie w Mediolanie; MIB
jest akronimem wtoskiej nazwy Milan Index Borsa.
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nie omowione przez fizyka i ekonomiste B.M. Roehnera w jego ksiazce Paterns of
speculation. A study in observational econophysics [3]. Pogtebiony przeglad najwaz-
niejszych osiggnie¢ ekonofizyki, wliczajac w to zwlaszcza oscylacje logarytmiczno-
periodyczne, zostal przedstawiony przez D. Sornette [4], [5]. W roku 2003 ukazat
sie réwniez popularny artykut [6] skierowany do polskich czytelnikow pt.: Fizyk na
gieldzie zawierajacy wybrane elementy historii ekonofizyki.

Oczywiscie, zachodzi tutaj potrzeba wyjasnienia znaczenia stowa ekonofizyka.
Neologizm ten, wprowadzony w 1997 roku przez H.E. Stanley’a, definiuje nowsg in-
terdyscyplinarng dziedzine, w ktorej przejawia sie aktywnosé¢ fizykéw pracujgcych
nad problemami ekonomicznymi (w mikro- i makroskali) stosujacych i rozwijajacych
rézne koncepcje zaczerpniete z nauk fizycznych (np. z fizyki statystycznej a w tym
z teorii macierzy przypadkowych, termodynamiki, fizyki materii skondensowanej a
w tym z fizyki materii miekkiej, teorii pola i teorii chaosu [7]-[11]). W ten sposdéb
otrzymuje si¢ znacznie gtebszg analize zjawisk i proceséw ekonomicznych a nawet
socjologicznych.

Nieformalny poczatek ekonofizyki datuje sie opublikowaniem wspomnianego na
wstepie artykutu R.N. Mantegny [1]. W pracy tej autor zbadal notowania indeksu

MIB15 stwierdzajac, ze dynamika indeksu dla réznych horyzontéw czasowych daje
sie opisa¢ stabilnym rozktadem Lévy’ego a nie rozkladem Gaussa jak mogtoby sie
wydawaé¢ w oparciu o hipoteze L. Bacheliera [12] (patrz ponizej). Z tego powodu
wymieniony artykut stat sie inspiracja dla spotecznosci fizykéw a takze matema-
tykow do niebrownowskiego modelowania ewolucji stochastycznej rynkéw finanso-
wych, czyli np. do wzigcia pod uwage proceséw typu Lévy’ego [13]-[15], rzadkich i
ekstremalnych zdarzen na rynkach finansowych [16] razem z bezskalowoscia [17] oraz
logarytmiczno-periodycznymi oscylacjami opisujacymi (wybrane) krachy finansowe
[18] a takze uwzglednieniu modelu w pekni rozwinietej turbulencji (opartej na mul-
tiplikatywnej kaskadzie) [19].

Pionierska rozprawa doktorska Louisa Bacheliera (ktérego promotorem byt zna-
komity matematyk i fizyk teoretyczny Henri Poincaré) pojawita sie w roku 1900.
W swojej pracy autor badal ewolucje indeksu Paryskiej Gietldy Papierow Warto-
Sciowych co zaowocowato sformutowaniem nadzwyczaj ptodej hipotezy moéwiacej, ze
rynki finansowe zachowuja sie w sposob probalistyczny i w zwiazku z tym do ich
opisu nalezy stosowaé rachunek prawdopodobienstwa i statystyke matematyczng.
Co wiecej, Bachelier byt pierwszym, ktéry odkryt réwnoséé tancuchowa (zwana dzi-
siaj réwnoscia Becheliera-Chapmana-Kotmogorowa) stanowiaca podstawe proceséw
stochastycznych Markowa. Kilka lat pézniej, wymieniony proces zostal zastosowany
przez Mariana Smoluchowskiego [20] do opisu i wyjasnienia ruchu Browna - podej-
Scie Smoluchowskiego jest dzisiaj kanonicznym w teorii i zastosowaniach procesoéw
stochastycznych.
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Kolejnym krokiem w tym kierunku precyzujacym role ruchu Browna na gietdzie
byto odkrycie w polowie lat 60-ych XX wieku przez P. Samuelsona tzw. geome-
trycznego ruchu Browna na gietdzie [21]. W konsekwencji, na poczatku lat 70-ych
F. Black i M. Scholes zaproponowali model dynamiki opcji gietdowych, ktory dat
poczatek nowej gatezi matematyki zwanej matematyka finansowa [22] zajmujaca sie

dzisiaj juz nie tylko dynamiks pochodnych instrumentéw finansowych.

Ponadto, na poczatku lat 60-ych XX wieku Benois Mandelbrot odkryt grube
ogony (ang. fat tails) w statystyce zmian cen bawelny kwotowanej na gietdzie towa-
rowej [23], co doprowadzito go w konsekwencji do zastosowania struktur fraktalnych
nie tylko do ewolucji gietd towarowych ale réwniez finansowych. Nieco pozniej, od-
kryt on i zastosowal w tym kontekscie struktury multifraktalne, na ktorych obecnie
opiera sie szereg narzedzi badawczych ekonofizyki.

Rynki finansowe sg dobrze zdefiniowanym przyktadem uktadéw ztozonych?, kté-
rych modelowanie jest rozwijane w szczego6lnosci przez fizykow. Stato sie to mozliwe
i celowe od kiedy rynki finansowe sa w sposoéb ciagty, elektronicznie monitorowane,
nawet w skalach rzedu milisekund.

Wszystko to co zostato powiedziane powyzej czyni rynki finansowe atrakcyjnymi
obiektami badan, szczegdlnie dla fizykow zainteresowanych gtebszym zrozumieniem
ich kolektywnej dynamiki a w tym przede wszystkim przyczynami i skutkami kry-
zysOw 1 krachow jakie majg miejsce od czasu do czasu na gietdach w gospodarkach
wolnorynkowych. Sytuacja ta jest tym bardziej interesujaca, ze nastepuje w trak-
cie trwania procesu globalizacji w skali calej planety nie tylko rynkéw finansowych
ale takze calych gospodarek. Paradoksalnie, obecny kryzys ma miejsce w okresie
dynamicznego rozwoju azjatyckich gospodarek wolorynkowych (a w tym zwtaszcza
gospodarek Chin i Indii).

1.1.1 Kalendarium wybranych kryzyséw i krachéw na giel-
dach

Za poczatek trwajacego obecnie kryzysu na rynkach finansowych (ang. the credit

crunch, the credit crisis, a liquidity crisis) uwaza si¢ czwartek 9 sierpnia 2007 ro-
ku, gdyz wtedy wtasnie nastapito naglte zalamanie rynku hipotecznego w Stanach
Zjednoczonych. Dow Jones spadl w ciggu sesji z 13652,33 na otwarciu do 13270,67
punktéw na zamknieciu, czyli o 2.8%, co dalo poczatek obsuwaniu sie gield az po
dzien dzisiejszy (patrz rys.l.1, gdzie m.in. zaznaczono obszar pomiedzy punktami
E i F, w ktérym zanotowano spadek DJIA w ostatnim kwartale 2007 roku oraz
styczniu 2008 roku o ponad 15% na zamknieciu). Dodajmy, ze punkt A na rys.1.1

2Méwiac o ukltadach zlozonych mam tu na myéli takie uklady, ktérych podziat na poduklady
prowadzi do utraty przez nie jakiej$ waznej cechy lub cech wyjsciowego uktadu.
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Rysunek 1.1: Notowania indeksu Dow Jonesa obejmujace czasokres 02.01.1985 -
31.01.2008 z zaznaczonymi kilkoma wybranymi kryzysami, o ktérych mowa w tek-
Scie.

oznacza wartos¢ indeksu w dniu paniki na gietdzie w Hong-Kongu 19.10.1987 roku,
punkt B najwiekszego jednosesyjnego spadku indeksu (nie liczac aktualnego kryzy-
su, z 7715,4 punktéw w dniu 27.10.1997 do 7161,2 punktéw w dniu nastepnym) na
skutek kryzysu na rynkach azjatyckich, punkt C dotyczy spadku na Wall Street w
dniu 17.09.2001, czyli po tygodniowym zawieszeniu notowan, co byto spowodowane
atakiem terrorystycznym z 11 wrzesnia 2001 roku, punkt D dotyczy dnia 27.07.2002
roku zwigzanego z ponad 28% spadkiem notowan w przeciggu poprzedzajacych pie-
ciu miesiecy, wreszcie punkt E wskazuje warto$¢ indeksu na zamknieciu w dniu
09.08.2007 roku a punkt F jego warto$¢ 31.01.2008 r.

Przed utrata ptynnosci rynki finansowe uratowata (jak sie pézniej okazalo tylko
na krotko) interwencja FEDu (ang. Federal Reserve, czyli Systemu Rezerwy Fede-
ralnej peniacej role banku centralnego Stanéw Zjednoczonych) w kwocie okoto 400
mld dolaréw.

Sygnaly o nadciagajacym kryzysie pojawialty sie jednak juz wczesniej a ich ku-
mulacja nastapita na poczatku kwietnia 2007 roku, kiedy to Krajowy Zwiazek Wta-
Scicieli Nieruchomosci (ang. National Association of Realtors) oglosit, ze sprzedaz
nowych doméw w Stanach Zjednoczonych spadlta w marcu o 8,4%, co stanowi-
to najwiekszy miesieczny spadek od 18 lat. Na rys.1.2 przedstawiono liczbe domow
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jednorodzinnych sprzedawanych w Stanach Zjednoczonych poczynajac od roku 1990
- wspomniany spadek lezy na prawym zboczu piku, ktorego maksimum przypadto
w potowie 2005 roku.
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Rysunek 1.2: Liczba doméw jednorodzinnych (liczonych w tysiacach) sprzedawanych
w Stanach Zjednoczonych w latach 1990 - 2008 (zaczerpnieto z internetu spod adresu
zaznaczonego na rysunku). Jak widaé, zatamanie sprzedazy nastapito w potowie
2005 roku a wiec okoto dwdch lat wezedniej niz zatamanie gietdy na Wall Street.

Historie kryzysow wspotczesnych gospodarek wolnorynkowych zapoczatkowat
tzw. czarny czwartek 24 pazdziernika 1929 roku jednakze, najwiekszy spadek dzien-

ny zanotowano kilka dni p6zniej we wtorek 29 pazdziernika 1929 roku - wynidst on
(na zamknieciu) 11,7% (patrz rys.1.3) wywolujac panike na niespotykang skale.
Kryzys w ciagu kilku tygodni ogarnat caly swiat - wciaz jest uwazany za najwiekszy
krach gietdowy na $wiecie. Wygast samoczynnie wiosna 1933 roku.

Upadto wowcezas okoto 5 tysiecy bankow w tym wielki nowojorski Bank Stanow
Zjednoczonych a w samych tylko Stanach Zjednoczonych blisko 9 mln oséb straci-
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Rysunek 1.3: Notowania indeksu Dow Jones obejmujacego krach na Wall Street z
pazdziernika 1929 roku. Widoczny jest ogromny uskok indeksu w centralnej czesci
wykresu (wynoszacy blisko 12%) - dotyczy on (wspomnianej w tekscie) daty 29
pazdziernika 1929 roku.

to wszelkie oszczedno$ei. Bezrobocie siegneto w szcezycie 25% a Produkt Krajowy
Brutto (PKB) spadt o ponad 1/4. Kryzys szybko przenidst sie do Europy, ktéra by-
ta kapitalowo silnie powiazana z Ameryka, a w tym najpierw do Wielkiej Brytanii
(najsilniej zwiazanej z Ameryka) a potem do Niemiec i reszty Europy. Zbankruto-
waly najwicksze banki Europy Srodkowej austracki Osterreichische Credit-Anstalt i
niemiecki Darmstadter und Nationalbank (Danatbank); §wiatowy system finansowy
zablokowat sie paralizujac gospodarke. Rzady probowaly ratowaé zagrozone banki
i gospodarke ale dziatania mialy charakter partykularny (protekcjonizm, nacjona-
lizm), byty spéznione, dorazne i daleko niewystarczajace.

Jak sie wydaje, bezposrednig przyczyng krachu byta utrata ptynnosci przez rynki
finansowe. Istotnym skutkiem Wielkiego Kryzysu o dtugofalowych konsekwencjach
byto wydarzenie bez precedensu w historii §wiatowych finansow a mianowicie,

1) odejscie dolara (a zaraz potem funta brytyjskiego) od pieniadza kruszcowego
(ztotego, srebrnego i miedzianego) a ponadto,

2) zerwanie z wymienialnoscia dolara (a potem innych walut) na zloto.

Tym samym, zarzadzanie pieniadzem zostalo catkowicie przejete przez panstwo co
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natozyto na gospodarke wolnorynkowsq silne wiezy, wprowadzajac do niej ”fronto-
wymi drzwiami” polityke. Tego typu proces byl wynikiem utraty wiary w samore-
gulujace mechanizmy rynku - wiara ta juz nigdy nie zostata w pelni przywrdocona,
dlatego zaangazowanie panstwa w gospodarke wcigz w skali $wiata rosnie a stad
wzrasta prymat polityki nad gospodarks.

Nalezy jednak stwierdzi¢, ze w ostatnich dwoch dekadach XX w. panstwo polu-
zowalo rygory natozone wczesniej na wolny rynek, np.:

1) standardem stala si¢ pelna wymienialnosé walut,
2) swoboda przeptywu kapitatow,

3) relatywnie niskie cla,

4) zréwnowazone budzety panstw,

5) prywatyzacja.

Mimo tego, nalezy zda¢ sobie sprawe, ze dzisiaj panstwo ma, praktycznie rzecz bio-
rac, wszelkie niezbedne narzedzia umozliwiajace daleko posuniety interwencjonizm,
tzn. umozliwiajacy nawet zablokowanie funkcjonowania mechanizméw wolnorynko-
wych.

Warto odnotowac, ze prehistorie recesji gospodarczych rozpoczyna ta z roku 1797,

zwana "panika z 1797 r.”, wywalana peknieciem spekulacyjnej banki cenowej na
rynku nieruchomo$ci. Ceny zostaly ”wywindowane” przez, dzialajacy w Ameryce
Pétnocnej, Bank Anglii, ktéry kredytowat zakupy doméw na wschodnim wybrzezu
Stanow Zjednoczonych. Stabnaca koniunktura spowodowata, ze wielu kredytobior-
cow nie byto w stanie regulowaé¢ swoich wierzytelnosci, co zmusito banki do zlicyto-
wania ich nieruchomosci a tym samym doprowadzito do spadku cen nieruchomosci
w wiekszej skali. Kryzys przyczynit sie do przyjecia przez Kongres w roku 1800
pierwszej w historii Ameryki ustawy o bankructwie (waznej przez trzy kolejne lata).
Ustawa ta potozyta kres wspomnianej panice.

7 kolei za pierwszy kryzys XX w. uwaza sie kryzys finansowy jaki wybucht
21 pazdziernika 1907 roku w wyniku paniki bankowej, swoistego strajku bankow,

ktore znaczaco ograniczylty wyptaty na wies¢ o powaznych ktopotach finansowych
trzeciego co do wielkosci towarzystwa powierniczego w Nowym Jorku (tzn. Knicker-
bocker Trust Company). Kryzys zostal zazegnany juz na poczatku 1908 roku dzieki
udzieleniu przez zdrowe banki gwarancji tym, ktore popadty w ktopoty.

Za pierwszy powazny kryzys po II wojnie Swiatowej uwaza sie pierwszy kryzys

energetyczny z roku 1973. Zostal on wywotany embargiem krajéow zrzeszonych w

OPEC na dostawy ropy do krajow, ktére poparty Izrael w wojnie z Egiptem (Yom
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Kippur) wraz z jednoczesnym czterokrotnym podniesieniem przez nie cen ropy. Spo-
wodowalo to natychmiastowa zapasé gospodarki w Stanach Zjednoczonych (ktéra w
tym czasie byta w marnym stanie co wymusito np. uniezaleznienie kursu dolara od
ceny ztota oraz jego dewaluacje) a nastepnie ogromne trudnosci gospodarcze swiata
(za wyjatkiem Japonii, ktérej kryzys w zasadzie nie dotknat), trafiajac rykoszetem
w kraje OPEC. Byt to jeden z gtéwnych powoddéw, ktéry zmusit te kraje do zmiany
polityki, umozliwiajac tym samym gospodarce swiatowe]j odbicie.

7 gwaltownym wzrostem cen ropy naftowej, tzw. szokiem naftowym, mielismy

do czynienia w roku 1979; wzrost ten byl zwiazany ze zniszczeniem przemystu naf-

towego Iranu w wojnie domowej, w trakcie ktoérej wtadze przejeli ajatollachowie.
Kryzys wkrotce zakonczylt sie, gdyz potrzeby gospodarcze kraju zmusity ajatolla-
choéw do jego szybkiej odbudowy.

Recesja lat osiemdziesiatych zaczeta sie od paniki na gietdzie w Hong-Kongu w

czarny poniedzialek 19 pazdziernika 1987 roku, po czym seria spadkow przeszta
btyskawicznie przez cata Europe by wreszcie doprowadzié, jeszcze tego samego dnia,
do krachu na Wall Street (patrz rys.1.1). Dow Jones odnotowal wowczas najwiekszy
w swojej historii dzienny procentowy spadek indeksu (o 22,6%). Kryzys ten byt
spowodowany, jak sie dzisiaj wydaje, przez przypadkowo wywotang panike gietdowa
(w sytuacji ztych nastrojéw spowodowanych ogdlng recesja), ktéra przyczynita sie
do lawinowej wyprzedazy akcji na gietdach. Odwroécenie trendu nastapito szybko,
gdyz zaistniate przeceny stworzyly dogodng sytuacje dla inwestycji gietdowych a
szybka interwencja FEDu skutecznie przywrocita zaufanie do systemu finansowego.

Kryzys finansowy w Azji w roku 1997 zaczal sie w Tajlandii, gdzie pojawita sie

banka spekulacyjna na rynku nieruchomosci. Kryzysu nie powstrzymaty nawet kosz-
towne posuniecia rzadu usilujgcego ratowaé¢ rodzima walute, ktéra w stosunku do
dolara spadta po uwolnieniu o ponad 100% (z 25 bahtéw za dolara do 57). Wkrétce,
kryzys rozprzestrzenit sie na cata Azje a jego skutkami oprocz Tajlandi dotkniete
zostaty przede wszystkim Malezja, Filipiny i Indonezja; natomiast Tajwan, Chiny,
Indie, Bruneli i Wietnam ucierpialy stosunkowo niewiele. Azja wyszta z kryzysu nie-
mal o wtasnych sitach dzieki wprowadzeniu nadzwyczajnej dyscypliny finansowej,
tzn. sptaceniu dtugéw (w tym tych pomocowych udzielonych przez Miedzynarodowy
Fundusz Walutowy, MFW) przed terminem. Program MFW stabilizujacy gospodar-
ki Azji wyniést blisko 40 mld USD i byl, jak na tamte warunki, rekordowym chociaz
jego skutecznos$é byta niewielka. Wzrost PKB kontynentu azjatyckiego rozpoczat sie
dopiero w roku 1999, do czego mégt sie przyczynié (jako skutek kryzysu) spadek cen
SUTOWCOW.

17 wrzesnia 1998 roku byt poczatkiem tzw. kryzysu rublowego, bedacego pokto-

siem kryzysu azjatyckiego. W kryzysie tym, ze wzgledu na spadek cen surowcéw a
w tym zwlaszcza ropy naftowej, szczegélnie ucierpiata Rosja (80% jej eksportu sta-
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nowity wtasnie surowce). Drugim powodem byt brak srodkéw w kasie panstwowe;
ze wzgledu na notoryczne nieptacenie podatkow przez najbogatszych a trzecim to
kosztowna wojna w Czeczenii. Zatem, brak srodkow uniemozliwit panstwu skuteczna
interwencje. Takze z tych powodéw upadt Inkombank - najwiekszy bank Rosji a rzad
miat ktopoty nie tylko ze sptata zagranicznego zadtuzenia (byt zmuszony zwiesié¢ jego
splacanie na okres trzech miesiecy) ale takze z regularnym wyplacaniem emerytur.
Wszystko to wywotato panike na moskiewskiej gietdzie. Powaznym skutkiem kryzy-
su byto zachwianie zaufania inwestoréw zagranicznych, ktorzy w pospiechu wycofali
swoj kapitat z tego kraju.

Kolejnymi ofiarami kryzysu rublowego stalty sie kraje nadbattyckie, w ktérych
zapanowala recesja; natomiast Bialoru$ i Finlandia stanety na granicy recesji, gdyz
zmniejszyl sie gwaltownie eksport z tych krajow na rynek rosyjski. Ponadto, w
ktopoty wpadly Kazachstan, Uzbekistan, Ukraina i Moldawia silnie powigzane z
Rosja. Ostatecznie, region ten od dalszej recesji uratowal wzrost cen ropy naftowej
w latach 1999 - 2000.

Pekniecie banki internetowej w roku 2000 byto spowodowane marna sprzedaza

internetu na przetomie 1999 i 2000 roku - zadtuzone sp6tki internetowe (tzw. dot.coms)
nie byly w stanie regulowa¢ naleznosci. Naleznosci te bylty zwiazane z inwestycja-
mi w najnowsze, kosztowne technologie typu hightech i zwigzane z tym licencje.
Gdy sprawa ta wyszla na jaw (w marcowych sprawozdaniach), spowodowata glebo-
ka przecene spotek internetowych. Dato to poczatek bessie trwajacej do konca 2002
roku (patrz np. rys.1.4).

Nalezy podkresli¢, ze pozytywnym skutkiem tego kryzysu byt ogromny wzrost
wydajnosci pracy spowodowany dynamicznym rozwojem komputeryzacji a w tym
zwlaszcza rozwojem sieci komputerowych (np. internetu). To z kolei doprowadzi-
to do pojawienia sie¢ znacznej nadwyzki kapitatowej w systemie finansowym, ktora
wsparta niskimi stopami procentowymi utrzymywanymi przez FED (w obawie o na-
wrét kryzysu) przetozyta sie na prawdziwa kredytomanie, stymulowana przez tzw.
prospoteczng polityke mieszkaniows panstwa.

Podsumujmy rozwazania niniejszego paragrafu zestawieniem (patrz Tabela 1.1)
czasu trwania 13 najdtuzszych éwiatowych recesji® - jezeli chodzi o aktualnie trwa-
jaca to FED szacuje jej zakonczenie w USA na koniec tego roku.

Rozwazania przedstawione w tym paragrafie wskazuja jak czesto wystepuja kry-
zysy ekonomiczne oraz jak dtugo trwaja - niemal wszystkie one zwigzane sa z jakimis
krachami gieldowymi, stanowiacymi (jak si¢ wydaje) nieusuwalna ceche gospodarek
wolnorynkowych. Stad, jest zrozumiatym dlaczego w niniejszej pracy ograniczy-
lam sie wtasnie do badania krachéw gietldowych a w tym zwlaszcza tych

3Przez receje rozumie sie (przypomnijmy) sytuacje, w ktorej przez dwa kolejne kwartaty odno-
towano spadek PKB.
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Rysunek 1.4: Dzienne notowania indeksu NASDAQ w okresie 05.09.1991 r. -
06.03.2003 r. tworzace najwieksza banke (tzw. banke internetowa) na tym indek-
sie; jej maksimum przypadto na 10.03.2000 r.

na Warszawskiej Gieldzie Papierow Wartosciowych, gdzie hossy i bessy
(tzn. lokalne piki wskaznikéw) zajmuja blisko polowe calego czasu trwania
notowan.

1.2 Roéznice metodologiczne pomiedzy ekonomig
a fizyka

Pomimo wielu dostrzeganych juz dzisiaj metodologicznych podobienstw (np. w ra-
mach podejscia statystycznego) pomiedzy ekonomia a szeroko rozumiana fizyka (czy-
li wliczajac np. astrofizyke i geofizyke), istnieja pomiedzy nimi (przynajmniej jak na
razie) istotne réznice metodologiczne. Mianowicie,

e Ekonomia zajmuje sie uktadami (spotecznosciami i spoteczenstwami) sktadaja-
cymi sie z powigzanych ze soba jednostek myslacych, obdarzonych emocjami
(element psychologiczny) tzn. uwzglednia zaréwno ich strone racjonalng jak
tez psychologiczng.

e Ekonomia uwzglednia fakt, ze prognozy dotyczace przysztosci majg wptyw na
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Tabela 1.1: Wybrane czasy trwania 13 najdtuzszych swiatowych reces;ji.

Poczatek recesji (miesiac, rok) ‘ Czas trwania recesji w miesigcach
08.1929 43
05.1937 13
02.1945 8
11.1948 11
07.1953 10
08.1957 8
04.1960 10
12.1969 11
11.1973 16
07.1981 16
07.1990 8
03.2001 8
12.2007 dotychczas ponad 12

podejmowanie aktualnych decyzji, np. prognoza inflacyjna (projekcja inflacji)
odgrywa kluczows role w konstruowaniu budzetu panstwa; oczywiscie, stojac
na gruncie zasad pierwszych (ab initio) mozna powiedzieé, ze tylko przesztosé
okresla przysztosé tyle tylko, ze (jak na razie) zasady te, w odniesieniu do zycia
spoteczno-ekonomicznego, nie sg nam znane.

e Oczywisty brak powtarzalno$ci w pozyskiwaniu danych ekonomicznych, gdyz
rzeczywistosci nie da sie zreplikowaé - kazda nastepna chwila niesie ze soba
inne informacje niz chwile poprzednie. Sytuacja tutaj jest podobna do tej jaka
ma miejsce np. w astrofizyce lub geofizyce a nie w tradycyjnie rozumianej
fizyce.

e Teorie, modele i strategie ekonomiczne majg wptyw na decyzje podejmowa-
ne przez réznych uczestnikoéw (instytucjonalnych i indywidualnych) zycia go-
spodarczego a tym samym maja wplyw na ksztaltowanie rzeczywistosci. Co
wiecej, teorie, modele i strategie te sa wprzegniete w mechanizm sprzezenia
zwrotnego, gdyz wpltywajac na rzeczywistos¢ wymuszaja zwrotnie wtasne, od-
powiednie dostosowanie sie do niej, tzn. rzeczywisto$¢ wpltywa na nie zwrotnie,
w kolejnych iteracjach (jest jeszcze o tym mowa ponizej). Innymi stowy, teorie,
modele i strategie ekonomiczne powinny mie¢ nie tylko charakter falsyfikowal-
ny (podobnie jak fizyczne) ale i adaptatywny.

e Empiryczne dane gietdowe posiadajg szczegdlng wiasno$é a mianowicie, otrzy-
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mywane na ich podstawie informacje uniemozliwiaja w zasadzie pojawienie sie
arbitrazu, tzn. uniemozliwiaja pojawienie sie zysku bez ryzyka a jezeli nawet
arbitraz pojawi sie to ma on charakter krétkotrwaty (fluktuacyjny a nie syste-
matyczny) - rynki samoczynnie degradujg go. Mozna powiedzieé, ze rynek dazy
do przywracania réwnowagi arbitrazowej (czyli stanu pozbawionego arbitrazu)

za kazdym razem po naruszeniu zasady braku arbitrazu. Zatem, réwnowage
arbitrazowg na gieldzie mozna tratowac¢ jako odpowiednik réwnowagi termo-
dynamicznej uktadu fizycznego. Nie oznacza to, ze wspomniane dane gietdowe
uniemozliwiaja badanie mechanizméw rzadzacych gietda. Z degradacji arbi-
trazu wynika tylko, ze wspomniane dane nie pozwalaja np. wyznaczy¢ z za-
dowalajacg doktadnoscig parametrow modelu istotnych dla osiggniecia zysku.
Natomiast parametry nieistotne z tego punktu widzenia, mozna wyznaczy¢ ze
stosunkowo duza doktadnoscia. A zatem na rynkach panuje swoista reguta
przekory przypominajgca regule przekory Lenza w fizyce. Rynek, na
ktéorym inwestorzy poszukuja zysku przeciwstawia sie temu w taki
spos6b aby zysk (odpowienik przeplywu pradu w stynnym doswiadczeniu
Faraday’a ze zmiennym strumieniem pola magnetycznego i cewka) nie byt
mozliwy bez ryzykownego zainwestowania kapitalu (a w przypadku
wspomnianego doswiadczenia, bez wykonania pracy przeciwko sile wytworzo-
nej przez indukowany prad, przeciwstawiajacej sie zmianie strumienia pola
magnetycznego, ktéry wywotuje ten prad). Przy czym dane fizyczne (przy-
najmniej na poziomie fizyki klasycznej) umozliwiaja, w zasadzie, estymowanie
badanych wielkosci z dowolnie duzg doktadnoscia.

Rozwijajac nieco uwage przedstawiong w punkcie drugim mozna powiedzieé, ze
nawet gdy odpowiadamy na jedno z kluczowych pytan dotyczacych rynku finansowe-
go czyli pytanie o wycene opcji w chwili biezacej (np. w ramach klasycznego modelu
Blacka-Scholesa, BS) na podstawie przysztej, przypuszczalnej (domniemanej) wiel-
kosci wypltaty to nasze podejécie zawiera takze elementy metodologii tradycyjnej
fizyki. Mianowicie, rozwiazanie zagadnienia aktualnej wyceny ma charakter dwu-
etapowy. W pierwszym etapie musimy zdefiniowaé rodzaj btadzenia przypadkowego
waloru bazowego (np. ceny akcji). W przypadku modelu BS jest to geometrycz-
ny ruch Browna, tzn. ruchowi Browna podlega logarytm ceny akcji (a nie sama
akcja). Mozna powiedzie¢, ze metodologia tego etapu jest identyczna z metodolo-
gig fizyki statystycznej. Dopiero metodologia drugiego etapu rézni sie w zasadzie
od metodologi tradycyjnie rozumianej fizyki. Bowiem, poszukujemy odpowiedzi na
pytanie o istnienie takiej miary (zwanej martyngatowa) w ramach ktérej biezaca
wycena sprowadza sie do obliczenia (zdyskontowanej na dana chwile) przysztej war-
tosci oczekiwanej czyli przysziej wyptaty. Namiastka tego drugiego etapu moze by¢é
w fizyce ewolucja wstecz w czasie.

22



Jak wida¢, prawidtowe rozpoznanie z jakim rodzajem bladzenia waloru bazowego
mamy do czynienia jest kluczowe dla wyceny wystawionego na ten walor pochod-
nego instrumentu finansowego. Rozpoznanie to jest jednak zwigzane z wladciwym
odczytaniem trendu a nastepnie zdetrendowanie analizowanego sygnatu - witasnie
zasadniczym celem niniejszej pracy jest odpowiedz na pytanie o trend wy-
stepujacy w badanych szeregach czasowych w obszarach lokalnych (chwi-
lowych) pikéw obecnych w analizowanym sygnale.

Pomimo wspomnianych powyzej réznic pomiedzy ekonomia a fizyka, istnieja waz-
ne obszary ekonomii, w ktérych zaréwno ekono- jak i socjofizyka odgrywaja istotna
role.

1.3 Wktad ekonofizyki do ekonomii - wybrane ele-
menty

Do tej pory ekonofizyka miata w zasadzie sw6j wktad w czterech obszarach ekonomii,
sa to:

(1) rynki finansowe,

(2) rozktad bogactwa i dochodéw w réznych spoteczenstwach,

(3) makroekonomia firm (np. rozktad wielkosci firm i wskaznikéw ich wzrostu),
(4) analiza ewoluujacych sieci powigzan.

Mozna powiedzie¢, ze badania prowadzone w ramach zaréwno ekono- jak i so-
cjofizyki mogg by¢ podzielone na trzy zasadnicze grupy w zaleznosci od tego czy:

(a) sa oparte na metodach statystycznych (obejmujacych takze termodynamike
fenomenologiczna proceséw odwracalnych i nieodwracalnych),

(b) nie sa oparte na metodach statystycznych (ta grupa jest gtéwnie oparta na
teorii pola oraz na teorii chaosu deterministycznego) oraz

(c) sa oparte na metodach hybrydowych, gdzie podejscia deterministyczne sa za-
burzane szumem stochastycznym, typowym przyktadem moze by¢ tutaj row-
nanie dynamiki stochastycznej Langevina zawierajace biaty szum.

Niniejszg prace nalezy zakwalifikowaé jako oryginalny wktad do tej dru-
giej grupy (pomimo, ze nie jest oparta ani na teorii pola ani teorii chaosu deter-
ministycznego).
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1.4 Wybrane cele ekonofizyki

Pierwszym i naturalnym celem ekonofizyki jest badanie wtasnosci rynkéw finanso-

wych. Badanie to jest oparte na uogoélnionej hipotezie L. Bacheliera z roku 1900
mowigcej o statystycznym charakterze zdetrendowanych finansowych szeregdéw cza-
sowych. Innymi stowy, po usunieciu trendu, mamy do czynienia z szumem, ktory
moze mie¢ charakter:

e roznorakich proceséw o ograniczonej wariancji np. brownowskich (arytmetycz-
nego, geometrycznego albo utamkowego ruchu Browna),

e réznorodnych proceséw o nieograniczonej wariancji (niespetniajacych Central-
nego Twierdzenia Granicznego) np. typu stabilnych przelotow Lévy’ego, ktore
podlegaja Uogdlnionemu Centralnemu Twierdzeniu Granicznemu Lévy’ego i
Khinchina (twierdzenie to nazywa sie takze kanoniczna reprezentacja rozkta-
dow stabilnych).

Zmnalezione na tej drodze wtasnosci rynkéw finansowych nosza nazwe ”faktéw styli-
zowanych”; oczywiscie, proces kolekcjonowania faktéw stylizowanych wciaz trwa.
Kolejnym celem ekonofizyki jest zrozumienie mechanizméw (zwtaszeza o charak-

terze mikroskopowym) prowadzacych do opisu i wyjasnienia faktéow stylizowanych;
niestety, dotychczas nie zbudowano modelu, ktory wyjasnitby wszystkie tego ty-
pu fakty. Przez model mikroskopowy (mikroekonomiczny) rozumie sie tutaj taki
model, ktérego elementami sa pojedynczy uczestnicy gry rynkowej (indywidualni
lub instytucjonalni) powigzani ze soba réznego rodzaju zaleznoéciami (relacjami)?,
znajdujacy sie dodatkowo w srodowisku, ktére na nich w istotny sposob oddzia-
tuje, ograniczeni wiezami stworzonymi przez infrastyrukture prawno-socjologiczno-
ekonomiczno-kulturows.

Nastepnym celem ekonofizyki jest budowanie prognoz oraz ocena ryzyka aktyw-

nosci inwestorow a zwtaszcza ocena ryzyka stosowanych strategii i uzywanych in-
strumentow finansowych.

Zwroémy uwage, ze ostateczne zdefiniowanie celéw ekonofizyki jest trudne ze
wzgledu na specyficzny charakter relacji pomiedzy teoria a rzeczywistoscig jaki za-
chodzi w tej dziedzinie wiedzy - inny niz ma to miejsce w naukach przyrodniczych (o
czym wspomniatam juz w podrozdz.1.2). Jezeli bowiem, gracze uwierza w jakas teo-
rie i zastosujg sie do niej w przysztodci to tym samym spowoduja, ze przewidywania
teorii (oparte, sita rzeczy, na weze$niejszych obserwacjach) moga sie okazaé¢ nieak-
tualne. Wymagac¢ to moze poprawienia teorii lub przynajmniej aktualizacji wartosci

4“Moéwiac o powigzaniach miedzy inwestorami mam na mysli np. fakt, ze moga oni pozostawaé
ze sobg np. w kontakcie telefonicznym lub poprzez fora internetowe w ramach gietd.
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jej parametréw, co prowadzi do podejscia iteracyjnego (rekurencyjnego), czyli do
mechanizmu sprzezenia zwrotnego. Przypadek taki, jak sie wydaje, mial miejsce
na (koreanskim) indeksie Hang Seng (w okresie krachu azjatyckiego z pazdziernika
1997 roku), gdzie uczestnicy gry rynkowej uwierzyli w prognoze oparta na funkcji
logarytmiczno-periodycznej przewidujacej moment zmiany trendu (z wzrostowego
na spadkowy) i wyprzedajac masowo aktywa doprowadzili do wyraznie wczes$niej-
szej zmiany trendu a tym samym do dezaktualizacji wyjsciowej prognozy. Sytuacja ta
wskazuje na konieczno$¢ budowania teorii ekonomicznych z wmontowanym mecha-
nizmem adaptacyjnym albo przynajmniej umozliwiajacym wmontowanie go, czyli
wmontowanie mechanizmu dostosowujacego model do zmieniajacych sie warunkéw
wywotanych jego stosowaniem. Na szczescie, tego typu mechanizm mozna stosunko-
wo tatwo wprowadzi¢, np. przeksztatcajac rownania modelu do postaci iteracyjnej.

1.5 Cel pracy

Pomimo omawianych wczesniej (patrz podrozdz.1.2) réznic, istnieje wiele wyraz-
nych analogii pomiedzy dynamika i probabilistyka ztozonych uktadéw fizycznych,
ekonomicznych czy nawet spotecznych [24]-[34]. Metody i algorytmy uzywane do
opisu zjawisk fizycznych stanowia podtoze i inspiracje dla wielu owocnych metod i
algorytméw stosowanych w analizie danych ekonomicznych [35]-[37].

Zmnalezienie modelu opisujacego lokalne, chwilowe piki indekséw gietdowych, do-
brze widoczne np. w dziennych danych empirycznych, stanowi jedno z zasadniczych,
pragmatycznych i badawczych, wyzwan stojacych zarowno przed inwestorami giet-
dowymi jak tez przed analitykami rynkéw finansowych a zwtaszcza przed ekonofizy-
kami. Zasadniczy charakter tego wyzwania bierze si¢ z faktu, ze piki te zbudowane
sa na tzw. bankach (bablach) gietdowych, ktérych pekanie jest bezposrednia przy-
czyng ciagle powtarzajacych sie kryzyséow i krachéw gietdowych a ktorych natura
jest wcigz zagadkowa. Méwige tutaj o modelu, mam na mysli taki formalizm, ktéry
przynajmniej stwarza mozliwo$é¢ powigzania poziomu mikroskopowego, czyli mikro-
ekonomicznego (np. sieci powigzan miedzy inwestorami gietdowymi) z przebiegiem
indeksow gietdowych, czyli poziomem makroskopowym (tzn. makroekonomicznym).
W ramach zaproponowanego w pracy modelu, majacego (do pewnego
stopnia) swéj formalny odpowiednik w reologii®, zostala podjeta préba
analizy nie tylko indekséw gieldowych ale takze ich logarytmoéw - jak wia-
domo ich pochodne po czasie sg stopami zwrotu® na jednostke czasu a wiec wielko-
Sciami o zasadniczym znaczeniu dla inwestoréw i analitykow gietdowych. Niniejsza

SPrzypomne, ze reologia to dzial fizyki materii skondensowanej zajmujacy sie plastycznoécia
cial.
W tym kontekécie nazywa sie je, réwnie czesto, stopami wzrostu.
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praca stanowi rozwinigcie moich dwéch wezesniejszych publikacji [38] i [39].

Model zaproponowany w mojej pracy doktorskiej stanowi uogdlnienie
i zreinterpretowanie modelu fraktalnej relaksacji materiatu plastycznego
(lepkosprezystego biopolimeru), jaki zostal stworzony w roku 1991 przez Glockle i
Nonnenmachera (GN)” [40] do opisu relaksacji naprezenia waleczka z ciasta macz-
nego, mierzonego po prostu za pomocy dynanometru, przy ustalonym wydtuzeniu
walteczka. Byto to proste do$wiadczenie przeprowadzone po raz pierwszy przez Sche-
fielda i Blaira ponad 60 lat wczesniej (patrz Dodatek A) - wynik tego do$wiadczenia
nie dal sie opisac relaksacja wyktadnicza obserwowang dla typowych materiatow pla-
stycznych. Podstawowe (konstytutywne) réwnanie zaproponowanego prze-
ze mnie modelu jest rozszerzonym analogonem odpowiedniego réwnania
definiujacego wspomniany powyzej model GN [41]. Réwnanie to zostalo
wyprowadzone przeze mnie na zupelnie innej drodze niz ré6wnanie podsta-
wowe modelu GN a mianowicie, oparte zostalo na ogélnych wtasnosciach
gietdy.

Przeprowadzona przeze mnie analiza dziennych notowan Warszawskiego Indeksu
Gietdowego w horyzoncie czasowym obejmujacym okres od 16 kwietnia 1991 roku
(czyli od poczatku istnienia gietdy) do dnia dzisiejszego pozwolita stwierdzi¢ istnienie
trendu (czyli zmiany indeksu o charakterze systematycznym a nie fluktuacyjnym) w
obrebie dobrze uksztattowanych pikéw. Okazalo sie, ze dynamika indeksu moze by¢
opisana (wspomnianym powyzej) konstytutywnym, fraktalnym réwnaniem relak-
sacji wprowadzonym w ramach Reologicznego Modelu Fraktalnej Dynamiki Rynku
(ang. Rheological Model of the Fractional Dynamics of Financial Market, RMFDM),
jaki zaproponowatam w pracy. Model ten ma charakter deterministyczny a nie pro-
babilistyczny, a wiec pozwala na istotng redukcje liczby parametrow zwigzanych z
ryzykiem gieldowym - tylko niektére parametry modelu moga mieé¢ tutaj charakter
probabilistyczny, np. parametr odpowiadajacy punktowi zwrotnemu definiujacemu
(poprzez trwalta zmiane trendu) realne (a nie modelowe) polozenie maksimum piku.

W niniejszej pracy koncentruje sie na:

e analizie trendu obserwowanego w dziennych notowaniach Warszaw-
skiego Indeksu Gieldowego (WIG, patrz rys.1.5), a takze

e na analogicznej analizie dla indekséw innych gietd, np. $redniej wielkosci ty-
pu Frankfurckiej GPW (ktérej gléwnym indeksem jest Deutscher Aktioninder,
DAX, patrz rys.1.6) jak tez duzych takich jak np. DJIA (patrz rys.1.7), NA-
SDAQ? (rys.1.4) oraz S&P500 (rys.1.8, reprezentujacym usrednione notowania

"W dalszym ciagu bedziemy go nazywaé¢ Modelem Fraktalnego Ciata Plastycznego GN lub po
prostu modelem GN.
8NASDAQ (ang. National Association of Securities Dealers Automated Quotations nie jest giel-
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500 najwiekszych firm amerykanskich z obu powyzszych gietd), koncentrujac
sie na ostatnim dobrze wyksztatlconym piku obejmujacym aktualnie trwajacy

kryzys.
WIGIp]
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Rysunek 1.5: Notowania dzienne indeksu WIG, gltownego wskaznika Warszawskiej
Gietdy Papieréw Wartosciowych: dane dotycza okresu od poczatku notowan, tzn. od
16.04.1991 do 22.04.2009. Dobrze widoczne piki oznaczono literami A, B, C (przyktla-
dowo wybrane, mniejsze lokalne maksimum oznaczone litera a jest lepiej widoczne
dopiero w powiekszeniu).

Wtasciwe odtworzenie trendu ma kluczowe znaczenie dla detrendowania sygnatu
a tym samym przeprowadzenia konkretnej analizy statystycznej uzyskanego w ten
sposob rozrzutu danych empirycznych wokot trendu.

Analiza WIG-u jest interesujaca i wygodna z kilku powodéw. Po pierwsze, dane
ktore miatam do dyspozycji pochodzity bezposrednio z Warszawskiej Gietdy Papie-
row Wartosciowych czyli z gietdy rozwijajacej sie, a dynamika indeksu WIG zdaje
sie by¢ typowa dla matych gietd. Po drugie, definicja rozwazanego indeksu jest ana-
logiczna do definicji S&P500, czyli liczona jako suma iloczynow liczby akeji i ich war-
tosci obecnie notowanych na gieldzie wzieta z odpowiednia waga oraz pomnozona

da w pelnym sensie tego terminu ale pelni podobna role, gdyz zapewnia mozliwosé ptynnego,
bezpiecznego i anonimowego obrotu akcjami.
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Rysunek 1.6: Dzienne notowania DAX w okresie 29.09.1983 r. - 11.04.2003 r. tworza-
ce najwicksza banke (tzw. banke internetowa) na tym indeksie poréwnywalng tylko
z aktualna; jej maksimum przypadto na 07.03.2000 r.

przez zalezny od czasu, wolno zmieniajacy sie wspotcezynnik korygujacy. Po trzecie,
oscylacje tego indeksu sa (paradoksalnie) znacznie stabsze od analogicznych oscyla-
cji wystepujacych na innych (matych i duzych) gietdach oraz sa bardziej regularne
co pozwala znacznie tatwiej ustali¢ i opisa¢ trend oraz zmiane trendu.

W pracy koncentruje sie na analizie dobrze uksztaltowanych, lokal-
nych w czasie pikach wybranych indekséw gietldowych majacych m.in. ksztatt
ostrza (ang. cusp-like shape) zsuperponowanego z oscylacjami. W praktyce ostrza
te maja zaokraglone albo poszarpane wierzchotki a ich ksztalt jest bezposrednio
zwiazany z bablami i krachami gieldowymi, charakteryzujac sie tym, ze (z doklad-
noscig do oscylacji) z dala od potozenia maksiméw pikow daja sie opisaé (z grubsza
rzecz biorac) funkcja potegowa natomiast w poblizu maksiméw maja taki przebieg,
ze stopa zwrotu na indeksie (czyli wzgledna zmiana indeksu na jednostke czasu)
rozbiega sie potegowo, przy czym warto$¢ samego indeksu jest zawsze skonczona.
Piki réznego typu pokrywaja znaczaca czesé calego zakresu notowan (w przypadku
WIG jest to nawet przewazajaca czesé¢) a ich rola w spekulacjach gietdowych jest
(jak sie wydaje) dominujaca.

Zasadniczym celem niniejszej pracy jest odtworzenie ksztattu zboczy wspo-
mnianych powyzej lokalnych pikéw za pomoca funkcji uwzgledniajacej takze oscy-
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Rysunek 1.7: Notowania indeksu DJIA dotyczace ostatniego, dobrze wyksztatconego
piku (a w tym aktualnie trwajacego kryzysu), czyli czasokresu od 13.10.2004 r. do
20.02.2009 r.

lacje indeksu (a w tym nawet dudnienia). Moim pierwszym zadaniem, na poziomie

zaawansowane]j analizy technicznej, jest analityczne opisanie zaréwno
e zbocza opadajacego jak i
e zbocza narastajacego,

traktujac je jako dwa odrebne procesy.
Kolejnym zadaniem, na poziomie makroekonomicznym, jest uwzglednienie efek-

tu ”ptyniecia” gieldy, czyli efektu stadnego polegajacego na gwalttownym wzroscie
lub spadku indeksu przy jednoczesnym zachodzeniu réwnowagi popytowo-podazowe;j.
Wreszcie, trzecim zadaniem, na poziomie mikroekonomicznym, jest modelowanie

emocji bez czego zrozumienie funkcjonowania gietdy nie wydaje sie by¢ mozliwe.

Analityczny opis dynamiki wyzej wymienionych zboczy doprowadzit do wnio-
sku, ze w ukladzie istnienieje (pewnego rodzaju) pamieé. Jest ona wynikiem takiej
aktywnosci inwestoréw, ktora jest stymulowana zaréwno obserwacjami historycz-
nych (archiwalnych) danych empirycznych jak tez przysztymi oczekiwaniami. Na
przyktad, obserwowany proces relaksacji moze by¢ rozwazany jako opozniony ”efekt
tarcia” - retardacja (skutkéw w stosunku do przyczyn) widoczna na rynkach finan-
sowych.
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Rysunek 1.8: Notowania indeksu S&P500 dotyczace ostatniego, dobrze wyksztatco-
nego piku (a w tym aktualnie trwajacego kryzysu), czyli czasokresu od 05.12.2003
r. do 13.03.2009 r.

Mozna réwniez rozwaza¢ to koncowe gwalttowne narastanie zboczy oraz ich po-
czatkowe strome opadanie po zmianie trendu (z hossy na besse) jako rezultat ” owcze-
go pedu” inwestorow lub ogdlniej, pozytywnego sprzezenia zwrotnego prowadzacego
w rezultacie do krachu na rynku finansowym z powodu gwattownie powstatej awersji
do ryzyka a w tym panicznej checi realizacji zyskow.

Ponadto, celem opisania obu narastajacych zboczy wybranych pikow WIGu
oznaczonych na rys.1.5 przez a i B (tzn. oprécz lewego zbocza pierwszego lokalnego
piku oznaczonego na tym rysunku przez A, ktorego zachowanie mozna opisa¢ funkeja
eksponens jak rowniez obu zboczy ostatniego piku C', do ktérych zostata dopasowa-
na funkcja Mittag-Leffler’a (ML) zsuperponowana z oscylacjami) uzywam nowszego
rodzaju oscylacji logarytmiczno-periodycznych, tzw. wzrastajacych antybabli (ang.
bullish anti-bubbles lub inverted bubbles), ktore zostaly wywolane egzogenicznym
krachem powodujacym wzrost cen mocno niedocenionych akeji (tworzacych indeks
WIG).

Jak wida¢, rozwazania prowadzone w niniejszej pracy opieraja sie na
dwéch wzajemnie powigzanych procesach, sa to:

(i) niedebye’owskie czy tez nieeksponencjalne procesy relaksacji zaobserwowane
dla wielu materiatéw plastycznych [41]-[49], jak réwniez dla danych tikowych
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dotyczacych kontraktéw futures notowanych na londynskiej LIFFE [25] oraz

(ii) rézne rodzaje babli spekulacyjnych zwiazanych z krachami finansowymi [18,
37].

Rozwigzanie znalezione w ramach zaproponowanego w pracy Reologicznego Mo-
delu Fraktalnej Dynamiki Rynku Finansowego, uzupetnione przyktadowo o oscylacje
logarytmiczno-periodyczne, stanowi podstawe, ktéra moze by¢ w przysztosci uzyta
do budowy systemoéw oprogramowania monitorujacego i analizujacego rynki finanso-
we oraz ulatwiajacego przeprowadzanie prognoz zmniejszajacych ryzyko inwestycji
finansowych.

1.6 Relaksacja fraktalna

Do opisania niedebye’owskich proceséw relaksacyjnych w uktadach ztozonych stosuje
sie kilka rodzajow funkcji relaksacji - tutaj podam trzy, ktére uwazam za szczegdl-
nie wazne z punktu widzenia niniejszej pracy (o czwartej wspominajac jedynie dla
poréwnania i kompletnosci rozwazan). Ponadto, w podrozdz.1.7 omawiam szeroko
stosowane (w kontekscie dynamiki indekséw gietdowych) oscylacje logarytmiczno-
periodyczne [55, 56] (oraz odnosniki literaturowe tamze).

1.6.1 Pierwszy rodzaj relaksacji:
prawo Kohlrauscha-Williamsa-Wattsa

Pierwszy rodzaj relaksacji niedebye’owskiej opisuje sie za pomocg znanego prawa
Kohlrauscha-Williamsa-Wattsa (KWW) [45], czyli za pomocy tzw. rozciagnietego

f(t) ~exp (— (‘—?)CY) , a>0, (1.1)

gdzie t jest czasem liczonym wstecz albo wprzdd od miejsca usytuowania maksymal-

eksponensa postaci:

nej wartoéci f(t = 0) funkcji relaksacji® f(t) a charakterystyczny czas £(> 0) jest
jej czasem relaksacji'®, (natomiast '~’ oznacza, jak zwykle, proporcjonalnosé).

9Termin ’relaksacja wstecz w czasie’ jest tutaj réwnowazny terminowi ’wzrost w czasie’. Wpro-
wadzenie relaksacji wstecz jest, jak pokazemy w rozdz.2, zabiegiem umozliwiajacym uwzglednienie
w modelu (w relatywnie prosty sposéb) wplywu przyszlych, skumulowanych oczekiwanych zyskéw
lub strat na biezace decyzje inwestorow.

10Wprowadzenie tutaj parametru & na oznaczenie czasu relaksacji ma go odréznié od analogicz-
nego wystepujacego w funkcji Mittag-Lefflera (1.4) i nazwanego 7; pomiedzy tymi parametrami
zachodzi proporcjonalno$¢ podana w podpisie rys.1.9.
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Zauwazmy, ze z relaksacja wyktadnicza (standardowa), czesto nazywana relak-
sacja Maxwella-Debye’a, mielibysmy do czynienia wtedy, gdyby wyktadnik ksztattu
a = 1; oczywiscie, relaksacja niedebyeowska odpowiada sytuacji, gdy @ # 1. W
obu przypadkach wartos¢ funkcji relaksacji f(t = ) jest taka sama (patrz punkt
przeciecia linii zielonej i niebieskiej na rys.1.9) i e-razy mniejsza od wyjsciowej, czyli
maksymalnej wartosci f(t = 0) (gdzie e jest jak zwykle podstawa logarytmu natu-
ralnego), standaryzujac tym samym sens parametru &.

W pracy mam do czynienia

1) zaréwno z realnymi sytuacjami, gdzie wyktadnik ksztattu 0 < o < 1 - méwimy
wtedy o zboczu w ksztatcie potostrza, jak tez

2) 7z sytuacjami odwrotnymi (gdy « > 1).

Wstepna analiza sytuacji dla 0 < a < 1

Na rys.1.9 poréwnatam przebieg trzech funkcji relaksacji. Wiekszo$¢ obliczen te-
go podrozdzialu zostata przeprowadzona (dla lewego zbocza piku) dla wykladnika
ksztattu o = 0.60; taka wtasnie warto$é¢ tego wyktadnika jest wynikiem dopasowania
uogolnionego eksponensa ML do wybranych danych empirycznych - patrz definicja
(1.4) i rys.1.13 oraz towarzyszace im wyjasnienia.

Przyktadowo, na rys.1.9 poréwnano przebieg funkcji ML dla lewego zbocza pi-
ku z analogicznym (tzn. dla tych samych parametréw) przebiegiem funkcji typu
rozciggniety eksponens (SE!) oraz ze zwyklym exponensem. Jak wida¢, tylko w
obszarze maksimum funkcje ML i SE pokrywaja sie (przy zdolnosci rozdzielczej za-
danej rozmiarem rysunku) natomiast zwykly eksponens ma zupekie inny przebieg
(zar6wno w okolicach maksimum jak tez z dala od niego, gdzie praktycznie rzecz
biorac znika). Zauwazmy, Ze na tym rysunku przedstawiono tylko zakresy krotkich
i posrednich czaséw (w poréwnaniu z czasem relaksacji 7).

Tytutem uzupekienia na rys.1.10 przedstawiono pochodne funkeji widocznych
na rys.1.9 po to aby znalez¢ przedzial czasu, w ktérym relaksacja (wstecz w czasie)
rozciagnietego eksponensa (linia granatowa) jest szybsza od relaksacji odpowiada-
jacej mu funkeji wyktadniczej (tzn. o takim samym czasie relaksacji, patrz zielona
linia na tym rysunku). Przedzial ten, jak widaé, zaczyna sie w punkcie przeciecia linii
granatowej i zielonej (tcross ~ 217 [tm]'?); odpowiada to takiej chwili, dla ktére;
styczne do linii zielonej i niebieskiej przedstawionych na rys.1.9 sa do siebie réwno-
legte - punkt ten znajduje sie wyraznie powyzej punktu przeciecia obu krzywych.

'S’ jest akronimem angielskiej nazwy stretched exponent.
12tm’ jest akronimem nazwy trading month; na wykresach w podrozdz.1.6 uzywam takze réw-
nowaznie stowa month.
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Rysunek 1.9: Poréwnanie przebiegu funkeji rozciagniety eksponens (1.1) (linia gra-
natowa) oraz funkeji wyktadniczej (linia zielona); przy okazji, zamieszczono przebieg
funkcji Mittag-Lefflera (1.4) (linia czerwona). Dla czasu duzo krétszego od czasu re-
laksacji 7(= 95 [tm], patrz takze definicja (1.4) oraz rys.1.13) rozciagniety eksponens
o czasie relaksacji wynoszacym & = 7 [['(1 + a)]"/* = 79 [tm] (tutaj o = 0.60, patrz
takze rys.1.13) jest z dobrym przyblizeniem réwny funkcji Mittag-Lefflera o tym
samym wyktadniku « i czasie relaksacji 7. Rozciagniety eksponens oraz funkcja wy-
ktadnicza posiadaja taki sam czas relaksacji €. Przeciecie tych funkcji ma miejsce
dla czasu (liczonego wstecz od maximum potozonego w punkcie t. = 231 [tm]) réw-
nego podanemu powyzej wspélnemu czasowi relaksacji & = 79 [tm]. Inaczej méwiac,
punkt przeciecia pojawia sie dla chwili tcross = t. — & = 152 (liczonej wprzod) co
jest widoczne na wykresie (przeciecie linii granatowej i zielonej).

Do zagadnienia przyspieszonej relaksacji (przyspieszonego wzrostu) powracam jesz-
cze przy okazji bardziej szczegdtowej analizy funkcji Mittag-Lefflera (patrz dalsze
rozwazania w niniejszym rozdziale oraz w rozdz.2).
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Rysunek 1.10: Poréwnanie przebiegu pochodnych funkcji przedstawionych na rys.1.9
tzn. funkcji Mittag-Lefflera (czerwona linia), rozciagnietego eksponensa (niebieska
linia) oraz funkcji wyktadniczej (zielona linia). Jak widaé, powyzej punktu prze-
ciecia linii czerwonej i zielonej (tcross ~ 217 [tm]) funkcja ML rosnie szybciej niz
zwykty eksponens, gdyz jej pochodna ma wtedy wieksza warto$é¢ rozbiegajac sie do
nieskoniczonosci w punkcie ¢t. = 231 [tm] - dlatego jej przebieg zostal zatrzymany
przyktadowo na 1 miesigc przed osiagnieciem przez funkcje ML maksimum w punk-
cie t.. Oczywiscie, pochodne funkcji ML i rozciagnietego eksponensa daza do siebie
w miare zblizania sie do punktu ¢..

1.6.2 Drugi rodzaj niedebye’owskiej relaksacji:
prawo Nuttinga - ciag dalszy analizy sytuacji
dlad<a<l

Drugi rodzaj dotyczy tylko spowolnionej niedebye’owskiej relaksacji'® (wstecz albo
wprzéd w czasie), ktéra dla | ¢ [> 7 mozna opisaé¢ za pomoca asymptotycznego
prawa potegowego, czyli prawa Nuttinga postaci [42]

f(t) ~ (1 + m) 7a, (1.2)

T

I3Méwiac teraz o spowolnionej relaksacji mam na mysli asymptotyczne spowolnienie zanikania
funkeji f(t), czyli asymptotyczny zanik wolniejszy od ~ 1/t.
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gdzie 0 < a < 1 (wystepujaca w tym prawie jedynka nie ma praktycznego znacze-
nia).
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Rysunek 1.11: Por6wnanie przebiegu funkcji relaksacji danej prawem Nuttinga (1.2)
(linia czarna) z funkcja relaksacji Mittag-Lefflera (1.4) (linia czerwona). W obu
przypadkach przyjeto t. = 0 a wyktadnik o« = 0.60 (czyli taki sam jak np. dla

krzywej czerwonej i granatowej na rys.1.9). Dla wygody, na osi poziomej odlozono
t/T.

Jak wynika z wykresu przedstawionego na rys.1.11, im czas ¢ jest dluzszy tym
bardziej funkcja Mittag-Lefflera (ML) dana wyrazeniem (1.4) jest, dla 0 < a < 1,
blizsza prawu Nuttinga'#, czyli linii prostej w skali log-log, ktérej nachylenie dane
jest wyktadnikiem o = 0.60 (jest to ta sama wartos¢ wykltadnika, ktéra opisuje np.
lewe zbocze lokalnego maksimum przedstawionego na rys.1.18).

Z wyrazen (1.1) i (1.2) otrzymujemy zmiane In f(¢) na jednostke czasu opisang
ponizszym wyrazeniem:

dln f(1) N{ s dlaft|<g L3

d|t] s dalt]>r

okreslajacym zakresy, w ktorych mamy do czynienia z prawami potegowymi. Rozpa-
trujemy tutej logarytm funkcji f(¢) dlatego, ze w ekonomii a zwtaszcza w finansach
mamy czesto do czynienia z pochodnymi po czasie tego typu obiektéw nazywanymi

Dokladniejsza analize tej zbieznodci przedstawiono w Dodatku A.
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(w zaleznosci od interpretacji funkeji f(¢)) np. terminowsa stopa zwrotu na jednostke
czasu albo terminowsa stopa wzrostu na jednostke czasu.

Jak wida¢, w przypadku | t |< £(= 7T'(1 4+ «)) mamy do czynienia z klasa uni-
wersalnodci scharakteryzowang przez wykltadnik 1 — «, co moze by¢ traktowane jak
sygnatura dynamicznej przemiany fazowej pierwszego rodzaju, gdyz dla 0 < a < 1
pochodna dana lewa strona wyrazenia (1.3) rozbiega si¢ potegowo w maksimum
(czyli dla t = 0), przy czym sama funkcja, jak by¢ powinno, jest w ¢ = 0 ograni-
czona; thumaczy to nazwe ksztaltu: "maksima typu ostrzy” (ang. cusp-like shape)
czesto uzywana w literaturze (patrz [3] wraz z zawartymi tam odnosnikami). Dzigki
temu umiemy odpowiedzieé¢ na jedno z kluczowych pytan inwestoréw a mianowicie,
pytanie o moment odwrdcenia trendu z wzrostowego na spadkowy - ma to miejsce
po osiagnigciu przez funkcje f(t) lokalnego maksimum?!®.

7 powyzszego wynika, ze lewe zbocza tego typu pikéw charakteryzuja sie bardzo
silnie przyspieszonym wzrostem w obrebie szczytu (tzn. dla | ¢ |< &) i spowolnio-
nym wzrostem z dala od niego (tzn. dla | ¢ |> 7) a prawe odpowiednio gwaltownym
spadkiem w obrebie szczytu a po wyjsciu z tego obszaru spadkiem spowolnienionym.
Tego typu zachowanie, niezwykle uzyteczne do opisu rzeczywistych lokalnych mak-
siméow nie tylko na rynkach finansowych, przejawia jedynie funkcja Mittag-LefHera,
co stanowi kluczowa obserwacje zawarta w niniejszej pracy.

W zasadzie, bytaby mozliwa obserwacja (dla wystarczajaco szerokiego okna cza-
sowego danych empirycznych), przejscia od prawa KWW do prawa Nuttinga, jed-
nakze rozwazane okna obejmujace piki danych empirycznych sa (z tego punktu wi-
dzenia) zbyt waskie co uniemozliwia zaobserwowanie asymptotycznego zachowania
indeksu opisanego przez to prawo potegowe.

Niedebye’owska relaksacja (powyzej podatam jej dwa charakterystyczne przykta-
dy - trzeci najwazniejszy tylko wskazalam a omawiam ponizej) moze byé¢ wynikiem
np. istnienia w uktadzie ztozonym wielu silnie sprzezonych i roznie relaksujacych
poduktadéw, co moze prowadzi¢ do retardacji lub, ogdélnie méwiac, pojawienia sie w
uktadzie pamieci a zatem, np. w przypadku dynamiki stochastycznej lub procesow
stochastycznych, do niemarkowskiego charakteru relaksacji.

15W rzeczywistosci, ze wzgledu na awersje do ryzyka lub wptyw skoficzonych rozmiaréw uktadu
(ang. finite size effect - skoniczonych w sensie np. jego kapitalizacji) odwrécenie trendu moze nasta-
pi¢ wczesniej; w takiej sytuacji maksimum piku na rys.1.9 méwi o maksymalnie oddalonej chwili,
w jakiej nastapi odwrécenie trendu - bedzie jeszcze o tym mowa w czesci 1L
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1.6.3 Trzeci rodzaj relaksacji niedebye’owskiej:
funkcja Mittag-Leflera

Funkcja, ktora odgrywa dominujaca role w zagadnieniu fraktalnej relaksacji oma-
wianej w niniejszej pracy jest funkcja Mittag-LefHlera [46], ktora mozna wyrazié
w postaci nastepujacego szeregu (patrz takze Dodatek D):

(- (L)) - § ey 14

n=0

Funkcja ta jest naturalnym uogoélnieniem funkcji eksponens, ktérg otrzymuje sie
przyjmujac w wyrazeniu (1.4) wyktadnik o = 1; ponadto, dla | t |< 7 przechodzi
ona w rozciggniety eksponens (1.1). Dla 0 < a < 1 oraz | t |> 7 charakteryzuje sie
granica dana wyrazeniem (1.2). Dla czaséw posrednich funkcja ML przejawia takze
wlasnosé spowolnionej relaksacji (w stabym sensie, patrz rys.1.9) co jest wazne, gdyz
w rzeczywistosci empiryczne dane gietdowe dotycza (jezeli chodzi o lokalne piki)
tylko krétkich i posrednich czaséw przy czym, jak zobaczymy, zachowanie funkcji
ML pozwala wtasnie na opisanie ich ksztattu.

1.6.4 Funkcja Mittag-Lefflera na rynku nieruchomosci

Przyktadowo, na rysunku 1.12 przedstawiono (w skali log — log) wartosci mediany

16 w Stanach Zjednoczonych w okresie styczen

cen transakcyjnych doméw i parce
1963 - grudzien 2008 r. (czarne punkty). Jak widaé, wyr6zni¢ mozna tutaj dwa ob-
szary, ktére dadzg sie (w przyblizeniu) opisa¢ dwoma r6znymi prawami potegowymi.
Wydaje sie, ze bezposrednim powodem przejécia od jednego prawa potegowego do
drugiego byto powotanie w roku 1970 (odpowiada to na wykresie punktom lezacym
kilka miesiecy ponizej t = 100) Federalnego Centrum Kredytéw Hipotecznych (ang.
Federal Home Loan Mortgage Corporation, FHLMC) popularnie zwanego ’Freddie
Mac’, ktore w zasadniczy sposob zmienito sytuacje na rynku kredytéw hipotecznych.
Zmiana ta doprowadzita w efekcie do stopniowego, systematycznego poszerzania
spektrum spotecznego majacego dostep do rynku kredytéw hipotecznych.

W niniejszym podrozdziale zajmuje sie jedynie czasokresem po roku 1970 a do-
ktadniej rzecz biorac, widoczng na wspomnianym rysunku ”subtelng struktura” de-
korujacg prawo potegowe - mozna ja podzieli¢ na cztery oddzielne obszary przedsta-
wione na rysunkach 1.13 - 1.16. Jak pokazuje ponizej, dane empiryczne w kazdym z
tych obszaréw z osobna dadza sie opisa¢ wlasnie za pomocg funkcji Mittag-Lefflera
o stopniowo zmniejszajacym sie wyktadniku ksztaltu o (pomimo, ze jak widaé, w

16Co oznacza, iz sa to takie ceny, dla ktérych liczba doméw i parcel z cena nizsza jest réwna
analogicznej liczbie z ceng wyzsza.
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Rysunek 1.12: Wartosci mediany cen transakcyjnych doméw i parcel (S) w Stanach
Zjednoczonych w okresie styczenn 1963 - grudzien 2008 r. (czarne punkty) przedsta-
wione w skali log — log. Widoczne sg dwa zakresy, ktore mogg by¢ z grubsza opisane
prawami potegowymi.

znacznie szerszym przedziale zalezno$é od czasu ma charakter potegowy). Wydaje
sie, ze tego typu zjawisko nie ogranicza sie tylko do rynku nieruchomosci.

Na rysunku 1.13 poréwnano przebieg funkcji Mittag-Lefflera (czerwona krzywa)
z danymi empirycznymi (czarne punkty) dotyczacymi wartosci mediany cen trans-
akcyjnych doméw i parcel (S) w Stanach Zjednoczonych w okresie styczen 1988 -
grudzien 2008 r. Otrzymana zgodnos$¢ jest jednym z kluczowych wynikéw
niniejszej pracy, gdyz wskazuje na przydatnos¢ funkcji Mittag-Lefflera jako na-
rzedzia nadajacego sie do opisu rynkowych danych makroekonomicznych ograniczo-
nych do horyzontéow czasowych nie przekraczajacych czasu aktywnosci zawodowej
pojedynczego pokolenia (krzywa zamieszczona na weze$niejszym rys.1.12 dotyczy
czasokresu czterdziestopiecioletniego a wiec wielopokoleniowego).

Dodajmy jeszcze, ze maksimum funkcji ML (czyli ¢.) przypada tutaj na marzec
2007 roku, pokrywajac sie z punktem okreslajacym zmiane empirycznego trendu
tarax (czyli tutaj t. = tarax), natomiast wartosci charakteryzujacych ja parametréw
wynosza: a = 0.60, 7 = 95 miesiecy. Zmiana trendu z wznoszacego na opadajacy jest
tutaj bezposrednia pochodna zalamania si¢ rynku kredytéw hipotecznych w USA
oraz, zwigzanego z tym, spadkiem cen nieruchomosci. Jak wida¢, zmiana tren-
du ma miejsce powyzej punktu, w ktérym szybko$é wzrostu (pochodna)
funkcji ML zréwnuje sie z analogiczng szybko$cig wzrostu funkcji ekspo-
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nens (poréwnaj rysunki 1.13, 1.10 i 1.9) - wydaje sie, ze tkwi w tej obserwacji
aspekt ogodlniejszy, pozwalajacy na dokladniejsze oszacowanie rzeczywi-
stej chwili zmiany trendu hossa/bessa takze dla innych wskaznikéw i ryn-
kéw.
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Rysunek 1.13: Poréwnanie przebiegu funkcji Mittag-Lefflera (czerwona krzywa) z
danymi empirycznymi (czarne punkty) dotyczacymi wartoéci mediany cen trans-
akcyjnych doméw i parcel (S) w Stanach Zjednoczonych w okresie styczen 1988 -
grudzien 2008 r. Maksimum funkcji ML przypada na marzec 2007 roku natomiast
wartodci charakteryzujacych ja parametrow wynosza: o = 0.60, 7 = 95 miesiecy.

Wynik analogiczny do powyzszego uzyskatam takze dla tego typu danych ale
dotyczacych:

e ponad dziewiecio i potletniego okresu poprzedzajacego, czyli marzec 1979 -
listopad 1988 r. (patrz rys.1.14).

e ponad piecio i potletniego okresu czerwiec 1973 - marzec 1979 r. (patrz rys.1.15)
oraz

e ponad dwu i p6tletniego okresu luty 1971 - pzdziernik 1973 r. (patrz rys.1.16).

Istotna obserwacje stanowi fakt, ze dla sytuacji kryzysu (patrz rysunki 1.13 i
1.14 oraz tabela 1.2) odlegto$é czasowa At. pomiedzy maksimum funkeji ML (czyli
t.) oraz lokalnym maksimum danych empirycznych (czyli ¢y 4x) znaczaco maleje a
wyktadnik ksztattu przejawia takze tendencje malejaca.
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Rysunek 1.14: Poréwnanie przebiegu funkcji Mittag-Lefflera (czerwona krzywa) z
danymi empirycznymi (czarne punkty) dotyczacymi wartoéci mediany cen trans-
akcyjnych doméw i parcel (S) w Stanach Zjednoczonych w okresie marzec 1979 -
listopad 1988 r. Maksimum funkcji ML przypada tutaj na marzec 1988 roku na-
tomiast wartosci charakteryzujacych ja parametréw wynosza: o = 0.62, 7 = 76
miesiecy.

Nalezy zaznaczy¢, ze gldwnym celem niniejszej pracy jest analiza wybra-
nych indekséw gietdowych a nie rynkéw hipotecznych - tym ostatnim po$wiecono
uwage w niniejszym rozdziale tylko dlatego, aby wskaza¢ na bardziej wszechstronng
role funkcji Mittag-Lefflera.

1.6.5 Funkcja Mittag-Lefflera a funkcja g-eksponens T'sallisa

W niniejszym rozdziale przedstawitam przyktadowe poréwnanie przebiegu funkcji
Mittag-LefHlera (1.4) z funkcja g-eksponens Tsallisa szeroko wykorzystywang do ana-
lizy uktadéw ztozonych, zdefiniowna nastepujaco:

exp, (f(1) & [1 — (1 —q)f(1)] ™7, (1.5)

tutaj f(¢) def. (t. Poréwnanie to przedstawilam na rys.1.17 natomiast wartosci para-
metréw definiujacych poszezegdlne krzywe (funkcje Mittag-Lefflera - linia czerwona,
g-eksponens Tsallisa - linia zielona i dla kompletnosci funkcje rozciggniety eksponens
- linia niebieska) zamiescitam w tabeli 1.3.

Jak wida¢, przez blisko dwie dekady funkcje ML i g-eksponens niemal pokry-
waja sie (w zdolnosci rozdzielczej rysunku) jednak dla posrednich i diugich czaséw
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Rysunek 1.15: Poréwnanie przebiegu funkcji Mittag-Lefflera (czerwona krzywa) z
danymi empirycznymi (czarne punkty) dotyczacymi wartosci mediany cen transak-
cyjnych doméw i parcel (S) w Stanach Zjednoczonych w okresie czerwiec 1973 -
marzec 1979 r. Maksimum funkcji ML przypada tutaj na luty 1979 roku natomiast
wartosci charakteryzujacych ja parametréw wynosza: a = 0.65, 7 = 30 miesiecy.

funkcja ML zanika o czynnik wolniej. Zaskoczenie moze budzi¢ fakt, ze istnieje okno
parametrow, w ktoérym niemal przez trzy dekady funkcja g-eksponens ma przebieg
bardzo zblizony do funkcji SE. Jednak, dla t < 7 réznica pomiedzy ¢-eksponensem
z jednej strony a funkcjami ML i SE z drugiej drastycznie wzrasta, gdyz obie one po-
siadaja (dla o < 1) singularne pochodne od pierwszej poczynajac, w przeciwienstwie
do g-eksponensa.

1.6.6 Dyskusja pikow w ksztalcie ostrzy i niepelnych ostrzy

Na rys.1.18 przedstawiono dla ilustracji chwilowe maksimum lokalne typu ostrza
zdefiniowane za pomoca przyktadowych funkcji ML, ktérych parametry (definiujace
lewe i prawe zbocza) zamieszczono w tabeli 1.4.

Najczesciej spotykany ksztalt piku, ktory nazywam niepelnym ostrzem, defi-
niuja linie ciggle do ich przeciecia sie, przedstawione na rys.1.19. Tego typu ksztatt
powstaje dlatego, ze wzrost nie osigga nigdy wartosci maksymalnej, gdyz nie jest
mozliwe osiagniecie nieskonczonej stopy zwrotu (jaka miataby miejsce wlasnie w
punkcie maksymalnym). Ponadto, awersja do ryzyka (ktora przeciez jest obecna ca-
ly czas w trakcie inwestowania), czyli obawa przed odwrdceniem si¢ trendu prowadzi
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Rysunek 1.16: Poréwnanie przebiegu funkcji Mittag-Lefflera (czerwona krzywa) z
danymi empirycznymi (czarne punkty) dotyczacymi wartosci mediany cen transak-
cyjnych doméw i parcel (S) w Stanach Zjednoczonych w okresie luty 1971 - pazdzier-
nik 1973 r. Maksimum funkcji ML przypada tutaj na listopad 1974 roku natomiast
wartosci charakteryzujacych ja parametréw wynosza: a = 0.69, 7 = 90 miesiecy.

do wczedniejszej wyprzedazy.
W pracy wskazuje, ze funkcja ML jest dobrym kandydatem do opisu:

1) zjawiska (faktu stylizowanego) zbiorowej dominacji uczucia chciwosei (zbioro-
wej checi gwaltownego wzbogacenia sie) lub ogélniej méwiac dominacji zjawi-
ska stadnej euforii do inwestowania nad awersjg do ryzyka, tuz przed peknie-
ciem babla gietdowego,

2) do opisu obszaru posredniego, gdzie ma miejsce rozejécie sie funkcji ML i
odpowiadajacego jej rozciagnietego eksponensa (poréwnaj odpowiednio linia
czerwona i niebieska na rys.1.9) oraz

3) do oszacowania rozmiaru obszaru, w ktérym moze zajs¢ odwrécenie trendu
wzrostowego na spadkowy.

Zatem,

a) funkcja ML pozwala na zdefiniowanie spekulacyjnego babla gietdowego, jako
spowolnionego wzrostu dla czasu t(< 0)'7 takiego, ze | t |>] t* |, gdzie t*(< 0)

17Czas t jest liczony tutaj (przypominam) od czasu definiujacego polozenie maksimum piku w

42



Tabela 1.2: Wybrane wartosci parametréw definiujacych funkcje ML przedstawione
na rysunkach 1.13 - 1.16 wskazujacych na ich tendencje w miare zblizania sie do
krachu.

Czasokres H o' ‘ T [tm)] ‘ te [tm] ‘ At [tm)] ‘
1988.01 - 2008.12 || 0.60 95 2007.03 0.0
1979.03 - 1988.01 || 0.62 76 1988.03 2.0
1973.06 - 1979.02 || 0.65 30 1979.02 32.0
1971.02 - 1973.05 || 0.69 90 1974.11 16.0

Tabela 1.3: Wartodci parametrow definiujacych funkcje przedstawione na rys.1.17,
przy czym A jest amplituda tych funkeji nieuwidoczniona (dla prostoty) we wzorach
(1.1), (1.4) i (1.5).

‘ Function H Q ‘ q ‘ 16} ‘ A ‘ T ‘ £ ‘
g-eksponens - 1.20 | 0.80 1.0 - -
funkcja SE | 0.70196 | - - | 1.22430 - 0.80566
funkcja ML | 0.70196 | - - | 1.22430 | 0.92293 -

jest rozwiazaniem réwnania przestepnego (przykladowo, dla lewego zbocza
piku okresla je na rys.1.9 punkt przeciecia krzywej czerwonej i zielonej):

o (g ) =5 () o)

b) przyspieszonego (gwaltownego) wzrostu dla | ¢ |<| t* |.

oraz

Zauwazmy, ze jest to tylko jedna z mozliwosci - alternatywna daja rozwazania
przeprowadzone wezesniej (w podrozdziale 1.6.1 i paragrafie pt.: ”Funkcja Mittag-
Lefflera na rynku nieruchomosci”).

lewo (dla lewego zbocza) i wtedy jest ujemny albo w prawo (dla zbocza prawego) i wtedy jest
dodatni.

Tabela 1.4: Parametry funkcji ML definiujace kazde ze zboczy maksimum
Zbocze H ! ‘ T [td] ‘ taprax [td] ‘

Zbocze wzrastajace | 0.60 | 214 1000

Zbocze opadajace || 0.45 | 111 1000
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Rysunek 1.17: Por6wnanie w skali log — log przebiegu funkcji ML (czerwona linia)

z funkcja g-eksponens Tsallisa (zielona linia) oraz rozciagnietym eksponensem (nie-

bieska linia) dla przykladowych wartosci parametréw zamieszczonych w tabeli 1.3
(stata A oznacza amlitude (czynnik przedwyktadniczy)).

7 analizy danych empirycznych przeprowadzonej dla rynku hipotecznego wynika,
ze

e punkt zwrotny trendu (z wzrostowego na spadkowy) nigdy nie jest ulokowa-
ny w obszarze, w ktérym funkcja ML pokrywa sie (z dobrym przyblizeniem )
z rozciagnietym eksponensem (patrz linia czerwona i niebieska na rys.1.9).
Ponadto,

e punkt ten nigdy nie lezy wczeéniej od punktu przeciecia funkcji ML z funk-
cja eksponens (patrz punkt przeciecia linii czerwonej i zielonej na rys.1.9);
stad, oszacowanie mozliwego potozenia punktu zwrotnego jest natychmiasto-
we. Mozna dodac¢, ze

e punkt zwrotny lezy w poblizu punktu zréwnania tempa wzrostu funkcji eks-
ponens i ML.

Analogiczne rozwazania dla gietd przeprowadzitam w czesci 11, wskazujac ze powyz-
sze wlasnosci nie maja charakteru uniwersalnego.
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Rysunek 1.18: Chwilowy (lokalny) pik typu ostrza zbudowany z funkcji Mittag-
Lefflera (czerwona i zielona linia). Parametry funkcji ML definiujace kazde ze zboczy
zamieszczono w tabeli 1.4.

Spowolniony wzrost (lewe zbocze piku) moze odzwierciedlaé¢ uaktywnianie sie
kolejnych grup inwestoréow dziatajacych w coraz dtuzszych skalach czasowych i ope-
rujacych coraz wiekszym kapitatem. Natomiast gwattowny wzrost moze juz by¢ od-
powiedzialny za lawinowy wzrost liczby inwestorow i angazowanego kapitatu oraz
towarzyszacy temu nadzwyczajny wzrost obrotow.

Dla prawego zbocza maksimum gwaltowny spadek na poczatku (dla ¢ < t*) moze
$wiadcezé o lawinowej wyprzedazy waloréw a spowolnienie (dla t > t*) o sukcesywnej
wieloskalowej wyprzedazy. Zagadnienia te sa omawiane przeze mnie w dalszej czesci
pracy.

Jezeli chodzi o formalny zwiazek fizyki z rynkami finansowymi to funkcja ML wy-
stepuje zaréwno w stochastycznym jak i deterministycznym modelowaniu uktadéw
nieuporzadkowanych czy, mowiac ogélniej, uktadow ztozonych. Kanonicznym przy-
ktadem jest tutaj btadzenie przypadkowe w czasie ciagtym (ang. Continuous-Time
Random Walk Model, CTRW) uzyte w kontekscie rynkéw finansowych [25]-[27], [50]
a stworzone poczatkowo do opisu transportu dziurowego w uktadach amorficznych.
Jezeli chodzi o deterministyczne modelowanie, to przyktadem moze by¢ wspomniane
juz wcezesniej fraktalne réwnanie relaksacji opisujace relaksacje materiatow lepko-
sprezystych [40, 42, 47|, zwiazane z niniejsza praca.
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Rysunek 1.19: Chwilowy (lokalny) pik typu niepelnego ostrza zbudowany z prze-
cinajacych sie funkeji Mittag-Lefflera (czerwona i zielona linia). Jedyna réznica w
stosunku do rys.1.18 polega teraz na tym, ze prawe zbocze jest przesuniete o 50 td
w lewo w stosunku do odpowiadajacego mu zbocza na rys.1.18.

1.6.7 Rozne ksztalty funkcji Mittag-Lefflera

Na rys.1.20 poréwnatam przebiegi funkcji Mittag-Lefflera dla trzech wartosci wy-
ktadnika ksztalttu @ = 0.8, 1.0, 1.2. Dobrze widoczna jest roznica ksztattu zwlasz-
cza pomiedzy linig czerwona (o = 0.8) a niebieska (o« = 1.2). Linia niebieska w
sposob istotny rézni sie od czerwonej, gdyz w maksimum jej pierwsza pochodna
znika (patrz powiekszenie okolicy maksimum tej linii przedstawione na rys.1.21 oraz
pierwsze wyrazenie w (1.3) dla a@ > 1) w przeciwiefistwie do linii czerwonej, dla
ktorej ta pochodna jest rozbiezna (patrz to samo wyrazenie dla o < 1). Zatem gdy
wyktadnik ksztattu o = 1.2, druga pochodna d*In f(t)/d | t |* jest rozbiezna. Po-
rownanie przedstawione na rys.1.20 jest bardzo wazne, gdyz w pracy omawiam dane
empiryczne dotyczace zarowno wykltadnika ksztaltu mniejszego, jak i wiekszego od
jednosci.

1.6.8 Uwagi o dokladnosci obliczen

Uzywana w pracy funkcja Mittag-Lefflera jest zdefiniowana za pomoca nieskonczo-
nego szeregu (1.4). Dopasowanie takiego szeregu do danych empirycznych jest jak
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Rysunek 1.20: Poréwnanie przebiegu funkcji ML dla trzech réznych wartosci wy-
ktadnika ksztaltu: o = 0.8 (linia czerwona), & = 1.0 (linia zielona) i @ = 1.2 (linia
niebieska).

na razie niewykonalne za pomocs zadnej z istniejacych aplikacji'®. Dlatego powstata
konieczno$¢ uzywania skonczonego szeregu a stad narodzito sie pytanie o minimalng
liczbe wyrazow szeregu jaka nalezy wzia¢ pod uwage. Na szczedcie istnieje kryterium
pozwalajace oszacowaé btad obciecia szeregu naprzemiennego, ktore stwierdza, ze
suma wszystkich zaniedbanych sktadnikéw takiego szeregu jest rzedu pierwszego
zaniedbanego wyrazu.

Na rys.1.22 przedstawiono wtasnie stosunek R tego pierwszego zaniedbanego wy-
razu szeregu do sumy wszystkich sktadnikéw jakie wzieto pod uwage; tutaj byto to
dla poréwnania 10 wyrazéw (linia zielona), 20 wyrazéw (linia niebieska) i 30 wyrazéw
(linia czerwona) dla catego rozwazanego przedziatu czasu (liczonego w miesiacach) -
w dalszym ciggu nazywamy go 'wzglednym btedem obciecia’. Jak widaé, juz 20 wyra-
76w szeregu zapewnia doktadnosé rzedu utamka promila, co w zupetnosci wystarcza
do prowadzenia obliczen w przypadku danych empirycznych jakimi dysponowali$my
(ich rozrzut byl przynajmniej o dwa do trzech rzedéw wielkosci wigkszy od bledu
obciecia). Szereg o takiej liczbie wyrazéw mozna dopasowaé do tych danych np. za

1874 pomoca oprogramowania Mathematica potrafimy wprawdzie sumowaé nieskoficzone szeregi
ale niestety (przynajmniej dotychczasowe wersje) nie sa w stanie dofitowaé tego nieskoficzonego
szeregu do danych empirycznych.
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Rysunek 1.21: Przebieg funkcji ML w otoczeniu jej maksimum dla wyktadnika

ksztaltu: @ = 0.8. Widoczne jest ptaskie wchodzenie tej linii w maksimum (tutaj
potozenie maksimum ¢, = 20.0).

pomocy oprogramowania Mathematica ver. 7.0 - wtasnie ono bylo przeze mnie sto-
sowane. Innymi stowy, dane empiryczne jakimi dysponowaliSmy narzucity (poprzez
ustalenie wartosci parametréw) relatywnie szybka zbieznos¢ szeregu w funkcji liczby
sktadnikéw szeregu.

1.7 Woazrastajace antybable

Oscylacje logarytmiczno-periodyczne [18], [28]-[32], [51]-[56] pojawiaja si¢ zaréwno
w opisie wielu spekulacyjnych babli i krachéw na indeksach gieldowych jak tez w
opisie odbicia tych indekséw od lokalnego dna (patrz Dodatek B). Dotychczas, na
rzeczywistych rynkach finansowych zaobserwowano trzy rodzaje tego typu oscylacji:

(i) spekulacyjne bable (ang. speculative bubbles)

(ii) spekulacyjne antybable (ang. speculative anti-bubbles) i (zaobserwowane naj-
pdzniej)
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Rysunek 1.22: Poréwnanie przebiegu wzglednego bledu obciecia szeregu (1.4) defi-
niujacego funkcje ML dla 10 wyrazéw (linia zielona), 20 wyrazéw (linia niebieska) i
30 wyrazow (linia czerwona); przykladowo wybrano a = 0.60, 7 = 96 [tm].

(iii) wzrastajace spekulacyjne antybable ( ang. speculative bullish anti-bubbles czyli
odwrotne bable spekulacyjne (ang. inverted speculative anti-bubbles);

Wszystkie je mozna zdefiniowac jedna funkcja dang wzorem:

«
fly)=f(0)+ <|TL’> 1+ Acos(wln <’TL’> + )], (1.7)
przy czym vy def. t—t., gdzie t. jest charakterystycznym czasem, od ktorego rozpoczy-
na sie budowanie (wprzdd albo wstecz w czasie) oscylacji logarytmiczno-periodycznych;
okresla on potozenie lokalnego maksimum funkcji f na osi czasu tylko wtedy gdy
f(y = 0) przyjmuje warto$¢ maksymalna (czyli w przypadku babli i antybabli),
natomiast parametr o jest wyktadnikiem ksztattu przy czym a > 0 a takze sredni
czas T > 0, czestotliwo$¢ w > 0 i amplituda A > 0, podczas gdy faza ¢ moze by¢
zarowno dodatnia jak i ujemna.

Jak sie okazato (patrz rozdz.2.2), w niniejszej pracy wystarczylo uzywaé tyl-
ko trzeciego rodzaju oscylacji, czyli wzrastajacych antybabli spekulacyjnych . Stad,
lewe zbocza pikow a i B (przedstawionych odpowiednio na rys.2.3 i 2.4 zamiesz-
czonych w rozdz.2.2) sa zdefiniowane dla y > 0 a w réwnaniu (1.7) zostal wybrany
znak '+ oraz zalozono, ze f(y = 0) jest minimalna wartoscia f(y) w rozwazanym
przedziale czasowym. Inne zbocza wymienionych pikéw (oprocz lewego zbocza pi-
ku A) oraz pozostale piki omawiane w pracy, sa (jak sie wydaje) lepiej opisywane
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Tabela 1.5: Parametry definiujace przyktadowy log-periodyczny, wzrastajacy anty-
babel

‘oz ‘T[td]‘tc[td]‘w‘fl‘ 0 ‘
1055 235 | 0 [50][05]-200|

przez przewidywania Reologicznego Modelu Fraktalnej Dynamiki Rynku finansowe-
go (patrz rozdz.2). Zauwazmy, ze wyrazenia (1.1), (1.4) i (1.7) maja te same rzedy
singularnosci pojawiajace sie dla znikajacego argumentu (odpowiednio t oraz y) i
dla takiej samej warto$ci wyktadnika «, stad mozemy wnioskowaé, ze naleza do tej
samej klasy uniwersalnosci; oczywiscie, korekta do skalowania jest w kazdym z tych
przypadkow zupelnie inna.

Przykladowy antybabel

Rysunek 1.23 przedstawia przyktadowy przebieg logarytmiczno-periodycznego an-
tybabla dla wartosci wyktadnika « oraz czasu relaksacji 7 zblizonych odpowiednio
do tych przyjetych dla funkcji Mittag-Lefflera (poréwnaj tabele 1.4 i 1.5) oraz dla
t. = 0, czyli zakresu y takiego samego jak .

Ponadto, na kolejnym rys.1.24 poréwnaltam przebieg funkcji danej wzorem (1.7)
dla A = 0 (czyli bez czesci oscylacyjnej, linia zielona) oraz osobno samag czesé oscyla-

cyjna (linia niebieska). Zauwazmy, ze funkcja log-periodyczna (1.7) moze by¢, dzieki
Iyl
nia (w przypadkach (ii) oraz (iii)) stabnacego (a w przypadku (i) narastajacego)
wahania nastrojow inwestoréw w obszarze odbicia gietdy od dna lub w otoczeniu

zmiennej czestotliwosci (danej wzorem w In ( )), dobrym kandydatem do opisywa-

krachu gietdowego (tutaj w poblizu y = 0, patrz rys.1.23 i 1.24).

Poniewaz w dalszej czesci pracy wskazuje, ze oba wzmiankowane tutaj podejscia
(czyli w ramach RMFDRF i w ramach oscylacji log-periodycznych) maja charakter
komplementarny, wiec byloby pozytecznym stworzenie w przysztosci oprogramo-
wania komputerowego, a by¢ moze takze i ogdlniejszego podejécia teoretycznego,
zawierajacego i wykorzystujacego je do pelniejszego modelowania i prognozowania
spekulacyjnych babli, kryzyséw i krachéw na rynkach finansowych.
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Rysunek 1.23: Logarytmiczno-periodyczny wzrastajacy spekulacyjny antybabel da-
ny wyrazeniem (1.7), gdzie wybrano znak ’+’; wartosci uzytych parametréw zostaty
przedstawione w tabeli 1.5. Wida¢, ze czestotliwos¢ oscylacji maleje w miare jak czas
y ros$nie, czyli w miare oddalania si¢ od krytycznej chwili ¢. odbicia od dna bessy.
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Rysunek 1.24: Czes¢ oscylacyjna logarytmiczno-periodycznego spekulacyjnego anty-
babla (krzywa niebieska). Widaé¢ wyraznie, ze czestotliwo$é oscylacji maleje w miare
oddalania sie od chwili krytycznej t. odbicia od dna bessy. Dodatkowo zamieszczo-
no wzrastajaca cze$¢ potegowa funkeji (1.7) (krzywa zielona), tzn. funkcje f(y) dla
apmlitudy A = 0.
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Czesé I

Model i poréwnanie z danymi
empirycznymi dotyczacymi gield

23






Rozdzial 2

Reologiczny Model Fraktalne;j

Dynamiki Rynku Finansowego

Whprowadzenie przeze mnie fenomenologicznego, deterministycznego Reologicznego
Modelu Fraktalnej Dynamiki Rynku Finansowego (RMFDR, ang. Rheological Model
of the Fractional Dynamics of Financial Market) sktada sie z dwoch czesei:

(i)

(i)

(iii)

Pierwszej, w ktorej zaproponowano liniowe, zwyczajne rownanie rézniczko-
we pierwszego rzedu; opisuje ono ewolucje indeksu charakteryzujacego rynek
wyidealizowany w obrebie lokalnych dobrze okreslonych pikéw, dla dziennych
danych empirycznych na zamknieciu.

Drugiej, zawierajacej fraktalne uogoélnienie tego rownania. W czedci tej zapro-
ponowano sposob przejscia od réwnania wymienionego w punkcie (i) do tzw.
fraktalnego réwnania rozniczkowego zawierajacego operatory rézniczkowania

utamkowego - zatem, nie ma juz ono charakteru lokalnego, uwzgledniajac np.
pamie¢ dtugookresowa, ktorej wktad do rozwigzania ma, z dobrym przybli-
zeniem, charakter niejawny. W taki sposéb przejawia sie tutaj dazenie rynku
do degradacji ewentualnego arbitrazu, gdyz istnienie pamieci w jawnej posta-
ci moze doprowadzi¢ do jego pojawienia sie albo wzmocnienia. Réwnanie to
postuzy do opisu m.in. dynamiki warszawskich indeksow gietdowych WIG i
WIG20 w obrebie lokalnych dobrze okreslonych pikéw, czyli do opisu zasadni-
czych elementéw rynku rzeczywistego dla dziennych danych empirycznych na
zamknieciu.

Dla poréwnania, rozwiazanie wspomnianego w punkcie (ii) réwnania zastosu-
je do opisu dynamiki wybranych indekséw gietdowych, takich jak na przyktad
DAX, DJIA, S&P500 i NASDAQ), dla aktualnie trwajacego kryzysu na wybra-
nych gietdach swiatowych: Frankfurckiej GPW, NYSE (ang. New York Stock
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Ezxzchange) i NASDAQ (ang. National Association of Securities Dealers Auto-
mated Quotations).

Powyzsze podejécie oparte jest w zasadniczej mierze na strategii dotyczacej ba-
dan prowadzonych w ramach wspélezesnej reologii poswieconych (zaobserwowane;
jeszcze w latach 30-tych zeszlego stulecia [48]) nieeksponensjalnej (niedebyeowskiej)
relaksacji materiatéw plastycznych (lepkosprezystych) takich jak np. biopolimery
(patrz prace [40]-[44]). Strategia ta stanowi podstawe Fraktalnego Modelu Ciata
Stalego (Plastycznego) (FMCS, ang. Fractional Model of Solid). Istnieje wiele wersji
FMCS [41] opartych zaréwno na réznych sposobach fraktalizacji rownan jak tez na
roznego typu potaczeniach elementéw mechanicznych, takich jak sprezyny i amor-
tyzatory, stanowiacych przeciez podstawowe elementy mikroskopowe réznych me-
chanicznych struktur makroskopowych ciat plastycznych rozpatrywanych w ramach
reologii.

Podkreslmy, ze przejScie od punktu (i) do (ii) oznacza, ze dokonane
zostalo przejScie od ukladu wyidealizowanego do zlozonego (realistycz-
nego), gdzie pamie¢, a w naszym przypadku takze wplyw przysztych oczekiwan na
terazniejszos¢, odgrywaja zasadniczg role. Opisane sg one za pomocg potegowo zani-
kajacych jader catkowych we wspomnianych réwnaniach fraktalnych. Uzycie takiego
podejscia pozwalito mi opisaé (z dobrym przyblizeniem):

e wyraznie uksztaltowane cztery piki A, a, B, C przedstawione na pelnym wy-
kresie dziennych notowan WIG (od poczatku jego istnienia), jaki zostal za-
mieszczony na rys.l1.5 oraz

e ostatni pik WIG20, czyli pik zwigzany z aktualnie panujacym swiatowym kry-
zysem gospodarczym, a takze

e ostatnie piki dobrze widoczne w dziennych notowaniach indekséw DAX (patrz
rys.1.6), DJIA (patrz rys.1.1, 1.3 1 1.7), S&P500 (rys.1.8) i NASDAQ (patrz
rys.1.4).

2.1 Ewolucja indeksu: rynek wyidealizowany

Rozwazania przedstawione w tym podrozdziale, a w szczegdlnosci kluczowe réwnanie
(2.12), dotycza jedynie punktu (i) z poprzedniej strony, okre§lajacego wyjsciowy etap
modelu. Sktadaja sie one z dwdch czesci:

a) z pierwszej, w ktorej wprowadzitam i dyskutowatam relacje pomiedzy kluczo-
wymi wielko$ciami modelu oraz

b) drugiej, w ktorej analizowatam ich dynamike;
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obie przygotowuja do przedstawienia zasadniczej czesci modelu okreslonego w punk-
cie (ii) z poprzedniej strony.

2.1.1 Relacja pomiedzy kluczowymi wielkosciami modelu

Zasadnicze zalozenie modelu! méwi, ze

Z1) na rynkach wschodzacych (do jakich wciaz zalicza sie Warszawska Gielde Pa-
pieréw Wartosciowych) dominujaca role odgrywaja gracze gietdowi bazujacy
na analizie technicznej (ang. technical traders), zwani dalej 'graczami technicz-
nymi’, a nie na fundamentalnej (ang. fundamental traders) dalej zwani "funda-
mentalistami’. Co wiecej, analogiczna sytuacja ma miejsce takze dla rynkéw
starych, dobrze uksztaltowanych takich jak np. gietda nowojorska (NYSE) na
Wall Street czy mlodsza od niej gielda tokijska (TSE), ale tylko w obszarach
narastajacych i pekajacych spekulacyjnych babli (baniek) gieldowych, gdzie
decyzje musza byé¢ podejmowane szybko (np. w skali minutowej czy nawet
sekundowej).

W sytuacji omawianej w niniejszej pracy oznacza to, ze gracze techniczni $ledza na
biezaco notowania interesujacych ich indekséw oraz obroty na akcje tworzace dany
indeks (gdyz wielkosci te sa dostepne na biezaco dzieki elektronicznemu systemowi
obrotéw?) i na tej podstawie ustalaja wlasna strategie dziatania sktadajac zgodnie z
nia zlecenia kupna lub sprzedazy akcji. Wynika stad, ze chwilowa warto$¢ nadwyzki
zlecent U(t)? moze zalezeé tylko od tych dwdch sktadowych dynamicznych:

a) chwilowej, wzglednej wielkosci danego indeksu, X (t) — X g, gdzie nieujemna
wielko$¢ X g jest niezalezng od czasu minimalng wartoscia (ttem) indeksu dla
rozwazanego lokalnego maksimum oraz

b) chwilowej, wzglednej wielkosci obrotéw V(t) — Vg, gdzie analogicznie jak
powyzej, Vg jest niezalezna od czasu minimalna wartoscia (ttem) obrotéw
dla rozwazanego lokalnego maksimum na rozwazanym indeksie.

! Zasadnicze zalozenia modelu sa numerowane jako Z;, j = 1,2,..., dotyczac zaréwno punktu
(i) jak i (ii).

2Na Warszawskiej GPW dziala system WARSET opracowany w opraciu o ten stworzony przez
gietde paryska, ktory jest uzywany w sumie juz przez osiemnascie gietd na Swiecie.

3Gdy wartosé U(t) jest dodatnia wtedy mamy do czynienia z chwilowa nadwyzka popytu nad
podaza a U(t) nosi nazwe nadwyzki popytowej (ang. excess demand, ED). Gdy U (t) jest w danej
chwili ujemne wtedy mamy do czynienia z sytuacja odwrotna, czyli nadwyzki podazy nad popytem
a U(t) nazywa sie¢ chwilowa nadwyzka podazowa (ang. excess supply, ES). Dla znikajacej wartosci
U(t) méwimy o chwilowej réwnowadze popytowo-podazowej.
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Jak wida¢, warto$¢ U(t) moze by¢ traktowana jak (czastkowa) miara chwilowej ak-
tywnosci tej czesci rynku, ktéra dotyczy danego indeksu, przy czym znak dodatni
U(t) moéwi o tym, ze mamy do czynienia z przewaga kupna czyli lewym zboczem
lokalnego maksimum (w przypadku braku fluktuacji i oscylacji) a ujemny, ze ma
miejsce wyprzedaz akcji tworzacych ten indeks czyli z prawym zboczem (takze przy
braku fluktuacji i oscylacji). W dalszym ciagu zaktadamy, i jest to nasze drugie
zasadnicze zaltozenie, ze

Zy) zalezno$é chwilowej nadwyzki zlecen od chwilowej, wzglednej wielkosci danego
indeksu i obrotéw na nim, jest biliniowa co jest zgodne z panujacym ’duchem
liniowosci” (prostoty) podejsé ekonomicznych;

zatem,
U’ (t) = ag [X7(t) = Xg] + 05 [V(t) = Viggl, J =L, P, (2.1)
gdzie
U7 (t) Ul (t) — U (1), (2.2)

jest réznica pomiedzy chwilowym catkowitym popytem* UY(t) > 0 na akcje two-
rzace dany indeks a ich catkowita chwilowa podaza® U’(t) > 0, natomiast ay, b,
sa niezaleznymi od czasu wspétczynnikami ustalonymi dla kazdego zbocza (lewego,
L, albo prawego, P) danego piku z osobna. Zakladam w dalszym ciagu, ze hory-
zont czasowy At (czyli krok dyskretyzacji czasu) to w moim przypadku jeden dzien
transakcyjny (1 td), a wiec t zlicza dni transakcyjne.

Nieco dokladniej rzecz ujmujac, wielkosei U (¢) i U’(t) oznaczaja zlozone war-
tosci ofert, odpowiednio kupna i sprzedazy akcji w liczbie NT*(t) wazone aktualnie
proponowang przez inwestorow (graczy gietdowych) cena p(t),

M (t)

Un(t) = 3 NEOPEQ) 23)

gdzie m indeksuje rodzaj oferty. Nalezy zaznaczy¢, ze w dalszym ciggu nie zajmuje
sie juz mikroskopowg strukturg uwzgledniajaca szczegdétowo rézne rodzaje zlecen,
ich wielko$ci oraz uwarunkowania, czyli nie analizuje ksiegi zlecen (ang. order book),
gdyz nie sg one w zasadzie dostepne dla graczy gietdowych. Zatem, indeks m wyste-
pujacy w réwnaniu (2.3) numeruje jedynie spotki (w liczbie My (t)), ktorych akcje

1Zwykle chwilowy popyt oznacza si¢ przez D(t) (ang. demand), jednakze w naszym przypadku
wygodniejsze jest uzywanie Ui(t), J=L,P.

°Zwykle chwilowa podaz oznacza si¢ przez S(t) (ang. supply), jednakze w naszym przypadku
wygodniejsze jest uzywanie U’ (t), J = L, P.
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znajduja sie aktualnie w ofercie (kupna albo sprzedazy). Podkreslmy, ze wszystkie
wystepujace w réwnaniu (2.1) oraz wszedzie dalej wielkosci sa podawane na za-
mknieciu sesji nie uwzgledniajac dogrywki (w tym sensie nalezy rozumieé¢ termin
"aktualnie’).

Wolumen obrotéw na akcje tworzace dowolny indeks definiuje sie nastepujaco:

V() L min[U] (1), U7 (1)), (2.4)

gdyz jest to chwilowa wielko$¢ zrealizowanych transakcji. W dalszym ciaggu wygod-
niej bedzie postugiwaé sie przeksztalcona postacig réwnania (2.1):

X(t) = X = Ag U7 () + By [V (t) = Visgl, (2.5)

ktora wiaze indeks nadwyzka popytowo-podazowa oraz z obrotami na nim, przy
czym wspotezynniki A = 1/af, B] = —bJ/aj, J = L, P, a ich dobér musi
uwzgledniaé¢ fakt, ze zaréwno X7(t) — X3, jak i V/(t) — V. sa zawsze wielko-
éciami nieujemnymi, natomiast U”(t) moze by¢ zaréwno dodatnie jak i ujemne.
Zwroémy jeszcze uwage na wazny fakt, ze zréwnanie sie popytu z podaza (tzn. stan
réwnowagi popytowo-podazowej rynku), czyli znikanie U nie oznacza, ze wzgledna
warto$¢ indeksu lub ceny akcji X — Xpg znika, gdyz jest ona takze proporcjonalna
do wzglednej wielkosci obrotéw V' — Vb, Dopiero znikanie obu tych wielkosci wy-
musza zerowanie sie indeksu. Zauwazmy, ze rownanie (2.5) moznaby traktowaé jak
(liniowe) rozszerzone prawo podazy i popytu w zastosowaniu do gieldy; rozszerzenie
to polega na uwzglednieniu wplywu obrotow na wielko$¢ indeksu.

Wplyw historii i przysztosci na nadwyzke zlecen

Réwnanie (2.1) jest jednak zbyt uproszczone aby opisa¢ realna aktywnosé graczy,
gdyz nie uwzglednia faktu, ze dysponujg oni na biezaco bogatsza informacjg w po-
staci calego przebiegu indeksu i towarzyszacych mu obrotéw (a nie tylko ich aktual-
nymi warto$ciami) i dopiero na takiej podstawie buduja swoja aktywnos¢, np. jedni
ekstrapoluja te wielkosci, inni stosujg bardziej wyrafinowane metody korzystajac z
roznych modeli prognostycznych a jeszcze inni zdaja sie po prostu na siebie. Aby
to bogactwo indywidualnych strategii (przynajmniej z grubsza) uwzglednié¢ nalezy
wtasnie wspomniane réwnanie rozszerzy¢, wlaczajac do niego nie tylko efekt pamieci
ale takze jawnie wplyw przysztych, oczekiwanych wartosci indeksu i obrotéw; na-
lezy to zrobi¢ w taki sposob aby nie ztamaé¢ fundamentalnej zasady obowigzujacej
na wszystkich gietdach méwiacej o ich dazeniu do likwidacji zysku bez ryzyka (za-

6Nie jest tutaj brana pod uwage sytuacja, w ktérej nastepuje nagle, administracyjne wstrzy-
manie obrotu akcjami w stanie zréwnowazenia rynku.
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sada degradacji arbitrazu’) - jak to przeprowadzi¢ bede w stanie pokazaé¢ dopiero
omawiajac punkt (ii) z pierwszej strony niniejszego rozdziatu.

To co powiedziano powyzej pozwala juz na zaproponowanie ogdlniejszej postaci
réwnania (2.1),

U'(t) = af [X7(t) — XPa] + b7 [VO(t) — Vi
K(t
oS o X — kA — X b (VY — KAL) — Vi)
N(®)
+ > A{alt [ X7 (t 4+ nAt) — X + b5 [V (t+nAt) — Vi)

n=1
(2.6)
gdzie wspotezynniki af, bJ dotycza aktualnej chwili, a;”, by7, k = 1,..., K, wcze-
$niejszych a af”, bf7 n = 1,..., N, pdzniejszych chwil. Jak wida¢ réwnanie (2.6)

jest skomplikowane (pomimo, ze jest réwnaniem wieloliniowym), gdyz zawiera za-
rowno jawny wpltyw przesztosci jak i przysztosci na aktualng aktywnosé graczy giet-
dowych a znalezienie zbioru wartodci wspétezynnikéw {a, b} oraz zaleznosci indek-
sow K, N od czasu jest praktycznie niemozliwe. Dodam, ze nawet gdyby pomini¢to
jawny wptyw przysztych wartosci zmiennych X i V' na terazniejszos¢, to rozwiniecie
(2.6) bytoby wciaz, z praktycznego punktu widzenia, niemozliwe do rozwiazania.
Zatem, na razie rozwazam sytuacje uproszczona, natomiast przepis pozwalajacy
urealni¢ w sposob przyblizony to wyidealizowane podejscie zgodnie z powyzszymi
wskazaniami podam w paragrafie 2.1.5. Bedzie to kluczowy krok pracy oparty na
analogii do materiatéw lepkosprezystych (plastycznych).

2.1.2 Wyidealizowana dynamika indeksu

Celem rozwazenia wyidealizowanej dynamiki (ewolucji) indeksu X (¢), réwnanie (2.5)
musi zosta¢ uzupetnione o dodatkowe réwnanie rézniczkowe, ktére wyprowadzone
zostato ponizej. Poniewaz jedynymi wielkosciami dynamicznymi jakie sa bezposred-
nio dostepne graczom sa obroty V' (¢) i indeks X (t) wiec sensownym jest pytanie w
jaki sposéb ich znajomos$¢ w danej chwili ¢ wplywa na ich warto$¢ w kolejnej chwili
t+ At? Poniewaz rozwazania prowadze w ramach teorii liniowej wiec bez zmniejsza-
nia ogdlnosci mozna przyjaé, ze kombinacja liniowa V(¢ + At) i X (¢ + At) w chwili
t + At daje sie wyrazi¢ przez jakas kombinacje liniowa V' (t) 1 X (¢) w chwili ¢ (gdyz

"Jest to zasada stabsza od najczeéciej przyjmowanej a méwiacej po prostu o braku jakiegokol-
wiek arbitrazu na gieldach, gdyz dopuszcza chwilowy, krétkotrwaly arbitraz o charakterze fluktu-
acyjnym.

60



kazda z tych wielkosci z osobna daje sie wyrazi¢ przez tego typu kombinacje), zatem
VIt + At) — Vg + el [XT(t+ At) — X}o] =
=] [V7(t) = Vgl +dj [X7(t) — X}g), J = L, P,
(2.7)

gdzie €7, ¢, dJ sa niezaleznymi od czasu wspolezynnikami; stad po prostych prze-
ksztatceniach otrzymujemy, ze

AVY(t) AXY(t)
= Cy [V7(t) = Vel + Dy [X7(t) — Xige] + EY > (2.8)
At At
przy czym Cyj = C({A;l, D = d(t:J, E7 = —e’. W dalszym ciggu przyblizamy w

powyzszym réwnaniu oba ilorazy réznicowe przez odpowiadajgce im pochodne co
prowadzi do nastepujacego rownania rézniczkowego liniowego o statych wspotezyn-
nikach:

dV7(t)
dt

dX7(t)
dt -’

=Gy [V/(t) = Vel + Dy [X7(t) = Xl + B/ (2.9)

wigzacego indeks z obrotami na nim.

Wplyw przesztosci i przyszlosci na dynamike

Podobnie jak w paragrafie 2.1.1, nalezy stwierdzié¢, ze wyjsciowe réwnanie (2.7) nie
jest wystarczajacym do opisu dynamiki realnego indeksu gdyz brakuje w nim wy-
razéw zwigzanych zarowno z historig obu obserwowanych wielkosci jak tez z ich
przysztymi wartosciami. Uwzglednienie tego prowadzi do nastepujacego uogdélnienia
réwnania (2.7):

VIt4+ AL =V, + el [X7(t+ At) — X},]
= VI (t) = Vel + df [X7(t) — X ]
+ %){C;J[vj(t — kAt) — Vo] +di [ X (t — kAL — X34}
o
+ S H{ VIt +nAt) — ViG] + & [ X (E+nAt) — XY
n=1

(2.10)

a stad, po prostych przeksztatceniach, do nastepujacego réwnania rézniczkowego
bedacego uogélnieniem réwnania (2.8):

dV7(t) X7(t)
- v _ g\
dt dt +
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+ CIIVI(t) = Vile] + DIIX(t) — X3
+ Kz(tj{c TVt — kAt) — Vg + d [ X (t — kAE) — XEa]}

N(t)
+ Y H{ VIt +nAt) — Vig] + & [X (E+nAt) — XEal)
n=1

(2.11)

gdzie Cf = L Dl =% =" oot — o) D =dpl k=1,.. K, B =—¢,

Oczywiscie, rozwiazanie zaréwno powyzszego rownania jak tez réwnania (2.6)
jest mniecelowe ze wzgledu na zbyt duza liczbe niewiadomych. Dlatego w dalszej
czesci pracy postuze sie analogig do fizycznego modelu materiatu lepkospezystego
co pozwoli oming¢ te trudnos$¢ a zarazem uwzgledni¢ w sposob przyblizony przed-
stawione efekty, tzn. wplyw przesztoéci oraz przysztosci na terazniejszos¢. Zatem,
omoéwienie tej analogii stanowi niezbedny element niniejszej pracy, ktéry zostanie

przedstawiony w podrozdz.2.1.5.

2.1.3 Analogia do materiatu lepkosprezystego

Na razie zajme si¢ analiza réwnan (2.5) i (2.9) eliminujac z nich zmienna V7 (t)— V.

W rezultacie (po prostych przeksztatceniach) otrzymuje, ze

dU’ (t)
dt

dX7(t)

U’ () + 7 =

=Gl ———= + G [X(t) = X}e), J=L, P,  (212)

gdzie wspotezynniki
vl
Gy = (1= BE)/A7
Gl (14 BID]/CY)/AT; (2.13)

przyjmuje, ze wszystkie one sa nieujemne a ich znaczenie omawiam ponizej.
Przy okazji zauwazmy, ze réwnanie (2.12) stanowi uogélnienie réwnania

dX7(t)
= p U’ (t), (2.14)

powszechnie uzywanego w tradycyjnej ekonomii, gdzie A\/(= GJ 77) > 0 jest tzw.
gtebokoscig rynku; im glebokosé ta jest wieksza tym réznica popytowo-podazowa
moze by¢ wieksza nie prowadzac do wzrostu ceny. Uogdlnienie to, jak widzielismy;,
uwzglednia (tutaj w sposdb niejawny) zaleznosé od wielkosci obrotéw a tym samym
lepiej nadaje sie do opisu sytuacji (o ogromnej zmiennosci), z jaka mamy do czynienia
w obszarze banki i krachu.
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Reologiczny model Zenera ciala plastycznego

Nalezy podkresli¢, ze rownanie (2.12) jest analogonem podstawowego réwnania re-
ologicznego (ang. Rheological Constitutive Equation, RCE) Standardowego Modelu
Zenera Ciala Statego (Plastycznego) (2.15), uwzgledniajacego jego charakter lepko-
sprezysty [44, 40, 47]. Wtasnie kombinacja sprezystosci i lepkosci pozwala na opisanie
plastycznego charakteru materiatu. W dalszej czesci pracy bede sie opierata wtasnie
na tej analogii.

Na rys.2.1 przedstawiono standardowa, mechaniczng realizacje tego modelu w
postaci potaczonych réwnolegle: 1) elementu Maxwella (lewe ramie sktadajace sie
z polaczonych w szereg amortyzatora 7 i sprezyny () odpowiedzialnego za pla-
stycznosé materiatu oraz 2) elementu sprezystego G (prawe ramie). W modelu tym

%=1/6
GO'-:GJ’Ge

Rysunek 2.1: Reologiczny Model Zenera Ciata Plastycznego (opis oznaczen podano
w tekscie).

relacja miedzy chwilowym catkowitym naprezeniem (o(t)) a chwilowym caltkowi-
tym odksztalceniem ((t)) jest dana ponizszym liniowym réwnaniem rézniczkowym
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Tabela 2.1: Analogia miedzy rynkiem papieréw wartosciowych a reologia

Gietda papierow wartosciowych ‘ Ciato state ‘
Indeks gietldowy X (t) — X2, | odksztalcenie (t)
Nadwyzka zlecen U (t) naprezenie o (t)

pierwszego rzedu,

do(t) . de(t)
O'(t) + T0 dt = GQTQ dt

+ Gee(t), (2.15)

gdzie 1y jest czasem relaksacji elementu Maxwella, czyli jest to czas po jakim nastapi
przejscie od sprezystego stanu materiatu do plastycznego, Gy = G+ G, jest jego mo-
dutem plastycznosci a G i G, sa modutami sprezystosci Younga charakteryzujacymi
sprezyny (patrz rys.2.1). Wyprowadzenie powyzszego réwnania, bazujace na odpo-
wiedniej kombinacji prawa sprezystosci Hooka (C.1) dla idealnego ciala statego oraz
prawa Newtona (C.2) dla idealnego pltynu o wspotezynniku lepkosei 7, zamieszczono
w Dodatku C.

Jak wida¢, rownanie (2.12) zostalo zapisane w postaci umozliwiajacej bezposred-
nie poréwnanie z réwnaniem (2.15) - obie odpowiadajace sobie wielkosci dynamiczne
podano w tabeli 2.1. Warto doda¢, ze obroty we Reologicznym Modelu Fraktalnej
Dynamiki Rynku Finansowego pelnia role analogiczna do temperatury absolutne;
w Standardowym Modelu Ciata Plastycznego, przy czym analogia ta jest tym pel-
niejsza, ze obroty (tak jak i temperature) mozna traktowaé jak wielko$¢ intensywna.
Intensywno$¢ obrotow zawiera sie w tym, ze mozna je obserwowaé dla kazdej spotki
notowanej na gietdzie z osobna; oczywiscie, mozemy moéowié tez o obrotach np. na
indeksach (wtedy jest to wielko$¢, ktora nalezy definiowaé jako sume obrotéw na
spotkach tworzacych dany indeks, wazonych udziatami tych spotek w indeksie).

Réwnanie (2.15) pozwala znalezé zalezne od czasu naprezenie ciata jako odpo-
wiedz na jego nagle wydluzenie - to wymuszone naprezenie relaksuje tutaj wyktadni-
czo w czasie; podobnie rzecz sie¢ ma gdy rozwiazujac powyzsze rOwnanie wyznaczamy
relaksacje wydtuzenia jako odpowiedZ na nagle przytozone naprezenie - relaksacja
ta ma takze charakter wykladniczy. Jednakze dla wielu polimeréw (a zwlaszcza
biopolimeréw) wspomniane relaksacje maja charakter potegowy dlatego pojawi-
lo sie pytanie, na ktére znaleziono pozytywna odpowiedz, o mozliwosé
uogolnienia powyzszego rownania tak aby bylo ono w stanie odtworzy¢
oba rodzaje relaksacji a przejscie od jednej do drugiej byto tylko kwestig
zmiany wartosci odpowiednich parametréow.

Postawione powyzej pytanie o uogdélnienie réwnania (2.15) dotyczy takze ana-
logicznego uogdlnienia réwnania (2.12). W niniejszych rozwazaniach, opierajac sie

64



na analogii, idziemy droga wskazang przez wspotczesng reologie. Mianowicie, réw-
nanie catkowe (2.16) (otrzymane bezposrednio z powyzszego réwnania (2.12), patrz
podrozdz.2.1.5) jest wtasnie tym, ktore jest uogélniane do postaci fraktalne;j.

Opisana powyzej wygodna, mechaniczna podstawa modelu Zenera [41, 48] skta-
dajaca sie, de facto, ze sprezyn i amortyzatorow tworzacych prosta strukture, od-
zwierciedla

e istnienie aspektu zwiazanego zaréwno z idealnym cialem stalym (sprezystosé)
e jak iidealnym ptynem (lepkosé);

oba aspekty sa w stanie odtworzy¢ plastyczny charakter materiatu. Jednakze struk-
tura ta (jak wspomnialam) jest zbyt uproszczona aby opisa¢ takie lepkosprezyste
(plastyczne) materiaty jak np. biopolimery. Na szczescie, fraktalny model ciata sta-
tego (przedstawiony w rozdziale 2.1.5), ktorego mechaniczna reprezentacja jest dana
hierarchicznym ustawieniem (najczesciej) nieskoniczonej liczby sprezyn i amortyza-
toréw - patrz przyktadowy rys.C.3%, jest juz wystarczajaca [41, 48] do opisu niedeby-
eowskiej relaksacji. Relaksacja ta zostata zaobserwowana w dobrze znanym ekspery-
mencie polegajacym na (dynamometrycznym) pomiarze naprezenia przy ustalonym,
nagtym odksztatceniu. W tym przyblizeniu sprezyny mozemy traktowacé jako
analogon czysto emocjonalnego, irracjonalnego, niczym nie skrepowane-

go postepowania inwestoréw®

, czyli po prostu analogon euforii wywotlanej
przez chciwosé, podczas gdy amortyzator moze byé analogonem czysto
racjonalnego zachowania czyli awersji do ryzyka (tzn. strachu). Taka inter-
pretacja moze przyczyni¢ sie do konstrukeji "mechanicznego” modelu opisujacego
istotne aspekty rzeczywistego rynku papieréw wartosciowych wskazujac, na przy-
ktad, na wplyw struktury sprzezen pomiedzy inwestorami na wieloskalowsg dynamike

indeksow gietdowych.

2.1.4 Hipoteza Rynku Plastycznego

W tym miejscu mozna postawi¢ pytanie o hipoteze rynku finansowego, w ramach kto-
rej formutujemy nasz model. Najbardziej popularne hipotezy funkcjonowania rynku
sformutowane dotychczas [21] to:

(1) Hipoteza Rynku Efektywnego (HRE, ang. Efficient Market Hypothesis),

80dkryto, ze rézne hierarchiczne struktury sprezyn i amortyzatoréw moga prowadzié¢ do tego
samego fraktalnego réwnania relaksacji ([41] wraz z referencjami). W kontekécie gieldy papieréw
wartosciowych oznacza to, ze musimy poradzi¢ sobie z bifurkacjami struktury zainwestowanego
kapitatu, ktoéra zalezy jakos od roznych strategii przyjetych przez inwestorow.

9Termin ’aktywno$é automatyczna’ zwana tez mnietlumiona aktywnoécia’ (ang. affected driven
activity) lub pokrewne [57] sa w tym kontekscie czesto uzywane w psychologii.
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(2) Hipoteza Rynku Fraktalnego (HRF, ang. Fractal Market Hypothesis),

(3) Hipoteza Rynku Niejednorodnego (HRNJ, ang. Heterogeneous Market Hypo-
thesis).

Co wiecej, mozna tez méwi¢ o Hipotezie Rynku Log-periodycznego (HRLP, ang.
Log-Periodic Market Hypothesis) jako dopelnieniu HRF oraz o Hipotezie Rynku
Multifraktalnego (HRM, ang. Multifraktal Market Hypothesis) jako szczegblnie wy-
razistym przypadku HRNJ.

Hipoteze w ramach ktérej budujemy nasz model (dotyczaca tylko obszaru na-
rastajacych oraz pekajacych baniek spekulacyjnych) mozna by nazwaé Hipoteza
Rynku Plastycznego (HRP, ang. Plastic Market Hypothesis). Hipoteza ta bazuje na
sformutowanych powyzej zatozeniach Z; i Zs i dotyczy zaré6wno dynamiki opisywa-
nej przez funkcje wyktadnicza jak tez przez uogélniona funkcje wyktadnicza typu
Mittag-Lefflera. Waznym celem tej pracy jest wykazanie, na drodze empi-
rycznej, zgodnosci deterministycznego Reologicznego Modelu Fraktalnej
Dynamiki Rynku Finansowego, a w tym Hipotezy Rynku Plastycznego,
z Hipoteza Rynku Efektywnego.

2.1.5 Hipoteza transformacyjna: przejscie do rynku rzeczy-
wistego

Rozwazania przedstawione w tym i w kolejnym rozdziale (w szczeg6lnosci réwnanie
(2.20)) dotycza zasadniczego punktu (ii) przedstawionego na poczatku rozdz.2.

Zatem, kolejnym krokiem jest wyrazenie réwnania (2.12) w réwnowaznej mu
postaci catkowej, koniecznej do dalszej analizy,

1 11
X7(t) = X7(0) = T thl[XJ(t)—XéGHG—gT—({th 0

1

g7 070~ U0 J=L P

_l’_
(2.16)

gdzie { = 7 GJ/G?; w dalszym ciagu mozemy przyjaé, ze 7 > 0 gdyz badamy

zjawisko relaksacji (w czasie wprzod lub wstecz). W powyzszym réwnaniu zostata
uzyta definicja odwrotnej pochodnej pierwszego rzedu; ogdlniejsza definicja pochod-
nej rzedu n (n = 1,2,3,...) dana jest uzyteczna formuta Cauchy’ego,

—n def. ¢ tn—1 t / /
WDy " f(E) = dtn—l/ dtn—2.. / [ (to)dtq

— i ¢ (/J _ i\n—1 /O
= T S (). (2.17)
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Istnieje kilka definicji fraktalnego rézniczkowania i catkowania [49]. W tej pra-
cy korzystam jedynie z fraktalnego rachunku Riemanna-Liouville’a (RL). Fraktalne
catkowanie RL, ;. D; “f(t) rzedu o (Ra > 0) funkeji f(¢) jest bezposrednim uogél-
nieniem wyrazenia (2.17), gdzie wykladnik n zostal zastapiony (w ogdlnosci) liczba
zespolona « [49], tzn.

¢

WDP ) s [ = ), (2.18)
Powyzsza definicja umozliwia wprowadzenie fraktalnej operacji rézniczkowo-catkowej,
zwanej potocznie ulamkowym rézniczkowaniem (patrz Dodatek C), odgrywajace]
zasadniczg role we wspotczesnej reologii gdyz umozliwia zbudowanie mechanicznych
odpowiednikow materialéw plastycznych

Dodajmy, ze wykorzystywanie pochodnych utamkowych w ekonometrii nie jest
niczym nowym [76] (oraz odnosniki literaturowe tamze) - wystepuja one wtedy, gdy
istotna role odgrywa dluga pamie¢. Modele, ktore je stosuja naleza do grupy modeli
typu ARIFMA (ang. Autoregressive Fractionally Integrated Moving Average). Jed-
nakze, modele te maja charakter stochastyczny (probabilistyczny - wykorzystujacy
m.in. procedury typu Sredniej ruchomej) podczas gdy model przedstawiony w
niniejszej pracy ma charakter deterministyczny gdyz dotyczy trendu - na
tym m.in. polega jego oryginalnos¢. Podkreslmy, ze determinizm ten dotyczy
tylko trendu w obrebie dobrze wyksztatconych pikow; wykorzystuje on fakt, iz nie
jest mozliwym odréznienie ogromnej fluktuacji (ang. giant fluctuation) jaka mogta
mie¢ miejsce w ukladzie od jego systematycznego zachowania przejawiajacego sie
m.in. w postaci (deterministycznego) trendu budujacego dany pik.

Fraktalne uogélnienie réwnania (2.16) przeprowadzono tutaj analogicznie jak
to zostato zrobione dla materiatéw lepkosprezystych, mianowicie przez dokonanie
nastepujacych zamian (zakladajac w dalszym ciagu, ze oba wyktadniki ksztaltu
(a’, 37) sq liczbami rzeczywistymi):

J

(7)) WD XN = (7)™ WD X0, o >0
7\t —177J B’ 7y S
()" WD = (7)) WD U ), 87> 0. (2.19)

Utamkowe (w ogélnosci) wyktadniki o’ i 87, J = L, P, sa waznymi parametra-
mi, tzw. wykladnikami ksztattu. Dzieki powyzszemu podstawieniu réwnanie (2.16)
przybiera poszukiwang postac:

X7(y) = X7(0) = —(=])™ oD~ X7 (y) + Gig (=) oD, U (y)
. U7 (y) —U”(0)], «’/, 37 >0, J=L, P, (2.20)

Gy

67



gdzie zmienna niezalezna:

Y = { t. —t, dla retrospektywnych relaksacji: ¢ < t.

2.21
t —t., dla prospektywnych relaksacji: t > t., ( )

a wielko$¢ X7(0) oznacza maksymalng warto$¢ indeksu (czyli dla t = t.), znang 7z
warunkéw poczatkowych'®. Teraz (dla prostoty) przez zmienng X rozumiemy weze-
$niej uzywang zmienng wzgledng X — Xpg.

Jak widaé, rownanie (2.20) jest réwnaniem catkowym, ktére opisuje dwa nieza-
lezne zbocza lokalnych pikow indeksu. Ze wzgledu na to, ze oba zbocza danego piku
traktowane sa jako niezalezne, réwniez parametry wystepujace w réwnaniu (2.20)
sa w ogdlnosci rézne dla réznych zboczy. Réwnanie (2.20) jest analogonem réwna-
nia (25) zawartego w pracy [40], przy czym tutaj poszukujemy rozwiazania X7 (y)
(bedacego odpowiednikiem &(t)), przyjmujac jako zadang funkcje U7 (y) (ktéra jest
odpowiednikiem o (%)) a nie odwrotnie (oczywiscie rownanie (2.20) zezwala na obie
mozliwoéci podobnie jak réownanie (25)). Podkreslmy, ze réwnanie (2.20) zostato
wyprowadzone na zupetnie innej drodze niz wspomniane réwnanie (25). Ogdlniejszy
charakter réwnania (2.20) tkwi w ogélniejszej postaci zmiennej y (zauwazmy, ze w
réwnaniu (25) zamiast zmiennej y wystepuje czas t); pozwala to na

e znajdowanie rozwiazan opisujacych takze ewolucje retrospektywna (wstecz w
czasie),

e otrzymywanie rozwigzan (zaréwno pro- i retrospektywnych) w postaci za-
mknietej w obecnosci np. ttumionych dudnien; tego typu niejednorodno$é roz-
ni si¢ zasadniczo od funkcji statej uzytej we wspomnianym réwnaniu (25) -
przyjeto tam stale, nieznikajgce wydluzenie przy czym, jak wskazatam,
relaksacji podlega tam naprezenie.

Dla prospektywnych relaksacji (J = P), pierwszy sktadnik po prawej stronie
réwnania (2.20) jest wrazliwy tylko na przesztosé, o czym $wiadczy zawarte w nim
algebraiczne jadro calkowe, i jest obecny nawet jezeli ma miejsce zrownowazenie
podazy i popytu (U¥(0) = 0). Drugi sktadnik po prawej stronie réwnania (2.20),
takze zawierajacy jadro pamieci, opisuje (ogélnie rzecz biorac) sumaryczny wplyw
rynku finansowego na warto$¢ indeksu a doktadniej tylko wplyw przesztych wartosci
nadmiarowej podazy na jego aktualng wartos¢; trzeci sktadnik pokazuje jej chwilowy
wplyw na ten indeks. Zalezno$é na zboczu prawym tylko od przeszlosci (a
wiec nieuwzglednianie tutaj przysztych oczekiwan) jest robocza hipoteza
(typu brzytwy Okhama), ktéra weryfikuje w oparciu o dane empiryczne.

YTnnymi stowy, dokonana zostala nastepujaca zamiana zmiennych niezaleznych (w stosunku do
wyprowadzen w pracy [40]): t = y, to = yo = 0.
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Dla zboczy wznoszacych (J = L) sytuacja jest inna, gdyz wtedy réwnanie (2.20)
przedstawia retrospektywna relaksacje, czyli relaksacje dla czasu biegnacego wstecz.
W tym przypadku dominujaca role odgrywaja zaréwno przyszte wartosci indeksu
jak tez nadwyzki podazowej UL (y) oraz jej aktualna wartosé. Jest to uproszczona
hipoteza, ktdra (tak jak wspomniang powyzej) takze weryfikuje w opraciu
o dane empiryczne.

Zauwazmy ze ze swobodnym, fraktalnym rownaniem relaksacji (prospektywnym
lub retrospektywnym), czyli réwnaniem jednorodnym na funkcje X7 (y) (zawieraja-
cym tylko pierwszy sktadnik po prawej stronie réwnania (2.20)), mamy do czynienia
w nastepujacych trzech przypadkach!!:

e gdy nadwyzka U’(y) znika, czyli zachodzi réwnowaga podazowo-popytowa,
e gdy wspoétezynnik 1/GY znika lub
e gdy U’(y) jest proporcjonalne do X7 (y).

Wtedy, rozwigzanie X7(y) jest proporcjonalne do funkcji Mittag-Lefflera - patrz
réwnanie (D.1) oraz jego rozwiazanie (D.2) przedstawione w Dodatku D; w Dodatku
E uzyskalam rozwiazanie réwnania (2.20) w oparciu o transformate Laplace’a.

Dla wyktadnikéw ksztattu 0 < o, 37 < 1, réwnanie (2.20) mozna takze przed-
stawi¢ w postaci niejednorodnego, rézniczkowo-catkowego réwnania relaksacji (pro-
lub retrospektywnej) rézniczkujac je ,

dX7(y 701 —a 1 _ _
) = —(7) ’ OD; JXJ(?J)+—J (75) 87 OD; ﬁJUJ(?J)
dy Gy
1 dU’(y)
— J=L P 2.22
Gg dy ) y 4y ( )

gdzie rézniczkowo-catkowe operatory Riemanna-Liouville’a maja nastepujaca po-
stac:

1—a’ yJ def. i —at yJ
17 g,y det. 4 —BT 1T

oD, " U (y) = a0 (oD, U (). (2.23)

Réwnanie (2.22) mozna rozwiazac na innej drodze (dziatajac wprost) niz ta poda-

na w Dodatku E, wykorzystujac ogbdlne wtasnosci operatora rozniczkowo-catkowego

RL [46]. Podkreslmy, ze niedebyeowska relaksacje w reologii opisuje sie takze za po-

moca swobodnego (jednorodnego), fraktalnego réwnania relaksacji; z tego punktu

1 Czwarty przypadek, dotyczacy rozwigzania przyblizonego, zostal podany w podrozdziale 2.1.7.
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widzenia réwnanie (2.22) jest ogélniejsze, gdyz jest réwnaniem niejednorodnym po-
zwalajacym np. na uwzglednienie, tak potrzebnych w analizie rynkéw finansowych,
oscylacji (rozwiazania) - w naszym przypadku oscylacje te wchodza do rozwiazania
w sposob addytywny.

2.1.6 Utamkowa pochodna Caputo a przypadek réwnych
wykladnikéw ksztattu

W Dodatku E.1 wyrazitam réwnanie (2.20) za pomoca utamkowej pochodnej Caputo
w nastepujacej postaci'?:
d*’ X7 (y)
dy~’

1 dU(y) 1
_ — UJ
Géf dyo“] + G({ (7'0 ) (y)

J=LP  (2.24)

= () XMy +

dla przypadku réwnych wykladnikéw ksztattu tzn. 0 < o/ = 37 < 1, J = L, P.
Przypomne, ze utamkowa pochodna Caputo jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:

' f(y) a1 | /Oy gy 40W) (2.25)

dy*’ Il -« (y—y)"’

przy czym ) oznacza pierwsza pochodng zwyczajna funkcji f (tutaj f = X7, U,
J = L, P). Jak wida¢, pochodna Caputo ma takze charakter globalny (gdyz w jej
definicji zawarte jest catkowanie) a nie lokalny.

Wtasnie postaé réwnania (2.24) usprawiedliwa uzywana w niniejszej pracy nazwe
"relaksacja fraktalna”. Dodam, iz praktycznie rzecz biorgc, w pracy nie wychodze

poza wspomniane przyblizenie réwnych wyktadnikéw ksztattu (tzn. o’ = 37, J =
L,P).

2.1.7 Rozwigzanie fraktalnego zagadnienia poczatkowego

Konkretna postaé¢ funkcji U’ (y) potrzebna do rozwigzania réwnania (2.20) zostata
narzucona oscylacyjnym w czasie charakterem indeksu (patrz dane przedstawione
np. na wykresach 2.2-2.4). Stad, nasze fraktalne zagadnienie poczatkowe (2.20) zo-
stato rozwigzane przy zaltozeniu, ze

U

U’ (y) 5

exp(—a’ y) [exp(z (w’ — Aw”) y) + exp(z (W’ + Aw’) y)]
J=1L,P, (2.26)

12Uzylam tutaj oryginalnej notacji C. Tsallisa z pracy [74]. Uzywanie tylko w tym podrozdziale
oraz w Dodatku E.1 oznaczenia, ktore jest formalnie identyczne z pochodnag ulamkowa, pozwala
uniknaé nieporozumienia.
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czyli, ze nadmiarowa podaz (ang. excess supply) lub popyt (ang. excess demand)
jest, w ogdlnosci, rzadzona przez dwie czestotliwosci (o ile bytaby taka potrzeba,

to uogdlnienie na wickszg ich liczbe nie nastrecza zadnych formalnych trudnoéci'?,

7 i rézmica czestotliwodci Aw” sg

gdyz réwnanie (2.22) jest liniowe); czestotliwosé w
wartodciami nieujemnymi natomiast amplituda U7(0) moze by¢ zaréwno dodatnia
jak tez ujemna a nawet moze znika¢. Zauwazmy, ze z dudnieniami mamy do czynienia
wtedy i tylko wtedy, gdy Aw”’ < w”’.

W Dodatku E przedstawitam metode rozwigzania liniowego, niejednorodnego
réwnania catkowego (2.20) oraz uzyskatam jego jawne rozwiazanie dla przypadku
o’ = 37, J = L, P. Mianowicie, wykorzystujac transformate Laplace’a utamkowe-
go operatora catkowego RL (patrz Dodatek E wyrazenie (E.1)) uzyskuje sie, po
prostych algebraicznych przeksztalceniach, transformate Laplace’a réwnania (2.20).
Nastepnie, poprzez wstawienie transformaty Laplace’a wyrazenia (2.26) do tak prze-
ksztatconego réwnania i zastosowanie odwrotnej transformaty Laplace’a (czyli prze-
chodzac do zmiennej czasowej), uzyskuje sie rozwiazanie z ktérego wyodrebnia sie
poszukiwang cze$¢ rzeczywista (patrz wyrazenie (E.15) w Dodatku E).

Mozna oszacowaé (nawet w oparciu o bezposrednia obserwacje danych empi-
rycznych), ze w rozwazanych przez nas sytuacjach zaréwno czestotliwoéé w? jak
tez rézmica czestotliwoéci Aw?’ sg znacznie mniejsze od jednoécilt. Wynika stad, ze
obie czesci jawnie retardowane Scistego, rzeczywistego rozwiazania (E.15) (tzn. trzeci
sktadnik proporcjonalny do w” i czwarty proporcjonalny do Aw”) sa do zaniedba-
nia, gdyz wielkogci ich pozostatych czynnikéw sg rzedu X (patrz druga definicja w
(2.28)). Oznacza to, ze jawne retardowanie nadwyzki podazowej lub popytowej nie
zmienia charakteru dynamiki indeksu zaroéwno tuz przed jak i tuz po krachu. Zatem,
rozwiazanie dane réwnaniem (E.15) mozna uprosci¢ do nastepujacego wyrazenia:

a’
RX7(y) ~ (X + X) Eq <— <%> ) — X cos(w” y) cos(Aw” y),

Ti

J=L,P  (2.27)
gdzie wszystkie wspotczynniki i parametry sa rzeczywiste oraz

X§ = X0,

1 A
X7 o (L)
: o (5

(2.28)

3Dodam, ze we wszystkich poréwnaniach z danymi empirycznymi czynnik tlumigcy
exp(—a”’), J = L, P, przyjeto dla uproszczenia réwny 1 (czyli potozono a” =0, J = L, P).
1 Czestotliwoéé jest mierzona tutaj w td—!, gdzie td oznacza jeden dzieh transakcyjny.
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Jak wida¢, wielkosci X oraz Gy, U’(0), 7J i 7{ buduja odpowiednio dwa kalibru-
jace wspotezynniki multiplikatywne X 4+ X7 oraz X7 i tym samym maja posrednio
wplyw na proporcje pomiedzy oboma istotnie roznymi sktadnikami: pierwszym opi-
sujacym relaksacje a drugim oscylacje. Oczywiscie, gdy y = 0 rozwiazanie (2.27)
redukuje si¢, jak trzeba w zagadnieniu poczatkowym, do wartodci wyjéciowej X
Dodajmy, ze ogromny blad wyznaczenia wspolczynnika X7 (ktory, na szczescie, nie
niszczy dobroci dopasowania, patrz tabela 2.11) jest zwiazany z ksztattem funkcji
Mittag-Lefflera E,, (patrz paragraf 1.6.3), odpowiedzialnym za to, ze nawet niewiel-
kie odsuniecie sie od potozenia maximum piku (w chwili ¢.) powoduje drastyczna
zmiane wartosci X7 (y). Inaczej méwigc, wynika to po prostu z braku ogranicze-
nia na nachylenie zbocza piku. Wpisuje sie to takze w zasade braku arbitrazu na
gietdzie, o czym jest szerzej mowa w dalszej czesci.

Kluczowym parametrem odpowiedzialnym za ksztatt funkcji relaksacji jest wy-
ktadnik ksztattu o/, J = L, P. Wlasnie utamkowa, pozytywna wartoéé tego para-
metru oznacza

e istnienie w uktadzie dtugookresowej pamieci wptywajacej w sposéb skumulo-
wany na wtasnosci uktadu lub

e dlugoterminowej prognozy uwzgledniajacej wptyw na uktad przysztych ocze-
kiwan dotyczacych wartosci indeksu i nadwyzki popytowo-podazowe;j.

Jedyna funkcja opisujaca relaksacje (zaréwno prospektywna jak i retrospektyw-
na) jest obecna w pierwszej sktadowej rozwiazania (2.27) funkcja Mittag-Lefflera
E,(...), gdzie parametr 7; pelni role analogiczna do czasu relaksacji dla funkcji wy-
ktadniczej. Oczywiscie, druga sktadowa w tym rozwiazaniu zawierajaca iloczyn co-
sinuséw, opisuje tylko oscylacje (a w tym np. dudnienia o ile 0 < Aw’ < w”) i moze
mie¢ wplyw na znikanie relaksacji tylko w szczegdlnym przypadku, gdy XJ = —X/;
w przeciwnym razie wspotczynniki kalibrujace nie maja wpltywu na ksztalt funkceji
opisujacej relaksacje indeksu. Jednakze sytuacja znikania wspolezynnika XJ + X/
nie byla przeze mnie obserwowana (patrz wyniki przedstawione w dalszych podroz-
dziatach tego rozdziatu), czyli ewentualne zniakanie tego wspotezynnika nalezatoby
traktowac¢ jako wyjatkowe.

2.1.8 Uwagi o rownowadze popytowo-podazowej

Z rozwiazania (2.27) wynika wazny wniosek méwiacy, ze nawet znikanie nadwyzki
popytowo-podazowej (czyli przypadek rownowagi popytowo-podazowej, ktéra zacho-
dzi gdy U7 (0) = 0) nie ma wptywu na typ relaksacji uktadu opisany funkcja ML; re-
laksacje wstecz lub wprzéd w czasie w przypadku zachodzenia réwnowagi
popytowo-podazowej moznaby nazwaé¢ spontanicznym efektem stadnym
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Tabela 2.2: Odpowiedniosci pomiedzy wybranymi parametrami rynku papieréw war-
tosciowych a niektérymi parametrami termodynamicznymi

Rynek papieréow warto$ciowych Termodynamika ‘
Indeks gietdowy X Dtugos¢ L
y=t—t. y=T-T.
Stopa wzrostu na jednostke czasu % Wsp. rozszerzalnosci liniowej (B(;YZ’FL )p

wynikajacym (jako$) z pozytywnego sprzezenia zwrotnego zachodzacego w obrebie
dobrze wyksztalconych pikow. Tego typu sytuacja jest analogonem stanu plyniecia
materiatu plastycznego, gdzie tuz przed jego zerwaniem (co moze by¢ analogonem
krachu na gietdzie) wzrost jego wydtuzenia nie wymaga juz istnienia jakiegokolwiek
naprezenia - ptyniecie materialu ma charakter samoczynny (swobodny) w obecno-
sci duzych i wcigz rosngcych obrotow. Jest to zasadnicza wlasnosé wprowadzonej
wczesniej w tej pracy Hipotezy Rynku Plastycznego.

Dodajmy, ze stan plyniecia materiatu plastycznego jest wynikiem istnienia zja-
wiska histerezy dla takiego materiatu, tzn. zaleznosé¢ wydtuzenia od naprezenia jest
opisana petla histerezy. Niestety, badanie analogonu zjawiska histerezy na gietdzie
nie byto mozliwe ze wzgledu na brak dostepu do ksiegi zlecenr (ang. book of orders).

2.1.9 Usprawiedliwienie uzywania terminu ”przemiana fa-
zowa na gietdzie”

Dalsze przydatne odpowiednio$ci miedzy parametrami wystepujacymi na gieldzie i
parametrami termodynamicznymi podane sa w tabeli 2.2 (gdzie oczywiscie T' ozna-
cza temperature, T, to temperatura przejScia a p oznacza ci$nienie).

Przedstawiona w tabeli 2.2 odpowiednios¢ pomiedzy temperaturg i czasem wy-
maga wyjasnienia. Zwykle (np. w badaniach zjawisk rozproszeniowych w materii
skondensowanej) wprowadza sie formalna odpowiednio$¢ pomiedzy temperaturg a
czasem pomnozonym przez jednostke urojona; rezygnujac tutaj z mnozenia czasu
przez jednostke urojong przenosimy ja na wspotczynniki réwnania. Innymi stowy,
najogoélniejsze rownanie fraktalnej relaksacji powinno zawiera¢ wspolczynniki zespo-
lone a tym samym stanowi¢ takze fraktalne uogélnienie réwnania relaksacji (B.8)
- wlasnie rozwigzaniem tego ostatniego jest funkcja logarytmiczno-periodyczna®®.
Mozna dodaé, ze to uogdlnione fraktalne réwnanie relaksacji (UFRR) jest jednocze-

15Uwaga ta zostala poczyniona tutaj dzieki sugestii prof. S. Drozdza sformutowanej na 4 Ogdl-
nopolskim Sympozjum Fizyki w Ekonomii i Naukach Spolecznych, jakie odbyto sie¢ w Rzeszowie w
maju tego roku.
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$nie uogodlnieniem réwnania, ktérego rozwigzaniem jest funkcja g-eksponens Tsallisa
[74]. Zatem, UFRR powinno daé¢, w zaleznosci od przyjetych parametréow (a w tym
od rzedu pochodnej fraktalnej), jako rozwiazania funkcje Mittag-Lefflera, funkcje
logarytmiczno-periodyczng lub funkcje g-eksponens Tsallisa.

Dodam, ze wczesniej chwilowa wielkos¢ obrotéw (w ramach piku) wiazatam z
fluktuujaca temperatura a dokltadniej wielkosé¢ | V() — V (t.) | wiazatam z | T — T, |
dla kazdego zbocza z osobna. Bylo to mozliwe dzigki obserwacji, ze na kazdym
V(t) — V(t.) | jest (abstrahujac od fluktuacji) mo-
notoniczna funkcjg czasu | ¢ — t. |. Oczywiscie, wlasnosé ta dotyczy tylko dobrze

ze zboczy z osobna wielkosé

wyksztatconych pikéw.

W niniejszej pracy nie rozwazam termodynamiki fraktalnego ciala stalego (co
jest interesujace samo w sobie), a jedynie zwracam uwage na wybrane analo-
gie wystepujace pomiedzy gieldg a termodynamika. Kluczowa jest tutaj
odpowiednio$¢ miedzy stopg wzrostu liczona na jednostke czasu a wspoét-
czynnikiem rozszerzalnosci liniowej. Potegowa rozbieznos¢ tych wspotczynni-
kow pozwala traktowaé dynamiczng przemiane fazows jako analogon przemiany fa-
zowe]j (pierwszego rodzaju) materialu plastycznego; przemiana taka jest mozliwa
do zaobserwowania (z dobrym przyblizeniem) na gietdzie papieréw warto$ciowych.
Wtasnie odpowiednio$¢ pomiedzy wspomnianymi wspotczynnikami usprawiedliwia
uzywanie terminu ”przemiana fazowa” w odniesieniu do gietdy.

2.2 Poréwnanie z gieldowymi danymi empirycz-

nymi i wnioski

Rozwiazanie (2.27) daje oryginalng odpowiedZ na praktyczne pytanie do-
tyczace matematycznego opisu ksztaltu wybranych lokalnych pikéw in-
deksu gieldowego, czyli (tutaj) wszystkich opadajacych i niektérych zboczy wzno-
szacych. Te pozostale zbocza wznoszace, czyli zbocza pikéw a i B WIGu (patrz
rys.1.5), sa opisane przez dobrze znane oscylacje logarytmiczno-periodyczne zdefi-
niowane réwnaniem (1.7); w naszym przypadku sa to tzw. wzrastajace antybable.

Przed przystapieniem do analizy danych empirycznych nalezy podkresli¢, ze nie
byly one detrendowane za pomoca wykladniczej, pozbawionej ryzyka (pozarynko-
wej) stopy wzrostu poniewaz jest ona rzedu inflacji, bedac niemal skompensowana
przez nia. Jej wptyw mogtby sie ewentualnie ujawni¢ dopiero w okresie kilkudziesie-
cioletnim; jednakze, tak dtugi okres czasu nie byt przedmiotem mojego zaintereso-
wania.

Jak juz wezesniej wspomniatam, rozwiazanie (2.27) sklada sie z dwoch istotnie
roznych czedci:
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1) monotonicznej, dotyczacej zaréwno wzrastajacych jak i opadajacych zboczy,
opisanej przez funkcje ML (pierwsza sktadowa we wzorze (2.27)) i

2) czesci oscylacyjnej (druga sktadowa) uwzgledniajacej tutaj tylko dwie (np. bli-
skolezace) czestotliwosci. Jedna z tych czestotliwosci mogtaby byé zwigzana z
aktywnoscia wiodacego inwestora (lub grupy inwestoréw) a druga z pozosta-
tymi, nasladujacymi go inwestorami (lub grupami inwestorow).

Podkreslmy, w nawiazaniu do punktu 1), ze wszystkie rozwazane w pracy lokalne
w czasie piki, za wyjatkiem ostatniego piku indeksu DJIA (o czym jest mowa w
podrozdz.2.2.6), sa lewo- lub prawostronnie ostrymi'®; dla takich pikéw lewo- lub
prawostronna pochodna jest rozbiezna w y = 0 (patrz rownanie (2.27) oraz wtasnosci
(1.1) i (1.3) funkcji Mittag-Lefflera (1.4)). Dzieje si¢ tak, poniewaz otrzymany z
dopasowania wyktadnik ksztattu jest dodatni i mniejszy od jednosci, 0 < o < 1,
co jest wymagane przez pierwsza relacje w wyrazeniu (1.3). Podkreslmy jednak, ze
piki jednostronnie ostre moga mie¢ drugie zbocze opisane wyktadnikiem ksztattu,
ktorego wartosé jest wieksza od jednosci, tak jak to ma np. miejsce dla aktualnie
trwajacej bessy - zagadnienie to omawiam w dalszej czesci (patrz np. paragraf pt.:
” Aktualna bessa na WIGu”).

Zauwazmy, ze czysto fraktalna, swobodna relaksacja jest opisana fraktalnym row-
naniem relaksacji, powstalym przez przyjecie w réwnaniu (2.20), ze wspdtezynnik
1/G{ = 0 lub funkcja U’ (y) = 0 bad tez, ze funkcja U’ (y) jest proporcjonalna do
X7(y). Takie uproszczone, jednorodne réwnanie jest uogélnieniem standardowego
réwnania relaksacji (zdefinowanego przez wyktadnik o = 1), ktérego rozwiazanie
ma postaé funkeji ML (1.4). Wtasnie z tego fraktalnego réwnania relaksacji mozna
odezytaé (o czym weze$niej wspominaliSmy) obecnosé efektu dtugookresowej pamie-
cil” badz tez wplywu przysztych oczekiwan na terazniejszosé.

2.2.1 Pobiezna analiza pikow A, a i B WIGu

W podrozdziale tym przedstawiam

e dopasowanie lewego zbocza piku A funkcjg eksponens, natomiast prawego
funkcja dana wyrazeniem (2.27),

e dopasowanie lewego zbocza piku a funkcjg logarytmiczno-periodyczna, nato-
miast prawego funkcja (2.27),

16Zostala tutaj rozszerzona definicja ostrego maksimum podana np. w pracy [3], na maksimum
jednostronnie ostre.

"Dowodzi sie, ze taka pamie¢ moze by¢ zdefiniowana za pomocag operatoréw rzutowych w ramach
znanego formalizmu Zwanziga-Mori.
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Tabela 2.3: Najwazniejsze parametry opisujace pik A na WIGu

Zbocze H a ‘ 71 [td] ‘ te [td] ‘ w [td™1] ‘ Aw [td™!] ‘
Zbocze wzrastajace || 1.00 58 320 — —
Zbocze opadajace | 0.41 | 176 316 0.18 0.009

e analogiczne jak dla piku a, dopasowanie dla piku B.

Jest to analiza o charakterze wstepnym - przyktadowa, znacznie petniejsza analize
przeprowadzitam dla piku C' (czyli ostatniego piku na WIGu), gdyz jest on najlepiej
wyksztatcony i najwiekszy oraz szczegdlnie interesujacy bowiem dotyczy przeciez
aktualnie trwajacego Swiatowego kryzysu gospodarczego.

Krétka analiza piku A

Na rys.2.2 przedstawitam lokalny pik A dziennych notowan gietdowych indeksu WIG
na zamknieciu (czarne punkty oznaczaja, jak zwykle, dane empiryczne, patrz tak-
ze rys.1.5) w skali potlogarytmicznej. Pik ten obejmuje okres od powstania gietdy
czyli od 16 kwietnia 1991 roku do 31 marca 1995; prezentowane dane sktadaja si¢ z
541 punktéw empiryceznych (sesji gietdowych). Jezeli chodzi o lewe zbocze piku to
zielona linia oznacza poziom odniesienia, natomiast niebieska pokazuje eksponen-
cjalny wzrost indeksu. Krzywa oscylujaca (obrazujaca superpozycje funkeji ML oraz
dudnien) dopasowana do prawego zbocza zostata otrzymana z réwnania (2.27). Na-
tomiast, monotonicznie opadajaca krzywa (niebieska) na prawym zboczu to funkcja
ML dana wzorem (1.4). Wartosci odpowiednich parametréw (oprécz parametréw
kalibrujacych) opisujacych wszystkie przedstawione krzywe zamieScitam w tabeli
2.3. Wida¢, ze otrzymane dopasowanie jest zadowalajace, wskazujac na mozli-
wos$¢ opisu lokalnych pikéw za pomoca funkcji ML odpowiednio udeko-
rowanej dudnieniami. Istnienie dudnienia mozna interpretowac jako wypadkowa
czestotliwos¢é inwestycji wiekszosci graczy podazajacych za czestotliwoscia wiodaca
kapitatowego lidera gietdy, czyli echo tej wiodacej czestotliwosci.

Uzupelniajagca analiza na przyktadzie piku «a

Kolejny, lokalny pik a (patrz rys.1.5) przedstawilam osobno na rys.2.3 (czarne punk-
ty to, jak zwykle, dane empiryczne). Jest to ewolucja dziennych notowan indeksu
WIG na zamknieciu (w skali pétogarytmicznej) poczawszy od 790 dnia transakeyj-
nego (traktowanego jako poczatek tego piku) do 1125 dnia transakeyjnego (koniec
piku). Tym samym, szereg czasowy sktada sie z 336 punktéw obejmujacych horyzont
czasowy od 01.04.1996 do 06.08.1997. Wzrastajaca krzywa log-periodyczna zostata
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Rysunek 2.2: Lokalny pik A dziennych notowan gietdowych indeksu WIG w skali
potogarytmicznej o horyzoncie czasowym obejmujacym okres od powstania gietdy,
czyli od 16 kwietnia 1991 roku, do 31 marca 1995. Zielona linia oznacza poziom
odniesienia, niebieska pokazuje eksponencjalny wzrost indeksu. Krzywa oscylujaca
dopasowana do prawego zbocza zostala otrzymana z réwnania (2.27). Opadajaca
krzywa na prawym zboczu to funkcja ML dana wzorem (1.4).

Tabela 2.4: Gléwne parametry opisujace wzrastajace logarytmiczno-periodyczne
oscylacje piku a na WIGu

o [r[td |t td |Alp] |wltd] ] ¢[td!]]

| 1.02[0.057 | -120] 043 [ 98 [ —-19.1 |

otrzymana na podstawie réwnania (1.7), podczas gdy krzywa relaksujaca zostata
dopasowana na podstawie réwnania (2.27); odpowiednie parametry (za wyjatkiem
kalibrujacych) zamieszczone zostaly w tabelach 2.4 i 2.5.

Analogicznie jak w przypadku piku A, mozna powiedzie¢, ze prawe zbocze
piku a daje sie opisa¢ w sposéb zadowalajacy krzywag ML udekorowang
dudnieniami.

Pomocnicza analiza piku B

Dla kompletnosci rozwazan, na rys.2.4 przedstawitam pik B (analogicznie jak po-
przednio, czarne punkty reprezentuja dane empiryczne, patrz takze rys.1.5). Jest to
ewolucja dziennych notowan gieldowych WIGu datowanych od 1380 dnia transak-
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Rysunek 2.3: Lokalny pik a dziennych notowan indeksu WIG (w skali p6étogaryt-
micznej) poczawszy od 790 dnia transakcyjnego (uznawanego za poczatek tego piku)
do 1125 dnia transakcyjnego (koniec piku); dane empiryczne obejmuja horyzont cza-
sowy od 1996.04.01 do 1997.08.06. Wznoszaca krzywa log-periodyczna zostata dopa-
sowana na podstawie réwnania (1.7), podczas gdy krzywa relaksujaca na podstawie
(2.27); odpowiednie parametry zamieszczone zostaly w tabelach 2.4 1 2.5.

Tabela 2.5: Glowne parametry opisujace opadajace zbocze piku a
| o | ntd |t ftd | wltd?] | Aw [td!] |
1025 6830 | 245 | 026 | 0.025 |

cyjnego (poczatek lokalnego maksimum) do 2080 dnia przyjetego za koniec prze-
dzialu czasowego tego piku; prezentowany szereg czasowy sktada sie z 701 danych
empirycznych obejmujacych horyzont czasowy od 17.08.1998 do 01.06.2001. Krzywa
(czerwona) opisujaca oscylacje (ale nie dudnienia) prawego zbocza jest zdefiniowana
réwnaniem (2.27) podczas gdy wzrastajaca krzywa log-periodyczna (lewe zbocze)
zostala narysowana na podstawie réwnania (1.7). Zasadnicze parametry opisujace
przestawione krzywe (czyli oprécz parametréw kalibrujacych) zamiescitam w tabe-
lach 2.6 1 2.7.

Ponownie widoczna jest zadowalajaca zgodnosé przewidywan teoretycznych dla
obu zboczy z danymi empirycznymi. Mozna powiedzie¢, ze przedstawione po-
wyzej zgodnosci wraz z omawianymi ponizej a takze z podanymi wcze-
$niej dla rynku hipotecznego, usprawiedliwiaja zastosowanie Reologicz-
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Rysunek 2.4: Lokalny pik B: ewolucja dziennych notowan gietdowych indeksu WIG
datowanych od 1380 dnia transakcyjnego (poczatek piku, 17.08.1998) do 2080 dnia
uznanego za koniec przedziatu czasowego tego piku (01.06.2001). Krzywa opisujaca
oscylacje prawego zbocza jest opisana réwnaniem (2.27) podczas gdy wzrastajaca
krzywa log-periodyczna zostala otrzymana na podstawie réwnania (1.7). Kluczowe
parametry opisujace krzywe zostaly przedstawione w tabelach 2.6 i 2.7.

Tabela 2.6: Glowne parametry opisujace log-periodyczne zbocze piku B
o [r(td |t ftd] | Alp] |wtd] ] ¢ [td"] |
[ 1.02[0.054 ] -20 | 046 | 893 [ -236 |

nego Modelu Fraktalnej Dynamiki Rynku Finansowego do opisu ewolucji
wybranych indekséw gieldowych w ramach okreslonych horyzontéw cza-
sowych dla gietdy, obejmujacych pojedyncze dobrze wyksztatcone piki utworzone
z dziennych danych gieldowych na zamknieciu. (Branie danych na zamknieciu jest
nieco wygodniejsze niz na otwarciu, gdyz unika sie w ten sposob znieksztatcajacego
”efektu wlaczeniowego” w postaci naglego wzrostu poczatkowej aktywnosci gietdy:.)

Ponizej przedstawiam poglebiona (w poréwnaniu z powyzszymi rozwazaniami)
analize ostatniego maksimum zaréwno na WIGu i WIG20 jak tez na indeksie gietdy
éredniej (DAX) i indeksach gietd duzych (DJIA, S&P500 oraz NASDAQ)'®. Wiele
uwagi poswiecam zwlaszcza odpowiedzi na pytanie: w jaki sposéb pogo-
dzi¢ podejscie deterministyczne (jakie daje wprowadzony w pracy Re-

18Warszawska Gietde Papieréw Wartosciowych nalezy uznaé za mala, gdyz handel zaledwie pie-
cioma najwiekszymi spétkami generuje blisko 60% wielkosci obrotéw.
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Tabela 2.7: Gléwne parametry opisujace opadajace zbocze piku B
| a | nftd |t [td | wtd ]|
1039 367 | 370 | 0.055 |

Tabela 2.8: Charakterystyczne czasy okreslajace rozpietosé piku C' (patrz rysunki
1.5 1 2.11) oraz odpowiadajace im numery punktéw empirycznych.
H tpeciy [td] ‘ trasr [td] ‘
Data 06.02.2004 | 15.05.2009
Numer punktu 2750 4073

ologiczny Model Fraktalnej Dynamiki Rynku Finansowego) z Hipoteza
Rynku Efektywnego.

2.2.2 Dyskusja ostatniego piku WIGu

W niniejszym podrozdziale omawiam szczegdlowo najwiekszy a zarazem najlepiej
uksztaltowany ostatni pik na WIGu (patrz pik C' na rys.1.5), zbudowany z noto-
wan dziennych (otrzymanych, jak zwykle, z danych empirycznych na zamknieciu),
jaki jest zwigzany z aktualnie panujgcym Swiatowym kryzysem gospodarczym. Daty
okreslajace subiektywnie wybrany poczatek, tgrarn, oraz chwile zakonczenia zbie-
rania danych, tpasr, (ktéra nie stanowi konca bessy) zamiescitam w tabeli 2.8.
Najpierw omawiam lewe zbocze piku, czyli najdtuzsza hosse na WIGu w jego calej
historii, a nastepnie (niezaleznie) zbocze prawe, gdyz nawet na pierwszy rzut oka
widaé¢ (podobnie jak poprzednio) jak bardzo réznia sie miedzy soba.

Dlugoterminowa hossa na WIGu

Lewe zbocze piku C zostato przedstawione osobno na rys.2.5, ktéry omawiam poni-
zej. Zatem,

e jak zwykle, czarne punkty oznaczaja dzienne dane empiryczne (na zamknieciu
sesji). Ponadto,

e zamieszczona na tym rysunku czerwona krzywa ciggta pochodzi z dopasowa-
nia wyrazenia (2.27) do danych empirycznych przy braku dudnien (czyli przy
zatozeniu, ze Aw = 0), oprocz tego
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e dla porownania naniesiono takze przewidywanie dostarczone przez tzw. roz-
ciagniety eksponens (ciagla krzywa niebieska), w ktéry przechodzi funkeja ML
gdy y — 0;

obie krzywe teoretyczne poprowadzono dla tych samych warto$ci parametréow i
wspotezynnikéw modelu!® zamieszczonych w tabelach 2.10 i 2.11.
Goérna granica t,2° obszaru skalowania jest wyznaczona przez ostatni punkt po

prawej stronie (patrz wykres na rys.2.5), bedacy wspélnym punktem obu krzywych
teoretycznych. Jak wynika z rozwazan zawartych w paragrafie 1.6, potozenie tego
konicowego punktu t. moze by¢ stosunkowo prosto wyznaczone (zagadnienie wyzna-
czenia bledu . jest omawiane ponizej) dzieki spelnionym przez niego warunkom,
ktore mozna odczytaé bezposrednio z wykresu. Mianowicie,

e warto$¢ indeksu X (¢ = t.) jest skoniczona,
dX (1)

dt
sie przy t — t. od lewej strony. W tym sensie mozna traktowaé przejscie

e nachylenie wykresu w punkcie t. jest pionowe, czyli pochodna rozbiega
od fazy wznoszacego trendu do opadajacego jak analogon przemiany
fazowej pierwszego rodzaju, czyli niecigglej.

Zwr6émy uwage na fakt, ze wspomniana powyzej analogia do przemiany fazowej
pierwszego rodzaju ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < a < 1;dla 1l < a <
2 mamy do czynienia z analogonem przemiany fazowej drugiego rodzaju, (patrz
paragraf pt.: 7 Aktualna bessa na WIGu”) a dla a > 2 mozna méwic¢ o przemianach
fazowych wyzszych rzedéw (niezwykle rzadko obserwowanych w naturze).

Co do dolnej granicy t ow obszaru skalowania, to mozliwe jest podanie tylko jej

szacunkowej wartosci, gdyz granica ta nie ma ostrego charakteru. W tym celu na
rys.2.6 przedstawiono wykres zaleznosci wielkosci A(y) o (ML(y)—SE(y))/SE(y)
od y (czerwona krzywa ciagta). Mozna uznaé, ze wielko$¢ ta jest mata, gdy | A(y) |<
0.05 (brany jest tutaj pod uwage tylko obszar najblizszy punktowi ¢ = t.., czyli obszar
na prawo od linii przerywanej). Poniewaz linia przerywana zostala poprowadzona
przy warunku | A(y) |= 0.05 dajac t = 847 [td], wiec mozna przyjaé, ze poszuki-
wany zakres zmiennej y wynosi 0 < y < 45(= 892 — 847). Stad, z grubsza rzecz
biorac mozna uznaé, ze yrow ~ 45, tzn. trow ~ 847. Na tak otrzymana wartoscé
trow nalezy patrze¢ jedynie jak na wielce prawdopodobna, zdajac sobie sprawe z jej
znacznej niepewnosci wynikajacej zaréwno z szacunkowego charakteru powyzszego
kryterium jak tez z niepewnosci t. (patrz btad wielkosci ¢, podany w tabeli 2.10)
- ma to, jak sie wydaje, swoje gltebsze uzasadnienie, ktére moze wynika¢ z zasady
braku arbitrazu na gietdzie; do zagadnienia tego powracam w podrozdziale 2.2.3.

19Qczywiscie, funkcja rozciggniety eksponens wykorzystuje mniejszg liczbe parametréw.
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Tabela 2.9: Charakterystyczne punkty wraz z odpowiadajacymi im datami dla wzra-
stajacego zbocza piku C.

| toltd] | trow [td] | tuax [td] | trasr [td] |
Numer punktu 892 847 860 1324
Data 22.08.2007 | 19.06.2007 | 06.07.2007 | 18.05.2009

Oszacowany w powyzszy sposob zakres obszaru skalowania wraz z potozeniem
empirycznego punktu zwrotnego, t = tyax, (ktéry wyznacza empiryczng granice
miedzy trendem wznoszacym i opadajacym) a takze ostatni empiryczny punkt pi-
ku?', ¢t = tpagr, zamieszczono w tabeli 2.9 wraz z odpowiadajacymi im datami.
Dysponujac tymi wielko$ciami mozemy zdefiniowa¢ krach na gieldzie jako ta-
ki stan rynku, w ktorym punkt zwrotny ¢4y lezy (z doktadnoscia do btedu
dopasowania) w obszarze skalowania, czyli

o ody tf oy <tuax < tf, jak to ma miejsce w omawianym przypadku, badz tez

o ody tI" < tyax < thoy, jak to ma miejsce w przypadku dla WIG20 (patrz
podrozdz.2.2.4)

L

~, co moze by¢ spowodowane przede wszystkim

Zauwazmy, ze tutaj czas tyax <t
awersja inwestoréw (zwlaszcza nieduzych) do ryzyka. W przypadku WIG20 sytuacja
jest inna, gdyz dla tego indeksu ty;4x = t, znajdujac sie tym samym w przedziale
tr < tyax <ty Przedziat ten stanowi obszar skalowania dla przemiany fazo-
wej wstecz w czasie (pierwszego rodzaju gdyz a < 1, patrz tabela 2.16), czyli dla
przejscia bessa - hossa; przemiana taka moze by¢ analizowana tylko post factum.

Wyniki zamieszczone w tabelach 2.10 i 2.11 budza refleksje bowiem dwa para-
metry istotne dla uzyskania profitu (tutaj 7 oraz X + XF) sa, praktycznie rzecz
biorgc, niepoznawalne gdyz ich btedy sg wieksze od wartosci samych parametrow. W
taki sposob wtasnie przejawia sie, w przypadku modelowania o charakterze determi-
nistycznym, dazenie gieldy do uniemozliwienia wystapienia na niej arbitrazu (czyli
zysku bez ryzyka). Zagadnienie to jest omawiane przeze mnie w dalszym ciagu, np.
w podrozdz.2.2.3.

Kolejny wykres przedstawiony na rys.2.7 dostarcza zaskakujacej obserwacji su-
gerujacej, ze moze mie¢ miejsce analogia przemiany fazowej zachodzacej takze na

21Jest to ostatni, uwzgledniony przeze mnie punkt empiryczny piku co nie oznacza, ze jest on
ostatnim punktem bessy - punkt ten wyznacza po prostu dzien w ktéorym musialam zakonczyé
pobieranie danych gieldowych ze wzgledu na koniecznos$é¢ zakonczenia spisywania rozprawy dok-
torskiej.
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Rysunek 2.5: Lewe zbocze lokalnego piku C' (patrz takze wykres na rys.1.5): ewolu-
cja dziennych notowan gietdowych WIGu datowanych od 2750 dnia transakcyjnego
(subiektywnie wybrany poczatek lokalnego piku C' traktowany tutaj dla prostoty
jako punkt 0) do 3609 sesji uznawanej za empiryczny koniec tego zbocza a zara-
zem wyznaczajacej polozenie maksimum piku (¢ = tyr4x). Wspomniane notowania
sktadaja sie z 860 punktoéw empirycznych o horyzoncie czasowym od 06.02.2004 do
06.07.2007. Dopasowana do zbocza krzywa ciaglta (czerwona) zostata otrzymana ze
wzoru (2.27) przy zatozeniu braku dudnien (Aw = 0). Wartosci parametrow uzy-
skane z tego dopasowania wraz z ich btedami zamieszczone zostaty w tabeli 2.10.
Przewidywania funkcji SE (krzywa niebieska, patrz wzor (1.1)) otrzymane zostaty
dla tych samych wartosci parametrow «, 71 1 X co przewidywania funkcji ML (krzy-
wa czerwona). Konicowy punkt obu krzywych teoretycznych (dla ¢t = t.) przypada
na 22.08.2007, czyli 892 dzien transakcyjny.

Tabela 2.10: Charakterystyczne parametry otrzymane z dopasowania wyrazenia
(2.27) do danych empirycznych dla lewego zbocza piku C' przedstawionego na rys.2.5
(dla uproszezenia opuszczono indeks J = L). Uzyskano dobro¢ fitu R? = 0.9986.

‘ Parametr H Wartosé ‘ Odchylenie standardowe o
te 892 [td| 73 [td]
T 105 [td] 420 [td]
« 0.57 0.23
W 0.0041 [td 1] 0.0005 [td~!]
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Tabela 2.11: Wspoétczynniki kalibrujace otrzymane z tego samego dopasowania wyra-
zenia (2.27) do danych empirycznych dla lewego zbocza piku C', w ktérym otrzymano
wartodci parametrow przedstawione w tabeli 2.10.
‘ Wspotezynnik kalibrujacy H Wartosé [p] ‘ Odchylenie standardowe o [p) ‘
Xo+ Xy 60081 85273
X -8659 2352

Delta

— {[td—2749]

Rysunek 2.6: Zalezno$¢ wielkosci A od czasu dla lewego zbocza piku C.

poziomie wyktadnika ksztaltu a nie tylko na poziomie samej funkcji (w tym przypad-
ku indeksu WIG). Przemiana taka oznaczataby przejécie od przemiany przynajmnie;
trzeciego rodzaju (gdyz jak widaé tutaj a > 2) do przypadku wystepowania jedynie
przemian pierwszego rodzaju (0 < o < 1). Innymi stowy, taka przemiana przemian
("nadprzemiana”) zachodzitaby w zbiorze przemian fazowych.

Ponadto, wykres zamieszczony na rys.2.8 wskazuje, ze (poczynajac, mniej wie-
cej, od punktu ¢ = 350) uklad stal sie krytyczny (pierwszego lub wyzszych rzedéw),
gdyz mozliwe stato sie wyznaczenie dla niego kolejnych wartosci ., przy czym w
kazdej chwili mozna bytoby sie spodziewaé¢ spontanicznej zmiany trendu, gdyz wy-
kres nie faworyzuje zadnej z nich - jest to ponownie zgodne z paradygmatem rynku
moéwiacym o braku arbitrazu na gietdzie. Potwierdza to takze wykres przedstawiony
na rys.2.9 wskazujacy, ze wielkos¢ t. —ty ax przejawia znaczny rozrzut wokot trendu
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Rysunek 2.7: Zaleznos¢ wyktadnika o od diugosci szeregu czasowego dla lewego
zbocza piku C' (rozrzut punktéw okresla zarazem szacunkowo ich blad).

horyzontalnego, uniemozliwiajac tym samym wczesniejsze wyznaczenie ostatecznej
(granicznej) wartosci t..

Oczywiscie, nie kazda zmiana trendu prowadzi do krachu. Moja analiza aktu-
alnej sytuacji na WIGu sugeruje, ze pojawienie sie krachu na tym indeksie
zwigzane jest z przemiang fazowg pierwszego rodzaju, czyli z przemiang
o charakterze niecigglym.

Aktualna bessa na WIGu

Na rys.2.10 przedstawitam dopasowanie przewidywania wzoru (2.27), do danych
empirycznych tworzacych prawe zbocze piku C. Parametry tego dopasowania zesta-
witam w tabelach 2.12 i 2.13. Parametr t£ = 810 (zwiazany z tym zboczem) nie
zostal w nich zamieszczony gdyz stanowi, przyjety przeze mnie, poczatek lewego
zbocza piku C' (nie jest on parametrem znalezionym w drodze dopasowania chociaz
dla takiego wyboru dopasowanie przewidywan wzoru (2.27) do danych empirycznych
byto najlepsze); jest to 3559 punkt empiryczny WIGu liczac od jego pierwszego no-
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Rysunek 2.8: Zaleznos¢ t. od dtugosci szeregu czasowego dla lewego zbocza piku C

(rozrzut punktéw okresla zarazem szacunkowo ich btad). Z dopasowania otrzymano,

ze parametr kierunkowy prostej wynosi a = 1.04 £ 0.15 a jej przesuniecie b =
—25.34 + 0.15.

towania, czyli 24.04.2007). Jak wida¢, prawe zbocze piku C' jest silnie oscylujace w
poréwnaniu ze zboczem lewym, gdyz dodatkowo zawiera dudnienia, tzn. we wzorze
(2.27) przyjetam, ze Aw # 0. Widaé dobra zgodnosé przewidywan teoretycznych z
danymi empirycznymi, przy czym tutaj wykladnik ksztaltu o = 1.562 (czyli jest
on wigkszy od 1, w przeciwienstwie do analogicznego wyktadnika zwigzanego ze
zboczem lewym, patrz odpowiednio tabela 2.10).

Dodajmy, iz w zwiazku z tym, ze wyktadnik « jest tutaj wiekszy od 1 a mniejszy
od 2, przemiana fazowa liczona wstecz w czasie a zachodzaca w punkcie t (a écidlej
rzecz biorac, jej analogon) jest teraz rzedu drugiego czyli ma charakter ciagly. Zatem,
mozna twierdzi¢, ze réznica w dynamice obu zboczy piku C jest istotna a co za
tym idzie odpowiedzialne za to mechanizmy moga sie od siebie r6zni¢ w sposob
zasadniczy (np. moze mie¢ miejsce jakie$ przebudowanie sieci powiazan pomiedzy
inwestorami prowadzace do réznych typoéw relaksacji - niestety, jak na razie nie
jestem w stanie polaczy¢ tego z okreslonymi wartosciami wykltadnikow ksztattu).
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Rysunek 2.9: Zaleznos¢ wielkosci t. — tyrax od diugosci szeregu czasowego dla le-
wego zbocza piku C. Jak widaé, rozrzut punktéw wokot trendu horyzontalnego jest
znaczny, uniemozliwiajac tym samym wczesniejsze wyznaczenie ostatecznej wartosci
t..

Oszacowanie post factum obszaru zmiany trendu

Na rys.2.11 zestawitlam pelne dopasowanie przewidywan wzoru (2.27) do danych
empirycznych dotyczacych catego piku C' (czyli dopasowanie do obu zboczy piku).
Utatwia to przeprowadzenie uzupelniajacego oszacowania typu post factum, pozwa-
lajacego na komplementarne zdefiniowanie obszaru, w ktérym znajduje sie empi-
ryczny punkt zwrotny trendu (czyli punkt tj,4x znaleziony np. dla lewego zbocza
piku C, patrz paragraf pt.: ”Diugoterminowa hossa na WIGu” a tam tabela 2.9).

Zasadniczag obserwacjg w tym przypadku, umozliwijacg przeprowadzenie tego
oszacowania jest fakt, ze istnieje obszar wspélny (nazwijmy go obszarem niepewno-
Sci) bioracy udzial w dopasowaniach obu zboczy piku. Obszar ten rozciaga sie od
empirycznego punktu numer 3559(= 4073 —515+ 1) przyjetego za poczatek prawego
zbocza piku C (t = t'), do punktu tZ(= 2750 + 892 — 1 = 3641, stanowiacego teo-
retyczny koniec lewego zbocza piku, czyli 22.08.2007) zawierajac 83 punkty. Zatem,
wyznaczony w ten sposob obszar niepewnosci jest tutaj blisko dwukrotnie szerszy od
obszaru skalowania (ktéry zawiera 45 punktéw, patrz paragraf pt.: " Diugotermino-
wa hossa na WIGu” a tam tabela 2.9). Wlasnie istnienie obszaru niepewno$ci
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Rysunek 2.10: Prawe zbocze lokalnego piku C' (patrz takze wykres na rys.1.5): ewo-
lucja dziennych notowan gietdowych WIGu datowanych od 3559 dnia transakcyjne-
go (subiektywnie wybrany poczatek prawego zbocza piku C' traktowany tutaj dla
uproszczenia jako punkt 0) do 4073 sesji. Notowania te sktadaja sie z 515 punk-
tow empirycznych o horyzoncie czasowym od 24.04.2007 do 18.05.2009. Krzywa
ciagta (czerwona) dopasowana do tego zbocza zostala otrzymana ze wzoru (2.27)
uwzgledniajacego takze dudnienia (Aw # 0). Wartosci parametréw uzyskane z tego
dopasowania wraz z ich btedami zamieszczone zostaty w tabelach 2.12 i 2.13.

woké6t maksimum piku jest kolejnym sposobem eliminacji (albo przynaj-
mniej wyraznego ograniczenia) mozliwosci arbitrazu przez gielde.

Dodatkowo, na rys.2.11 zamieszczono krotkoterminows prognoze ekstrapolujac
nieco wykres teoretyczny poza zakres danych empirycznych. Jest to ogdlny, prosty
sposob uzyskiwania prognoz w ramach RMFDRF. Jak wida¢, nie jest niestety
przewidywane zadne spowolnienie tendencji spadkowej WIGu w trzecim
kwartale tego roku.

2.2.3 Duze btedy czastkowe a brak arbitrazu - dalsze uwagi

Jak juz to sygnalizowaliSmy wczedniej, chociaz uzyskane dopasowania przewidywan
wyrazenia (2.27) do danych empirycznych dla réznych pikéw maja zadowalajaca
dobro¢ (R? ~ 0.999) a ponadto, prawie wszystkie istotne parametry modelu do-
pasowane sg ze stosunkowo matym btedem, to istnieje przynajmniej jeden istotny
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Tabela 2.12: Charakterystyczne parametry otrzymane z dopasowania wyrazenia
(2.27) do danych empirycznych dla prawego zbocza piku C' przedstawionego na

rys.2.10 (dla uproszezenia opuszczono indeks J = P). Uzyskano dobro¢ fitu R? =
0.9985.

‘ Parametr H Wartosé ‘ Odchylenie standardowe o ‘
T 272 [td] 20 [td]
o 1.562 0.025
w 0.0431 [td™!] 0.0005 [td~!]
Aw 0.0065 [td~"] 0.0004 [td~"]

Tabela 2.13: Wspotcezynniki kalibrujace otrzymane z tego samego dopasowania wy-
razenia (2.27) do danych empirycznych dla prawego zbocza piku C, w ktérym otrzy-

mano wartosci parametrow przedstawione w tabeli 2.10.
‘ Wspélezynnik kalibrujacy H Wartosé [p] ‘ Odchylenie standardowe o [p] ‘
Xo+ X4 41963 334
X1 -2528 269

parametr modelu, ktéry jest niepoznawalny (patrz tabele 2.10 i 2.11). W przeciw-
nym razie model pozwolityby uzyska¢ zysk bez ryzyka bowiem uzyskalibyémy dla
lewego zbocza piku C wartosci parametrow np. t. i trow z zadowalajaca doktadno-
Scia. Stad, wiedzielibysSmy, ze krach na gietdzie pojawi sie nie pézniej niz w chwili £,
i nie wezesniej niz w chwili t7op. Tym samym bylibysSmy w stanie okresli¢ bez ry-
zyka stosunkowo waski przedzial czasu, w ktorym z pewnoscig bedzie miato miejsce
odwrdécenie trendu. Wychodzac chwile wezesniej z gietdy osiggneliby$my zysk z na-
szej inwestycji finansowej bez ryzyka. Wtasnie bardzo duzy blad przynajmniej
jednego parametru istotnego dla zaistnienia arbitrazu uniemozliwia jego
pojawienie sie. Zauwazmy, ze jest to jedna z mozliwych drég unikniecia arbitrazu
dla modelu typu deterministycznego - inna, zblizong przedstawiam w podrozdz.2.2.4.
Zatem, rozwazany w pracy model deterministyczny nie dopuszcza istnienia zjawiska
arbitrazu, jak by¢ powinno (co juz bylo sugerowane przeze mnie wczedniej, patrz
podrozdzial 2.2.2).

Zaznaczmy, ze bardzo duze bledy czastkowe (niektérych) parametréow nie ozna-
czaja jeszcze, na skutek wystepujacego tutaj ich skorelowania (zaréwno pozytywne-
go jak i negatywnego), bardzo duzego btedu wielkosci sumarycznej X. Oczywiscie,
uwagi te dotycza nie tylko indeksu WIG ale maja charakter ogdlny (dotyczac takze
niektérych, analizowanych ponizej, indeksoéw gietdowych).
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Rysunek 2.11: Lokalny pik C' (patrz takze wykres na rys.1.5) z naniesionymi do-
pasowaniami przedstawionymi na dwéch wezesniejszych rysunkach 2.5 i 2.10; co
wiecej, dopasowanie prawgo zbocza zostato ekstrapolowane, stanowigc tym samym
prognoze krotkoterminows.

2.2.4 Analiza ostatniego piku na WIG20

Na rys.2.12 przedstawitam dopasowanie przewidywan wzoru (2.27) do danych empi-
rycznych dotyczacych ostatniego piku utworzonego z dziennych notowan na zamknie-
ciu WIG20. Wida¢, ze dopasowanie (zwlaszcza zbocza prawego) jest catkiem dobre.
Zatem, nalezy przypuszczac, ze wzglednie krotkie przedtuzenie krzywej teretycznej
poza zakres danych empirycznych moze stanowi¢ wiarygodna, krotkoterminowa (np.
kwartalna) prognoze dynamiki tego indeksu. Jezeli chodzi o lewe zbocze to uderza-
jacy jest fakt pojawienia sie w przewidywaniu teoretycznym, naglego, singularnego
wzrostu (punktem osobliwym jest t = t£ = 937, patrz tabela 2.14, co odpowiada da-
cie 25.10.2007). Mozliwosé, takiego wzrostu jest zaskakujaca dlatego, ze zachodzi w
przeciagu relatywnie bardzo krotkiego czasu. Odpowiedzialng za taki efekt mogtaby
by¢ w sytuacji realnej np. jakas niezwykle istotna informacja typu egzogenicznego o
powszechnym zasiggu.

Wspomniane powyzej dopasowanie ma jednak inny charakter niz dla WIG, co
tatwo zauwazy¢ poréwnujac odpowiadajace sobie parametry otrzymane z obu fitow
(patrz tabele 2.1012.14 oraz 2.1212.16). Dodam, ze teoretyczny lewy brzeg prawego
zbocza czyli parametr t przyjetam réwny 940 (dzieni sesji liczac od poczatku piku,
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Rysunek 2.12: Ostatni, zwiazany z aktualnie panujacym kryzysem, pik WIG20 (za-
kres danych empirycznych: od sesji 2440 w dniu 09.02.2004 do sesji 3787 w dniu
22.06.2009, czyli obejmujacy 1348 sesji) z naniesionymi dopasowaniami otrzymany-
mi ze wzoru (2.27). Zauwazmy, ze dopasowanie prawgo zbocza zostalo nieco przedtu-
zone dajac prognoze krotkoterminows wskazujaca na wyhamowanie tempa spadku
indeksu.

Tabela 2.14: Charakterystyczne parametry otrzymane z dopasowania wyrazenia
(2.27) do danych empirycznych dla lewego zbocza ostatniego piku WIG20 przedsta-
wionego na rys.2.12 (dla uproszczenia opuszczono indeks J = L). Uzyskano dobro¢
fitu R? = 0.9978.

Parametr H Wartosé ‘ Odchylenie standardowe o ‘
te 937 [td] 1 [td]
T 9967 [td] 155981 [td|
Q@ 0.134 0.138
w 0.00361 [td™!] 0.00003 [td™]
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Tabela 2.15: Wspoétezynniki kalibrujace otrzymane z tego samego dopasowania wy-
razenia (2.27) do danych empirycznych dla lewego zbocza ostatniego piku WIG20,
w ktérym otrzymano wartosci parametréw przedstawione w tabeli 2.14.
‘ Wspotezynnik kalibrujacy H Wartosé [p] ‘ Odchylenie standardowe o [p] ‘
Xo+ Xy 1957 977
X -890 21

Tabela 2.16: Charakterystyczne parametry otrzymane z dopasowania wyrazenia
(2.27) do danych empirycznych dla prawego zbocza ostatniego piku WIG20 przed-

stawionego na rys.2.12 (dla uproszczenia opuszczono indeks J = P). Uzyskano do-
bro¢ fitu R? = 0.9970.

‘ Parametr H Wartosc¢ ‘ Odchylenie standardowe o ‘
te 940 [td] 0 [td]
T 218 [td] 31 [td]
o 0.861 0.018
w 0.0472 [td™!] 0.0001 [td™!]
Aw 0.0269 0.0001

Tabela 2.17: Wspotcezynniki kalibrujace otrzymane z tego samego dopasowania wy-
razenia (2.27) do danych empirycznych dla prawego zbocza ostatniego piku WIG20,

w ktorym otrzymano wartosci parametréw przedstawione w tabeli 2.16.
‘ Wspélezynnik kalibrujacy H Wartosé [p] ‘ Odchylenie standardowe o [p] ‘
Xo+ X1 3145 49
X1 -421 19
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co odpowiada dacie 29.10.2007, gdyz dawalo to najlepsze dopasowanie).

Poréwnanie to pozwala stwierdzi¢, ze (podobnie jak dla WIGu) jezeli nawet
jeden z istotnych parametréow (w tym przypadku t.) zostal wyznaczony z duzg do-
ktadnoscia to inny istotny parametr moze by¢ nawet niepoznawalny (co oznacza,
przypomnijmy, ze jego bltad dopasowania przewyzsza samg warto$¢; chodzi tutaj o
czas relaksacji 71). Sugeruje to istnienie zasady nieoznaczonosci parametréw
modelu, ktéra moznaby traktowaé jako finansowy (luzny) analogon zasady nieozna-
czonosci Heisenberga w fizyce kwantowej. Wynika z tego, ze pomiedzy (przynajmniej
niektérymi istotnymi) parametrami modelu powinna istnie¢ negatywna korelacja,
co potwierdza jawna posta¢ macierzy korelacji jaka uzyskuje sie ze wspomnianego
dopasowania. W taki sposéb moze przejawia¢ sie dazenie gieldy do uniemozliwie-
nia zaistnienia arbitrazu. Oczywiscie, rodzi to pytanie natury ogdlnej (na ktére nie
podejmuje sie odpowiedzie¢ w niniejszej rozprawie) o poznawalnosé rzeczywistosci
gietdowej i transparentnos¢ mechanizméw jakie nia rzadza.

Zwrbémy jeszeze uwage na szczegOlny ksztatt krzywej teoretycznej opisujacej le-
we zbocze piku (patrz rys.2.12). Jej tagodne wznoszenie koriczy sie nieoczekiwanym,
naglym wzrostem. Tego typu zachowanie indeksu jest szczegdlnie niebezpieczne dla
inwestorow gietdowych, gdyz nie pozostawia im czasu na przygotowanie sie. Moze
ono by¢ wynikiem naglego wzrostu aktywnosci pojedynczego, wiodgcego inwestora
gietdowego. Tego rodzaju przebieg krzywej budzi takze refleksje natury ogodlniejszej
a mianowicie, teoretycznie rzecz biorac mozliwe sa krachy gieldowe bez
jakiegokolwiek wczes$niejszego ostrzegania.

2.2.5 Analiza ostatniego piku DAX

Na rys.2.13 przedstawitam dopasowanie przewidywan wzoru (2.27) do danych em-
pirycznych, przyktadowo, dla ostatniego piku indeksu DAX, czyli zakresu danych
empirycznych od sesji 11001 z dnia 04.09.2003 do sesji 12482 w dniu 01.07.2009 obej-
mujacego 1482 sesje. Przy czym, lewe zbocze obejmuje zakres 04.09.2003 - 13.07.2007
(czyli 985 sesji) a prawe 12.07.2007 - 01.07.2009 (czyli od 984 do 1482 sesji). Dodam,
ze tT przyjelam réwne tZ — 1 = 968 sesji liczac od poczatku piku, gdyz dawalo to
najlepsze dopasowanie, tzn. t i tI’ sq niemal réwne (podobna sytuacja ma miejsce
dla WIG20, chociaz tam t£ = tL + 3).

Jak widaé, dopasowanie jest zadowalajace zwtaszcza dla zbocza lewego (patrz
takze tabele 2.18 1 2.19 oraz 2.20 1 2.21). Dla obu zboczy odstepstwa od przewidywan
teorii mozna traktowac jak rozrzut o charakterze statystycznym - rozrzutem tym nie
zajmuje sie w niniejszej pracy.

Warto zwrocié uwage na istotne podobienstwo pomiedzy ostatnimi pikami na
indeksach DAX i WIG. Mianowicie, lewe zbocza obu pikow nalezg do tej samej
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Rysunek 2.13: Ostatni, zwiazany z aktualnie panujacym kryzysem, pik indeksu DAX
(czarne punkty) z naniesionymi dopasowaniami (linie czerwone) otrzymanymi ze
wzoru (2.27). Zauwazmy, ze dopasowanie prawgo zbocza zostalto nieco przedtuzone
stanowigc tym samym szacunkows, krotkoterminowa prognoze.

Tabela 2.18: Charakterystyczne parametry otrzymane z dopasowania wyrazenia
(2.27) do danych empirycznych dla lewego zbocza ostatniego piku DAXa przedsta-
wionego na rys.2.13 (dla uproszczenia opuszczono indeks J = L). Uzyskano dobro¢
fitu R? = 0.9985.

Parametr H Wartosc¢ ‘ Odchylenie standardowe o ‘
te 969 [td] 1 [td]
T 426 [td] 391 [td]
@ 0.52 0.03
w 0.00362 [td™!] 0.00004 [td™!]
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Tabela 2.19: Wspotcezynniki kalibrujace otrzymane z tego samego dopasowania wy-
razenia (2.27) do danych empirycznych dla lewego zbocza ostatniego piku DAXa, w
ktérym otrzymano wartosci parametréw przedstawione w tabeli 2.18.
‘ Wspotezynnik kalibrujacy H Wartosé [p] ‘ Odchylenie standardowe o [p) ‘
Xo+ X1 4698 82
X4 -763 35

Tabela 2.20: Charakterystyczne parametry otrzymane z dopasowania wyrazenia
(2.27) do danych empirycznych dla prawego zbocza ostatniego piku DAXa przedsta-
wionego na rys.2.13 (dla uproszczenia opuszczono indeks J = P). Uzyskano dobro¢
fitu R? = 0.9977.

‘ Parametr H Wartosc¢ ‘ Odchylenie standardowe o ‘
T 426 [td] 72 [td]
! 1.12 0.03
w 0.0089 [td~!] 0.0001 [td™!]
Aw 0.0246 [td!] 0.0001 [td~!]

Tabela 2.21: Wspotcezynniki kalibrujace otrzymane z tego samego dopasowania wy-
razenia (2.27) do danych empirycznych dla prawego zbocza ostatniego piku DAXa,
w ktorym otrzymano wartosci parametréw przedstawione w tabeli 2.20.
‘ Wspotezynnik kalibrujacy H Wartosé [p] ‘ Odchylenie standardowe o [p] ‘
Xo+ X1 5464 70
X -847 36
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Rysunek 2.14: Ostatni, zwiazany z aktualnie panujacym kryzysem, pik DJIA (czar-
ne punkty) z naniesionymi dopasowaniami (linie czerwone) otrzymanymi ze wzoru
(2.27). Zauwazmy, ze dopasowanie prawgo zbocza zostalo nieco przedtuzone stano-
wiac tym samym szacunkowa, krotkoterminows prognoze.

klasy uniwersalnodci, gdyz (z doktadnoscia do btedéw dopasowan) ich wyktadniki
ksztaltu sa sobie réwne (patrz tabele 2.101 2.18). Oznaczaé to mogto silne powiazanie
obu gietd w trakcie trwania ostatniej hossy. Ponadto, oba wyktadniki ksztattu dla
prawych zboczy sa wieksze od 1 a mniejsze od 2, co wskazuje na analogon przemiany
fazowej (wstecz w czasie) tego samego, drugiego rodzaju.

2.2.6 Analiza ostatniego piku DJIA

Na rys.2.14 przedstawitam dopasowanie przewidywan wzoru (2.27) do danych em-
pirycznych, przyktadowo, dla ostatniego piku indeksu DJIA, czyli zakresu danych
empirycznych od sesji 27251 z dnia 16.03.2005 do sesji 28315 w dniu 09.06.2009 (obej-
mujac 1065 sesji). Jak widaé, dopasowanie jest zadawalajace (zwlaszcza dla zbocza
prawego), przy czym w otoczeniu maksimum piku prognozowany trend (linia czer-
wona) jest nieciggly. Nieciagto$é trendu nie jest niczym zaskakujacym, zwlaszcza w
Swietle powszechnie stosowanej MF-DFA (ang. Multifractal Detrended Fluctuation
Analysis), gdzie tego typu zachowanie trendu jest przeciez jej charakterystyczna ce-
cha. Wspomniana nieciggtos¢ moze by¢ rezultatem duzych fluktuacji, jakie maja
miejsce w najblizszym otoczeniu maksimum piku. Z kolei fluktuacje te moga wyni-
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Tabela 2.22: Charakterystyczne parametry otrzymane z dopasowania wyrazenia
(2.27) do danych empirycznych dla lewego zbocza ostatniego piku DJIA przedsta-
wionego na rys.2.14 (dla uproszczenia opuszczono indeks J = L). Uzyskano dobro¢
fitu R? = 0.9996.

Parametr H Wartosé ‘ Odchylenie standardowe o ‘
t. 627 [td] 3 [td]
T 333 [td] 38 [td]
o) 1.29 0.02
w 0.0107 [td™"] 0.0002 [td~!]
Aw 0.0220 [td "] 0.0002 [td!]

Tabela 2.23: Wspotezynniki kalibrujace otrzymane z tego samego dopasowania wy-
razenia (2.27) do danych empirycznych dla lewego zbocza ostatniego piku DJIA, w

ktorym otrzymano wartosci parametréw przedstawione w tabeli 2.22.
‘ Wspélezynnik kalibrujacy H Wartosé [p] ‘ Odchylenie standardowe o [p] ‘
Xo+ X4 3486 40
X1 -332 28

ka¢ ze znacznej niepewnosci inwestoréow co do oceny sytuacji w jakiej znajduje sie
rynek. Wydaje sie, ze wtasnie ta niepewnosé¢ skutkuje brakiem singularnosci stopy
wzrostu na jednostke czasu w punkcie odwrocenia trendu, zaréwno dla lewego jak
i prawego zbocza (gdyz w obu przypadkach o > 1, patrz tabele 2.22 i 2.24). Sin-
gularne jest dopiero tempo stopy wzrostu (gdyz a < 2). Dodajmy, ze rozwazane
fluktuacje stanowig tutaj jedyna ”obrone” lewego zbocza gietdy przed pojawieniem
sie na nim arbitrazu, gdyz wszystkie parametry uzyskane z dopasowania obarczone
s stosunkowo niewielkim btedem w przeciwienstwie do zbocza prawego, gdzie czas
relaksacji jest parametrem niepoznawalnym (patrz tabele 2.22 1 2.24). Dodam, ze
teoretyczny lewy brzeg prawego zbocza, czyli parametr t£| przyjetam réwny 640
dzien sesji liczac od poczatku piku, co odpowiada dacie 01.10.2007.

Uzyskane wyniki pozwalaja na sformutowanie waznej hipotezy roboczej a miano-
wicie, krach wyzszego rzedu jaki ma miejsce na gieldach swiatowych prze-
nosi sie na gietdy regionalne w postaci wzmocnionej, czyli krachu nizszego
rzedu. Stad wynika, ze gietdy mniejsze charakteryzuja sie mniejsza wartoscia wy-
ktadnikéw ksztattu tzn. tatwiej jest na nich zaobserwowaé przemiane fazowsa, gdyz
jest ona nizszego rzedu (poréwnaj wyktadniki ksztaltu indekséw WIG i DJIA oraz
WIG20 i S&P500). Innymi stowy, gieldy mniejsze tatwiej jest doprowadzié¢ do stanu
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Tabela 2.24: Charakterystyczne parametry otrzymane z dopasowania wyrazenia
(2.27) do danych empirycznych dla prawego zbocza ostatniego piku DJIA przedsta-

wionego na rys.2.14 (dla uproszczenia opuszczono indeks J = L). Uzyskano dobro¢

fitu R? = 0.9971.
‘ Parametr H Wartosé ‘ Odchylenie standardowe o ‘

T 165 [td] 191 [td]
a 1.938 0.575
w 0.030 [td~1] 0.070 [td~1]
Aw | 0.040 [td~ 1] 0.070 [td~1]

Tabela 2.25: Wspotezynniki kalibrujace otrzymane z tego samego dopasowania wy-
razenia (2.27) do danych empirycznych dla prawego zbocza ostatniego piku DJIA,

w ktorym otrzymano wartosci parametréw przedstawione w tabeli 2.24.
‘ Wspélezynnik kalibrujacy H Wartosé [p] ‘ Odchylenie standardowe o [p] ‘
Xo+ X4 4010 110
X1 -866 81

krytycznego.

2.2.7 Analiza ostatniego piku indeksu NASDAQ

Na rys.2.15 przedstawitam dopasowanie przewidywan wzoru (2.27) (czerwone linie
ciagte) do danych empirycznych (czarna krzywa) dotyczacych ostatniego lokalnego
piku indeksu NASDAQ obejmujacego okres: 23.05.2003 (sesja nr 8157) - 09.06.2009
(sesja nr 9677), czyli 1521 sesji. Jak sie wydaje, dopasowanie (zaréwno dla zbocza
lewego jak i prawego) jest zadowalajace - otrzymane z dopasowania wartosci para-
metrow dla obu zboczy zamiescitam odpowiednio w tabelach 2.26 i 2.27 oraz 2.28 i
2.29.

Parametr t! dla prawego zbocza wynosi t£ = 1105 i zostal przeze mnie wybra-
ny tak jak poprzednio, aby dopasowanie (prawa czerwona krzywa zamieszczona na
rys.2.15) byto jak najlepsze.

Zauwazmy, ze tL otrzymane z dopasowan dla lewych zboczy pikéw NASDAQ i
WIG znacznie sie od siebie réznia, przy czym tL dla WIGu potozone jest wezedniej
niz dla NASDAQa. Oznacza to, ze inwestorzy na Warszawskiej GPW wykazuja
wieksza awersje do ryzyka niz inwestorzy na gietdzie NASDAQ. Jest to zrozumiate
w Swietle ogdlnej sytuacji gospodarczej w jakiej znalazty sie rynki wschodzace.

W przypadku tego piku obszar niepewnosci rozcigga sie od 1105 punktu empi-
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Rysunek 2.15: Dopasowanie przewidywan wzoru (2.27) do danych empirycznych
dotyczacych ostatniego lokalnego piku NASDAQ obejmujacego okres: 23.05.2003 -
09.06.2009, sktadajacy sie z 1521 punktow; lewe zbocze sktada sie z 1100 punktow
konczac sie na dniu 05.10.2007. Potozenie (teoretycznego) maksimum lewego zbocza
t. przypada na dziet 19.02.2008 co oznacza, ze t& = 1193. Natomiast prawe zbocze
zaczyna sie od dnia 11.10.2007, czyli od tf = 1105 punktu, sktadajac si¢ z 417
punktéw empirycznych.

Tabela 2.26: Charakterystyczne parametry otrzymane z dopasowania wyrazenia
(2.27) do danych empirycznych dla lewego zbocza piku NASDAQ przedstawione-
go na rys.2.15 (dla uproszczenia opuszczono indeks J = L). Uzyskano dobro¢ fitu
R? = 0.9987.

‘ Parametr H Wartosc¢ ‘ Odchylenie standardowe o ‘
te 1193 [td] 4 [td]
T 298 [td] 541 [td]
o 0.595 0.121
w 0.0131 [td™!] 0.0003 [td~!]
Aw 0.0113 [td™"] 0.0003 [td™"]
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Tabela 2.27: Wspotczynniki kalibrujace otrzymane z tego samego dopasowania wy-
razenia (2.27) do danych empirycznych dla lewego zbocza ostatniego piku NASDAQ,
w ktorym otrzymano wartosci parametréw przedstawione w tabeli 2.26.
‘ Wspotezynnik kalibrujacy H Wartos¢ [p] ‘ Odchylenie standardowe o [p] ‘
Xo+ Xy 1931 458
Xy -181 7

Tabela 2.28: Charakterystyczne parametry otrzymane z dopasowania wyrazenia
(2.27) do danych empirycznych dla prawego zbocza piku NASDAQ przedstawio-
nego na rys.2.15 (dla uproszczenia opuszczono indeks J = P). Uzyskano dobro¢ fitu

R? = (0.9978.
‘ Parametr H Wartosc¢ ‘ Odchylenie standardowe o ‘

71 282 [td] 3941 [td]
a 2.29 6.32

w 0.020 [td ] 0.010 [td ]
Aw 0.012 [td ] 0.010 [td ]

Tabela 2.29: Wspotezynniki kalibrujace otrzymane z tego samego dopasowania wyra-
zenia (2.27) do danych empirycznych dla prawego zbocza ostatniego piku NASDAQ,
w ktorym otrzymano wartosci parametréw przedstawione w tabeli 2.28.
‘ Wspotezynnik kalibrujacy H Wartos¢ [p] ‘ Odchylenie standardowe o [p] ‘
Xo+ Xy 1193 43
X -440 32
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Rysunek 2.16: Ostatni, zwigzany z aktualnie panujacym kryzysem, pik S&P500
(czarne punkty) z naniesionymi dopasowaniami (linie czerwone) otrzymanymi ze
wzoru (2.27). Zauwazmy, ze dopasowanie prawgo zbocza zostalo nieco przedtuzone,
stanowiac tym samym propozycje krétkoterminowej (np. kwartalnej) prognozy.

rycznego (czyli od dnia 11.10.2007) do punktu 1193 (tzn. do dnia 19.02.2008, czyli
od punktu ¢t dla prawego zbocza tego piku do punktu tZ dla jego lewego zbocza
gdyz t8 < tL) zawierajacy 89 punktéw, tzn. niemal takiej samej wielkoéci jak ana-
logiczny obszar dla WIGu (patrz paragraf pt.: ”Oszacowanie post factum obszaru
zmiany trendu”). Ponadto, wyznaczy¢é mozna tutaj takze obszar skalowania (przy-
ktadowy sposéb jego wyznaczenia zaproponowatam w podrozdziale 2.2.2). Dodam,
ze tyrax = 1118 co odpowiada dacie 31.10.2007 r.

2.2.8 Analiza ostatniego piku S&P500

Dla kompletnosci, na rys.2.16 przedstawitam dopasowanie przewidywan wzoru (2.27)
(linie czerwone) do danych empirycznych (czarne punkty), dla ostatniego piku in-
deksu S&P500 rozciagajacego sie od sesji 20000 z dnia 07.05.2003 do sesji 21536
z dnia 12.06.2009. Dopasowanie to mozna uzna¢ za zadowalajace o ile rozbieznosci
potraktuje sie jak rozrzut o charakterze fluktuacyjnym. Przy okazji, pragne pod-
kregli¢, ze tak wtasnie traktuje wszelkie odstepstwa od (ostatecznych) linii ciaglych
dopasowanych do empirycznych zboczy pikéw omawianych w pracy.
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Tabela 2.30: Charakterystyczne parametry otrzymane z dopasowania wyrazenia
(2.27) do danych empirycznych dla lewego zbocza ostatniego piku S&P500 przedsta-

wionego na rys.2.16 (dla uproszczenia opuszczono indeks J = L). Uzyskano dobro¢
fitu R? = 0.9994.

‘ Parametr H Wartosé ‘ Odchylenie standardowe o ‘
te 1219 [td] 4 [td]
T 1482 [td] 1681 [td]
o 0.72 0.19
w 0.0114 [td™ 1] 0.0007 [td™!]
Aw 0.0129 [td '] 0.0007 [td™!]

Tabela 2.31: Wspoétezynniki kalibrujace otrzymane z tego samego dopasowania wy-
razenia (2.27) do danych empirycznych dla lewego zbocza ostatniego piku S&P500,
w ktorym otrzymano wartosci parametréw przedstawione w tabeli 2.30.
‘ Wspélezynnik kalibrujacy H Wartosé [p] ‘ Odchylenie standardowe o [p] ‘
Xo+ Xy 1204 59
X1 61 3

Tabela 2.32: Charakterystyczne parametry otrzymane z dopasowania wyrazenia
(2.27) do danych empirycznych dla prawego zbocza ostatniego piku S&P500 przed-

stawionego na rys.2.16 (dla uproszczenia opuszczono indeks J = R). Uzyskano do-
bro¢ fitu R? = 0.9996.

Parametr H Wartosé ‘ Odchylenie standardowe o ‘
T 323 [td] 51 [td]
o 1.60 0.47
W 0.0146 [td "] 0.0003 [td™!]
Aw 0.0461 [td "] 0.0003 [td™!]

Tabela 2.33: Wspotezynniki kalibrujace otrzymane z tego samego dopasowania wy-
razenia (2.27) do danych empirycznych dla prawego zbocza ostatniego piku S&P500,

w ktérym otrzymano wartosci parametréw przedstawione w tabeli 2.32.
‘ Wspélezynnik kalibrujacy H Wartosé [p] ‘ Odchylenie standardowe o [p] ‘
Xo+ X3 4010 110
X -866 81
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Dodam, 7e teoretyczny lewy brzeg prawego zbocza, czyli parametr ¢ przyjetam
réwny 1120 (dzien sesji liczac od poczatku piku, co odpowiada dacie 17.10.2007).
Ponadto, z danych empirycznych odczytatam, ze tyax = 1115 (liczac od poczatku
piku, co

Podobnie jak poprzednio (patrz tabela 2.26 dotyczaca zbocza lewego ostatniego
piku indeksu NASDAQ), brak mozliwosci arbitrazu przejawia sie w postaci (prak-
tycznie rzecz biorac) niepoznawalnosci parametru 7 dla zbocza lewego.

Podkreslmy, ze we wszystkich przykladach rozwazanych w niniejszej pracy (do-
tyczacych gietd malych, érednich i duzych) dopasownie przewidywan modelu do
danych empirycznych jest dobre a odstepstwa mozna traktowaé¢ po prostu jak fluk-
tuacje.

2.2.9 Zestawienie wlasnosci omawianych pikéw

Celem rozwazan prowadzonych w podrozdz.2.2 bylo dopasowanie przewidywan za-
sadniczej formuty (2.27) Reologicznego Modelu Fraktalnej Dynamiki Rynku Finan-
sowego do wybranych pikéw na indeksach matych, srednich i duzych gietd. Uzyskane
dopasowania posiadaja cechy, dzieki ktorym przewidywania tego deterministycznego
modelu nie prowadzg do arbitrazu.

Tabela 2.34: Zestawienie wybranych dat zwiazanych ze zmiang trendu
Indeks || tuax tr tP
WIG 06.07.2007 | 22.08.2007 | 24.04.2007
DAX 16.07.1007 | 21.06.2007 | 12.07.2007
DJTA 09.10.2007 | 12.09.2007 | 01.10.2007

S&P500 || 10.10.2007 | 11.03.2008 | 17.10.2007
WIG20 || 29.10.2007 | 25.10.2007 | 29.10.2007
NASDAQ || 31.10.2007 | 19.02.2008 | 11.10.2007

1) Oba zbocza dla kazdego piku moga by¢ rozwazane jako niezalezne a lokalizacja
empirycznego punktu zwrotnego, tp;4x, ma charakter losowy. Jak wynika z
tabeli 2.34, albo tj;4x lokuje sie wewnatrz jednego z dwdch przedziatow

a) tr <tyax <tP (indeks WIG20, podrozdz.2.2.4), badz

b) ¢ tmax < t& (indeksy WIG, DJIA, NASDAQ, patrz odpowiednio
podrozdz.2.2.2, 2.2.6 i 2.2.7),

<
P <

albo tez lezy poza nimi,
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2)

6)

¢) indeks DAX lezy poza przedzialem [tF tL] (patrz podrozdz.2.2.5) ale bli-

c?r 7c

sko jego prawego brzegu czyli tZ (tutaj tI < t£),
d) indeks DJIA lezy poza przedziatem [tL, tF] (patrz podrozdz.2.2.6) ale

c?r 7c

blisko jego prawego brzegu czyli t£ (tutaj t£ < ¢F),

te, te

e) indeks S&P500 lezy poza przedziatem | |, patrz podrozdz.2.2.8) ale

blisko jego lewego brzegu czyli tI' (tutaj t& > t2).

Lokalizacja maksimoéw tL oraz ¢!’ (patrz wyrazenie (2.27)) jest rozna dla lewe-
go i prawego zbocza kazdego piku, przy czym dla zbocza lewego lokalizacja t-
jest obarczona relatywnie malym btedem; w konsekwencji, dzigki braku moz-
liwosci arbitrazu na gietdzie, czas relaksacji 7 jest niepoznawalny. Sugeruje to
istnienie zasady nieoznaczonosci na gietdzie (patrz podrozdz.2.2.4). Wyjatkiem
jest DJIA, dla ktorego 7 ma takze stosunkowo niewielki btad dopasowania;
brak arbitrazu wynika tutaj ze znacznych fluktuacji danych empirycznych w
otoczeniu tyrax.

Mozna zaobserwowaé wlasnosé przekrywania sie (ang. overlap) obu zboczy
w otoczeniu tyax (patrz rys.2.11 dotyczacy indeksu WIG, podrozdz.2.2.2),
Jak sie wydaje, warunkiem pojawienia sie takiego efektu moze by¢ sytuacja,
w ktorej przynajmniej jedno ze zboczy jest scharakteryzowane wyktadnikiem
ksztattu o > 1 oraz tX > ¢F.

Daje si¢ zauwazy¢ nieciggtosé trendu obu zboczy w okolicy t,4x dla indeksow
WIG20 oraz DJIA (patrz odpowiednio rysunki 2.12 i 2.14 zamieszczone w
podrozdz.2.2.4 1 2.2.6). Pomimo, Ze nieciagtosci te maja rézny charakter to ich
wspolna cechy jest, ze t& < 2.

Zwraca uwage szczegolny ksztatt krzywej teoretycznej opisujacej lewe zbocze
ostatniego piku na indeksie WIG20 (patrz rys.2.12). Jej tagodne wznoszenie
konczy sie nieoczekiwanym, naglym wzrostem. Tego typu zachowanie indek-
su jest szczegblnie niebezpieczne dla inwestorow gietdowych. Moze by¢ ono
interpretowane jako nagly wzrost aktywnosci pojedynczego, wiodacego inwe-
stora gietdowego. Tego rodzaju przebieg krzywej budzi takze refleksje natury
ogolniejszej a mianowicie, mozliwe sg krachy gieldowe bez (praktycznie rzecz
biorac) jakiegokolwiek wcze$niejszego ostrzezenia.

Maksima pikéw sa:

e zaokraglone (a nie postaci pelnych ostrzy) co moze wynikaé¢ z wpltywu
awersji do ryzyka inwestoréw gietdowych a takze z wptywu skonczonych
rozmiaréw gieldy (kapitatowych i osobowych), badz tez
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7)

10)

11)

12)

13)

14)

e poszarpane (fluktuujace), co moze byé¢ innym przejawem braku mozli-
wosci arbitrazu na gietdzie uniemozliwiajacym wiarygodne wyznaczenie
momentu zmiany trendu,

Zmiana trendu moze by¢ traktowana jako analogon przemiany fazowej (gdzie
czas jest odpowiednikiem temperatury) pierwszego albo drugiego rodzaju a
nawet wyzszych rzedow.

Rozwazane piki indeksu wykazuja asymetrie, na przyktad,

e kazde ze zboczy moze by¢ opisane inng funkcja dana wyrazeniem (1.7)
albo (2.27)

e kazde ze zboczy moze by¢ opisane taka samag funkcja ale o réznych war-
tosciach parametrow.

Innym przejawem braku arbitrazu moze by¢ obserwowane bogactwo ksztattéw
pikéw zwlaszeza w otoczeniu ¢y 4x.

Ze stosunkowo niewielkim btedem dajg sie wyznaczy¢ parametry nieistotne z
punktu widzenia zysku inwestoréw natomiast w przypadku parametréw istot-
nych przynajmniej jeden z nich obarczony jest na tyle duzym btedem dopaso-
wania, ze uniemozliwia to uzyskanie zysku bez ryzyka.

Ostatni pik na indeksie WIG wykazuje znacznie wieksze podobienstwo do ana-
logicznego piku na indeksie DAX niz DJIA. Ogdlniej mowigc, Warszawska
GPW jest bardziej podobna do gietd sredniej wielkosci niz do gietd duzych.

Jak wida¢, zadne z prawych zboczy pikéw przedstawionych na powyzszych
rysunkach nie wykazuje spowolnienia spadku za wyjatkiem indeksu WIG20.

Mozliwe jest budowanie orientacyjnej, krotkoterminowej (np. kwartalnej) pro-
gnozy (wraz z okre§leniem jej btedu) na drodze ekstrapolacji przewidywan
formuty (2.27) dopasowanej do historycznych danych empirycznych dla pra-
wych zboczy pikéw (patrz rys.2.11, 2.12, 2.14, 2.15 i 2.16 zamieszczone w
podrozdz.2.2).

Rozrzut danych empirycznych wokot teoretycznego trendu obu zboczy wszyst-
kich analizowanych w pracy pikéw pozwala na jego statystyczna analize (nie
jest ona juz przedmiotem zainteresowania w niniejszej pracy).
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Rozdziat 3

Ogoblne wnioski i podsumowanie

W niniejszej pracy wprowadzitam w oryginalny sposéb unikalny, deterministyczny
Reologiczny Model Fraktalnej Dynamiki Rynku Finansowego® o charakterze fenome-
nologicznym. Bazuje on na fraktalnym, liniowym, niejednorodnym réwnaniu ewolucji
(czyli réwnaniu zawierajacym pamie¢). W pracy wskazalam, ze RMFDRF stanowi
zreinterpretowane uogdélnienie, kluczowego dla tradycyjnej reologii, Standardowego
Modelu Zenera, czyli Modelu Zenera Ciata Statego (Plastycznego).

Jezeli chodzi o rozwazania na poziomie mikroskopowym to w pracy wskazano
jedynie na taka mozliwo$¢ zauwazajac, za Glockle i Nonnenmacherem oraz Schiesse-
lem, Friedrichem i Blumenem, ze konstytutywne réwnanie modelu mozna wywies¢
bazujac na hierarchicznych sieciach inwestoréw (reprezentowanych przez sprezyny
i amortyzatory) - przyktadowa taka sie¢ (tzw. drabine) przedstawiono w Dodatku
C.2.1 (patrz rys.C.3). Sie¢ ta ma interesujaca wlasnosé, ktéra polega na tym, ze
stan euforii sgsiedniego inwestora oddziatuje bezposrednio zaréwno na stan euforii
danego jak tez na jego stan awersji do ryzyka. Jednakze, w pracy nie rozwijatam
juz dalej tego intrygujacego podejs$cia m.in. ze wzgledu na brak dostepnych danych
empirycznych.

7, drugiej strony, uogoélnienie Standardowego Modelu Zenera zostato, w ramach
reologii, dokonane przez Glockle i Nonnenmachera, ktorzy skonstruowali Model
Fraktalnego Ciata Plastycznego - wtasnie ten model jest formalnym odpowiedni-
kiem RMFDREF. Model Glockle i Nonnenmachera umozliwit opis i interpretacje,
znanych od wielu dekad, wynikéw eksperymentéw dotyczacych reologicznych wtla-
snosci biopolimeréw lepkosprezystych, nie dajacych sie wyjaéni¢ w ramach trady-
cyjnej reologii.

Reologiczny Model Fraktalnej Dynamiki Rynku Finansowego stal sie podstawa
wprowadzenia przeze mnie Hipotezy Rynku Plastycznego, niesprzecznej (jak to wy-
kazatam na drodze empirycznej) z Hipoteza Rynku Efektywnego, umozliwiajac bez-

1Jest to oryginalna nazwa wprowadzona przeze mnie.
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posrednig analize trendu dziennych danych empirycznych naptywajacych z rynkéw
finansowych. Jednakze, analiza ta dotyczy tylko dobrze wyksztatconych lokalnych
(w czasie) pikéw, ktore obejmuja zwykle znaczna czesé tych danych. Piki te zwiazane
sa najczesciej z pekajacymi bablami (bankami) gietdowymi, prowadzac do kryzysow
i krachéw a wiec do zjawisk szczegdélnie waznych zaréwno z pragmatycznego jak i
badawczego punktu widzenia.

Hipoteza Rynku Plastycznego, w przeciwienstwie do Hipotezy Rynku Kruche-
go, pozwala wyobraza¢ sobie moment pojawienia sie krachu jako chwile (méwiac
jezykiem fizyki) zerwania rozciaganego materiatu, ktéry wezesniej przeszedl z stanu
sprezystego do stanu plastycznosci a tam do tzw. obszaru plyniecia materiatu (czyli
mozliwosci samoczynnego wydhuzania sie bez potrzeby zmiany naprezenia). Odpo-
wiada to sytuacji pozytywnego sprzezenia zwrotnego na rynku finansowym (jest to
najpopularniejszy efekt stadny zaobserwowany na gieldzie pojawiajacy sie w sytu-
acji euforii inwestycyjnej graczy gietdowych niwelujacej ich awersje do ryzyka), gdzie
zmiana wartosci indeksu (bedaca odpowiednikiem zmiany wydltuzenia) moze zacho-
dzi¢ nawet wtedy gdy znika nadwyzka popytowo-podazowa (co odpowiada znikaniu
naprezenia). Na gietdzie moze to wynika¢ z faktu, ze duze obroty moga mie¢ miejsce
nawet w stanie jej réwnowagi popytowo-podazowej (RMFDRF w sposéb niejawny
zalezy od obrotéw).

Konkretniej rzecz biorac, rozwigzaniem wspomnianego powyzej fraktalnego row-
nania ewolucji indeksu gieldowego jest wyrazenie (2.27). Wtasnie z tego wyraze-
nia wynika bezposrednio wniosek dotyczacy Hipotezy Rynku Plastycznego moéwia-
cy, ze nawet znikanie nadwyzki popytowo-podazowej (czyli przypadek réwnowagi
popytowo-podazowej, ktora zachodzi gdy U7 (0) = 0) nie ma wptywu na typ relak-
sacji uktadu opisany funkcjg Mittag-Lefflera. Jest to zasadnicza wlasnosé¢ wprowa-
dzonej Hipotezy Rynku Plastycznego.

U podstaw Reologicznego Modelu Fraktalnej Dynamiki Rynku Finansowego lezy
zalozenie méwigce, ze zmiana indeksu na jednostke czasu zalezy nie tylko od réznicy
pomiedzy podaza a popytem (na akcje tworzace ten indeks) ale takze od wielkosci
obrotéw tymi akcjami. Takie rozszerzenie (by¢ moze) najstarszego znanego w ekono-
mii postulatu® opisujacego dynamike rynku, dotyczy tylko obszaru (wspomnianych
powyzej) dobrze wyksztalconych pikow.

Podkreslmy, ze Model Fraktalnego Ciata Plastycznego daje sie wyrazi¢ jako od-
powiednia kombinacja hierarchicznych sieci pojedynczych elementéw sprezystych
(sprezynek spelniajacych prawo Hooka) oraz lepkich (umieszczonych w amortyza-
torach i spelniajacych prawo Newtona dla ciat lepkich), przy czym ma miejsce nie-
jednoznacznos¢ polegajaca na tym, ze rézne rodzaje sieci prowadzg do takiej samej

2Postulat ten méwi, ze zmiana ceny towaru na jednostke czasu jest proporcjonalna do réznicy
pomiedzy podaza a popytem na ten towar.
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postaci réwnan dynamiki modelu. Tego typu niejednoznacznosé (degeneracja) jest
wazng cechg rynkow finansowych - wspomniana na wstepie moja reinterpretacja i
uogdblnienie nie niszcza tej wiasnoscei.

Dodajmy, ze w ramach Reologicznego Modelu Fraktalnej Dynamiki Rynku Fi-
nansowego inwestor gietdowy jest traktowany jak obiekt bedacy superpozycja dwoch
stanow:

e emocjonalnego stanu euforii inwestycyjnej (analogon sprezynki) oraz

e stanu racjonalnego (analogon amortyzatora) reprezentujacego awersje do ry-
zyka.

Potaczenie inwestoréw w odpowiednig hierarchiczna sie¢ prowadzi do dynamiki opi-
sanej wspomnianym réwnaniem fraktalnej dynamiki RMFDREF.

W ramach tego modelu opisatam, przyktadowo wybrane, ostatnie piki wioda-
cych indekséow malej gieldy (Warszawskiej GPW) WIG i WIG20, Sredniej gietdy
(Frankfurckiej GPW) DAX oraz duzych gietd (NYSE i NASDAQ) odpowiednio, in-
deksy DJIA i S&P500 oraz NASDAQ), zwigzane z obecnie panujacym $wiatowym
kryzysem gospodarczym. Rozwazatam takze niektore wezedniejsze piki indeksu WIG
opisujac takie wybrane zbocza tych pikow, do ktorych nie dato sie dopasowaé popu-
larnej funkcji logarytmiczno-periodycznej. Pokazatam takze, ze rozwiazanie modelu
mozna zastosowaé do rynku hipotecznego opisujac dynamike mediany cen trans-
akcyjnych doméw i parcel w Stanach Zjednoczonych. Generalnie rzecz biorac, za
pomoca superpozycji funkeji Mittag-Lefflera oraz funkcji oscylujacej (wyrazajacej
w ogoblnosci dudnienia) a bedacej rozwiazaniem RMFDRF, opisalam zbocza pikow
posiadajacych nastepujace wlasnosci:

e wolnonarastajace lub wolnoopadajace ”"ogony” zboczy z dala od maksimum
pikow,

e gwaltownie narastajace lub gwaltownie opadajace czesci zboczy® w otoczeniu
maksimum pikow; te czesci charakteryzujg sie nie tylko rozbiezng szybkoscig
ale takze zaleznym od czasu gwaltownym przyspieszeniem (opdznieniem) oraz
gwaltownym szarpnieciem?, ktére jest wlaénie odpowiedzialne za wspomniane
powyzej zerwanie materiatu plastycznego,

e rozbieznosci wyzszych rzedow. Na przyktad, rozbiezno$é drugiego rzedu jest
scharakteryzowana wyktadnikiem ksztattu wiekszym od 1 a mniejszym od 2.

3Przez gwaltownie narastajace lub gwaltownie opadajace wielkosci rozumiem takie, ktérych
wartos¢ absolutna pochodnej po czasie jest rozbiezna.

1Przez gwaltowne przyspieszenie (op6znienie) lub szarpniecie w danej chwili rozumiem przy-
spieszenie (opdznienie) lub szarpniecie rozbiezne w tej chwili.
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W niniejszej pracy nie rozwazam termodynamiki fraktalnego ciata plastycznego
(co jest interesujace samo w sobie), a jedynie zwracam uwage na wybrane analogie
wystepujace pomiedzy opisem gietdy a formalizmem termodynamiki. Kluczowa jest
tutaj odpowiednio$¢ miedzy stopa wzrostu liczong na jednostke czasu a wspotczynni-
kiem rozszerzalnosci liniowej (patrz tabela 2.2 w podrozdz.2.1.9). Potegowa rozbiez-
no$¢ tych wspotezynnikéw pozwala traktowaé¢ dynamiczng przemiane fazowa jako
analogon przemiany fazowej pierwszego rodzaju materiatu plastycznego. Przemiana
taka zostata przeze mnie zaobserwowania (z dobrym przyblizeniem) na Warszaw-
skiej Gietdzie Papier6w Wartosciowych (patrz otoczenia maksiméw lewych zboczy
ostatnich pikow indekséw WIG i WIG20, odpowiednio podrozdz.2.2.2 i 2.2.4), na
Frankfurckiej GPW (patrz otoczenie maksimum lewego zbocza ostatniego piku DA-
Xa, podrozdz.2.2.5) i na NYSE oraz na NASDAQu (takze okolice maksiméw lewych
zboczy indekséw S&P500 i NASDAQ), patrz odpowiednio podrozdz.2.2.8 i 2.2.7).
Wtasnie odpowiednio$¢ pomiedzy wspomnianymi wspotczynnikami usprawiedliwia
uzywanie terminu ”przemiana fazowa” w odniesieniu do gietdy. Dodam, ze zaob-
serwowalam réwniez przemiane fazowa drugiego rodzaju na indeksie DJIA (gdzie
wyktadnik ksztaltu, a, zaréwno dla zbocza lewego jak i prawego dla ostatniego piku
jest 1 < a < 2, patrz podrozdz.2.2.6) oraz na indeksie S&P500 (patrz otoczenie
maksimum prawego zbocza ostatniego piku, podrozdz.2.2.8) a nawet trzeciego ro-
dzaju na NASDAQu (patrz otoczenie maksimum prawego zbocza ostatniego piku,
gdzie 2 < a < 3, podrozdz.2.2.7).

Zatem, w ramach RMFDRF mozna zdefiniowa¢ istnienie krachu na gietdzie rzedu
n, jako takiego stanu gieldy, w ktérym n-ta pochodna indeksu jest rozbiezna. Tzn.
model ten umozliwia dopasowanie wyrazenia (2.27) do lewego lub prawego zbocza
piku, z wyktadnikiem o mniejszym lub wickszym od 1, przy czym n = 1 + Ent|a],
gdzie operacja Ent[a] oznacza wziecie czesci catkowitej a.

Zgodnos¢ Reologicznego Modelu Fraktalnej Dynamiki Rynku Finansowego z Hi-
poteza Rynku Efektywnego tkwi w tym, ze model ten, pomimo swojego determini-
stycznego (i niechaotycznego) charakteru, nie dopuszcza do powstania arbitrazu na
gieldzie. Przejawia si¢ to na wiele sposobéw omawianych w podrozdz.2.2 (a zestawio-
nych dodatkowo w podrozdz.2.2.9), z ktérych najbardziej interesujacy sprowadza sie
do (wprowadzonej przeze mnie) zasady nieoznaczonosci istotnych parametréw mo-
delu.

Na zakonczenie dodajmy, ze wydaje sie mozliwe ujecie trzech szczegodlnie przy-
datnych rodzajow relaksacji:

e Mittag-Lefflera czy nawet uogdlnionej Mittag-Lefflera (a w tym rozciggnietego
eksponensa oraz potegowej),

e logarytmiczno-periodycznej oraz
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e opisywanej g-eksponensem Tsallisa

w ramach jednego rownania fraktalnej relaksacji o wspolezynniku zespolonym. Zna-
lezienie rozwigzania takiego rownania byloby nieocenionym wktadem w analize ba-
niek i krachéw gietdowych, tworzac podstawe do zrozumienia mechanizmow, jakie
nimi rzadza. Wydaje mi sie, ze Reologiczny Model Fraktalnej Dynamiki Rynku Fi-
nansowego powinien zosta¢ wtaczony do bazy modeli wykorzystywanych przez rézne
instytucje do prowadzenia analiz rynkowych a w tym przynajmniej prognoz krotko-
terminowych (typu ekstrapolacyjnego).
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Dodatek A

Wybrane wltasnosci funkcji
Mittag-Lefllera

W niniejszym dodatku szczegdétowo omawiam niezbedne wtasnosci funkcji ML dla
krotkich i dtugich czaséw.

Funkcja Mittag-LefHera jest szczegdlnym przypadkiem uogoélnionej funkeji Mittag-
Lefflera zdefiniowanej za pomoca H-funkcji Foxa zwanej takze uogodlniong funkcja
Mellina-Barnesa lub tez uogélniona G-funkcja Meijersa [46].

Czesto, dla 0 < a < 1, funkcje Mittag-LefHlera definiuje sie za pomoca odwrotne;j
transformaty Laplace’a,

O s ——

gdzie y =| t | natomiast u jest zmienng Laplace’a. Z powyzszego otrzymuje sie
funkcje ML w postaci nastepujacego szeregu

(e () - £ "
dzieki temu, ze

e ma miejsce TOWNOSE

1 1 1 > 1

1
— — 1)'— ——, > 1 A.3
utrTul" w14 (Tu)"® nz:%(:F ) Tan yltan |7l (A-3)

e oraz zachodzi

['(1+an)
u1+ozn

L[] = ,n=0,1,2.., (A.4)
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gdzie L oznacza, jak zwykle, transformate Laplace’a.
Zauwazmy, ze dla krotkich czasow, tzn. dla y < 7, wyrazenie (A.2) przybiera, z
dobrym przyblizeniem, postac¢ rozciggnietego eksponensa

y “) (y/7)"

E(+(2) )~ + T A5
(=(2)) oo (=1 ea (85)
przy czym czas relaksacji jest tutaj przeskalowany i wynosi 7 [['(1+ «)]*/* (a nie po

prostu 7).
Dla czaséw asymptotycznie dtugich tzn. y > 7 prawa strona wyrazenia (A.1)
sprowadza sie do postaci
Ll[ 1 } 1 I'l—a) - 1 1
u+ 7oyl Nl—a) wul- - Il —a)(y/7)~

1 1

+ , A6
Nl—a)(l+y/T)> (A.6)

gdyz odpowiada to przypadkowi u — 0.

Q

£t [iTO‘

Q

Warto jeszcze zwréci¢ uwage na dwa przypadki szczegolne funkeji Mittag-LefHera;
mianowicie,

1) dla @ = 1 z wyrazenia (A.2) otrzymujemy
B (+) = oo (+2) a
T T

2) oraz dla o = 1/2 z (A.2) otrzymje sie

Bs () =exp (L) er c<(g>”). (A.8)

Dla kompletnosci przedstawiam jeszcze wykres (patrz rys.A.1) funkeji Mittag-
Lefflera w skali log-log, przyktadowo dla o = 0.6 oraz 7 = 1. Wykres ten ilustruje
po prostu fakt, ze funkcja ML jest (dla 0 < a < 1) rozpieta pomiedzy funkcja
rozciggniety eksponens a funkcja dang prawem Nuttinga.

Przyktadowe zastosowanie funkcji Mittag-LefHlera do opisu realnej sytuacji fi-
zyczne] przedstawia rys.A.2 [75]. Na rysunku tym zamieszczono wyniki rzeczywiste-
go doswiadczenia dotyczacego relaksacji naprezenia ¢ w podtuznym biopolimerze
(biopolimerem byto tutaj ciasto maczne a naprezenie mierzono po prostu dynamo-
metrem) przy ustalonym wydtuzeniu dla dwéch réznych wartosci tego wydtuzenia.
Jak wida¢ funkcja Mittag-Lefflera bardzo dobrze opisuje ta relaksacje.

Warto zdawac sobie sprawe, ze funkcja Mittag-Lefflera jest szczegdlnym przy-
padkiem tzw. uogélnionej funkcji Mittag-LefHlera postaci
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Rysunek A.1: Poréwnanie przebiegu funkcji Mittag-Lefflera (danej wzorem (A.2),
czerwona linia) z przebiegiem funkeji rozciagniety eksponens (A.5) (niebieska linia),
prawem Nuttinga danym ostatnim wyrazeniem w (A.6) (czarna linia) oraz z funkcja
eksponens (zielona linia) (o tym samym czasie relaksacji co wspomniana funkcja
rozciagniety eksponens).

ktora dla 5 = 1 staje sie zwykta funkcja Mittag-Lefflera (A.2).
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Rysunek A.2: Wyniki realnego dos$wiadczenia dotyczacego relaksacji naprezenia o w
bipolimerze przy ustalonym jego wydtuzeniu. Jak widaé fukcja Mittag-Lefflera (dana
wzorem (A.2), gérna linia ciagta i dolna lekko przerywana, na ktérych ukltadaja sie
punkty doswiadczalne (kwadraty)) dobrze opisuje ta relaksacje. Dolne punkty do-
Swiadczalne uzyskano dla innej wartosci wydtuzenia. Gérna linia przerywana (przy-
legajaca do krzywej ML dla krétkich i posrednich czaséw) jest rozciagnietym ekspo-
nensem (patrz wzér (A.5)), natomiast dla dlugich czaséw do krzywej ML przylega
linia kropkowana dana w tym zakresie prawem Nuttinga (A.6). Rysunek zaczerp-
nieto z pracy [75].

120



Dodatek B
Logarytmiczna-periodycznosé

Traktowanie rynkéw finansowych jako ztozonych uktadow dynamicznych moze by¢
wykorzystywane do opisu zaleznych od czasu zjawisk finansowych a w szczegdlnosci
spekulacyjnych babli i krachéw gietdowych ([18], [28]-[32], [51]-[56]. Analogia po-
miedzy bablami i krachami finansowymi z jednej strony a przemianami fazowymi
w ukladach ztozonych z drugiej byta juz dyskutowana ponad dekade temu [28],[61]
a sygnalizowana nawet znacznie wezesniej przez B. Mandelbrota [62]. Od tego cza-
su pojawito sie wiele prac dotyczacych tej niezwykle istotnej tematyki [58]-[60] i
[63]-[73]) (oraz odpowiednie odsytacze literaturowe tamze), ktére postugiwaly sie
wtasnie formalizmami dotyczacymi przemian fazowych czy konkretniej méwiac, sto-
sujacych formalizmy termodynamiki fenomenologicznej i statystycznej oraz grupy
renormalizacji do opisu zaréwno dynamicznych jak tez statycznych wtasnosci ryn-
kéw finansowych.
Ponizej przedstawiam dwa rézne sposoby traktowania ztozonosci w finansach:

1) pierwszy, oparty jest na liniowym réwnaniu relaksacji (patrz podrozdz.B.1),
natomiast drugi

2) na réwnaniu dyskretnego skalowania (podrozdz.B.2),

przy czym na podkreslenie zastuguje fakt, ze oba dostarczajg identycznego rozwia-
zania w postaci funkcji potegowej zsuperponowanej z oscylacjami logarytmiczno-
periodycznymi.

B.1 Logarytmiczno-periodyczne rozwigzanie
liniowego réwnania relaksacji

Oznaczmy, jak zwykle, przez X (t) warto$¢ jakiego$ indeksu gieldowego w chwili ¢

poprzedzajacej krach (badz np. cene jakiejs akcji w tej chwili) a y def. t. — t niech
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bedzie czasem po jakim nastapi krach® (oczywiscie, chwila w jakiej nastepuje krach
to t.(>t)). Zaktadamy, ze mamy do czynienia z krachem wtedy i tylko wtedy gdy,

1) istnieje taki przedziat czasu y (nazwijmy go przedziatem skalowania), dla kto-
rego instrument finansowy X jest zalezny od y a ponadto, w przedziale tym
mozna zaobserwowaé babel gietdowy na tym instrumencie,

b}

2) dla y — y_ (przy czym znak ”—" méwi, ze dazenie do t,. zachodzi od stro-
ny czasu t < t., czyli y > 0) predkos¢ dX(y)/dy jest rozbiezna potegowo
(w zmiennej y), przy czym nie bierzemy tutaj pod uwage ani oscylacji ani
fluktuacji zmiennej X.

Zauwazmy, ze w ramach takiej definicji krachu nie jest wymagana rozbieznos¢ wiel-
kosci X (y) w punkcie y = 0. Ponadto, powyzsza definicja zaklada, ze rozmiary
rynku finansowego sa nieskonczone (sytuacja idealna); w rzeczywistosci, wptyw jego
skonczonych rozmiaréw (ang. finite size effect) uniemozliwia (maskuje) wspomniang
rozbieznosé (np. poprzez ”$cinanie” lub inaczej méwiac, zaokraglanie ostrza lokal-

nego piku).
Warunek drugi mozna zapisa¢ w postaci nastepujacego réwnania relaksacji:
dX 1
dy ye

tutaj wyktadnik o« > 0 moze by¢ traktowany jako wyktadnik krytyczny wtedy y
moze by¢ analogonem réznicy temperatur T, — T, gdzie T, jest temperaturg kry-
tyczna (analogonem t.). W naszym przypadku (patrz rownanie (1.3)) przyjmujemy,
e X(y)=Inf(y),y=t],a=1-—«a.

Powyzsze rownanie ma dwa jako$ciowo rozne rozwigzania zalezne od wartosci
wyktadnika a.

Przypadek o # 1
W tym przypadku otrzymujemy rozwigzanie postaci:
X(y)=A-By'™, (B.2)

z trzema swobodnymi parametrami: wyktadnikiem ksztattu o, stala addytywna A
oraz multiplikatywna B (przy czym | B |= 1/717%, gdzie 7 definiuje jednostke czasu
tzn. A — X(y = 7) = 1). Rozwiazanie to jest

1) potegowo rozbiezne w zerze tylko dla oo > 1; wtedy po prostu A = X (y = 00).

!'Niniejsze rozwazania prowadzone sa na przyktadzie babla i krachu gietdowego tzn. t. = tirax,
patrz rozdz.1.7.
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2) Dla a < 1 rozwiazanie to dla y — 0 zbiega do stalej addytywnej A = X(0),
wtedy B = X (0)— X (1). Oczywiscie, w tym przypadku rozbiezne sg wszystkie
pochodne X™ (y — 0), m=1,2,.....

Zauwazmy, ze parametr t., lokalizujacy rozwiazanie (w t = t.), otrzymuje sie po-
przez dopasowanie rozwiagzania do danych empirycznych w zmiennej ¢ (a nie y).
Rozwigzanie tego typu zostato wykorzystane po raz pierwszy w roku 1996 przez D.
Sornette [28, 29] do opisu trendu na rynkach finansowych.

Przypadek marginalny o =1

Komplementarny punkt widzenia zostal przedstawiony przez Vandewalle’a i Auslo-
osa [58]. Przyjeli oni wykladnik o = 1, co prowadzi do logarytmicznie (czyli wolno)
rozbieznego (dwuparametrowego) rozwiazania réwnania (B.1) postaci,

X(y) =A—Bln(y), (B.3)

gdzie A= X(y = 1) oraz B= A — X(y = e). Rozwiazanie to pozwolito wyznaczy¢
w przyblizeniu moment krachu ¢. z pazdziernika 1987 roku [59]. Nalezy zaznaczy¢,
ze zostalo ono zastosowane nie do wyjéciowego empirycznego sygnatu X (t), ale do
zdetrendowanego wyktadniczo,

X(y) & X(y)~ Craly).
Csa(y) ot Dexp(ry), D > 0. (B.4)

Czesé systematyczna sygnatu (czyli Cpg(y)), stanowiaca zalezny od czasu trend tla,
moze by¢ traktowana [58] jako naturalna ewolucja rynku bez euforycznych wzlotéw,
sterowana pozbawiong ryzyka roczna stopa procentowa r(<< 1).

Okazuje sie, ze jest mozliwe takie rozszerzenie réwnania relaksacji (B.1), kto-
rego rozwiazanie (taczac w sobie cechy obu powyzszych (B.2) oraz (B.3)) i majac
jednoczesnie skonczong warto$¢ w punkcie przemiany t., wprowadzitoby oscylacje
logarytmiczno-periodyczne.

Sytuacja ogélniejsza

Badanie dynamiki rynkéw finansowych w réznych skalach czasowych potwierdza, ze
wzgledna zmiana wartosci indeksu AX (y)/X (y) (czyli stopa zwrotu) powinna by¢
niezmiennicza ze wzgledu na wybér skali czasu (doktadniej rzecz biorac, w szerokim
zakresie tych skal), gdyz jest bezwymiarowa. Oznacza to, ze stope zwrotu mozna wy-
razi¢ jako funkcje (takze bezwymiarowego) wzglednego horyzontu czasowego Ay/y,

AXW) _ (%) , (B.5)

czyli
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gdzie funkcja F' moze by¢ (w ogdlnosci) funkcja zespolong rzeczywistego argumen-
tu Ay /y; oczywiscie, do analizy danych empirycznych wykorzystuje sie ostatecznie
tylko cze$¢ rzeczywista rozwigzania tego rownania.
Rozwijajac prawa strone réwnania (B.5) w szereg potegowy w zerze wzgledem
zmiennej Ay/y i ograniczajac sie tylko do sktadnika liniowego otrzymujemy:
Ay

AX(y) ~(a+irw) —
Xy s >0

gdzie @ i w sa dodatnimi (rzeczywistymi) stalymi; przy wyprowadzeniu réwna-

nia (B.6) skorzystalam z oczywistej wlasnosci moéwiacej, ze dla rynku finansowego
F(0) = 0 (tzn. w zerowym przedziale czasu nie jest mozliwa zadna zmiana ceny).
Stad, przechodzac (formalnie) do infinitezymalnie matego horyzontu czasowego?,
otrzymuje rownanie rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu postaci,

dIn(X(y)) 1
EMAY) (o +1w) =, B.7
) a1 (B.7)
lub nieco ogélniej rzecz ujmujac?
dX(y)
~ X(y). B.
D~ @+ X (B3)

Réwnanie (B.7) méwi, ze stosunek wzglednej zmiany wartosci indeksu lub ceny akeji
do wzglednej zmiany czasu dzielacego aktualng sytuacje od krachu jest niezalezny
od czasu (a w tym od wyboru skali czasu) a wiec ma charakter samopowinowaty (w
szczegblnosci samopodobny). Jest to spdjne z hipoteza, ze w punkcie krachu ¢, mamy
do czynienia z przemiana fazowa. Co wiecej zauwazmy, ze prawa strona réwnania
(B.8) moze by¢ traktowana jako pierwszy czlon rozwinigcia Landaua? (patrz np.
[29]).

Najogélniejsze rozwiazanie liniowego réwnania (B.7) lub (B.8) obejmujace oba
rozwazane wezesniej przypadki (a # 1 oraz a = 1) jest postaci,

X(y)=A— [(1 —6a1) By <ﬂ>a + 6418, 1n (ﬁﬂ [1 + Ccos(wln <£> + cp)] :

Yo Yo Yo
(B.9)

gdzie y, jest jednostka okreslajaca zmienng niezalezna y, wielkosci A, By, B, C, ¢ sa
stalymi, natomiast sktadnik

X(y) ~ <i>acos [w In (i) + go], (B.10)

2Przypominam, ze przez horyzont czasowy rozumiem tutaj krok dyskretyzacji czasu Ay(= At).
3Nieco ogélniejsze ujecie polega tutaj na uwzglednieniu mozliwosci znikania funkcji X (y).
4Drugi, nieliniowy czton bylby wtedy propocjonalny do | p | p, umozliwiajac uwzglednienie

efektéw nieliniowych. Jednakze, w mojej pracy nie zajmuje sie tego typu poprawkami.
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bedacy jakim$ szczegélnym rozwiazaniem réwnania (B.7), jest czasami nazywany
uogoblnionym prawem potegowym. Dokladniej rzecz biorac, wyrazenia (B.9) i (B.10)
sa czeSciami rzeczywistymi rozwigzan réwnania (B.7).

B.2 Logarytmiczno-periodyczne rozwigzanie

rownania skalowania

Alternatywny sposéb uzyskania funkcji zawierajacej uogélnione prawo potegowe po-
lega na rozwiazaniu (dyskretnego) réwnania skalowania (ang. Discrete Scale Inva-
riance, DSI) [70] postaci

X(Ay) = h(| A DX (), (B.11)

gdzie czynnik h skalujacy funkcje X (y) jest zalezny od A a tutaj jest dany w postaci
funkcji potegowej

W) =| A (B.12)

Nalezy podkresli¢, ze réwnanie skalowania (B.11) ma charakter ogélny i opisuje
zachowanie tak réznych substancji jak np. magnetyki, stopy podwojne czy tez gaz
i clecz w obszarze przemiany fazowej w poblizu punktu krytycznego (zwanym dla-
tego obszarem skalowania lub obszarem krytycznym; M. Toda, R. Kubo, N. Saito:
Fizyka statystyczna I. Mechanika statystyczna stanéw rownowagowych, Panstwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1991, [71]). Jak uczy doswiadczenie, w obszarze
tym wiekszo$¢ wielkosci fizycznych (opisujacych przemiane, oznaczmy je przez W F)
zmienia sie¢ w zaleznodci od temperatury 7' wedtug prawa potegowego®

WF ~| T —T,|°, (B.13)

gdzie a nosi nazwe indeksu lub wyktadnika krytycznego, ktory przybiera wartosci
uniwersalne (tzn. niezalezne od rodzaju substancji) a T, jest temperatura krytycz-
na (ktéra np. w przypadku przemiany fazowej ferromagnetyk-paramagnetyk nosi
dodatkowo nazwe temperatury Curie).

5Chodzi o to, ze sa tez wielkosci fizyczne takie jak np. ciepta wtasciwe, ktére moga posiadaé w
punkcie krytycznym osobliwosé logarytmiczna, np. tak jak to ma miejsce w dwuwymiarowym mo-
delu Isinga; przemiany fazowe, w ktérych to zachodzi nie poddaja sie w pelni klasyfikacji Ehrenfesta
przemian fazowych (K. Huang: Mechanika statystyczna, Pahstwowe Wydawnictwo Naukowe, War-
szawa 1978, [72]) chociaz pod wieloma wzgledami (np. brak ciepla utajonego i ciaglodci parametru
porzadku w funkcji temperatury) przypominaja przemiane fazowa drugiego rodzaju.
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Zadajmy teraz pytanie o najogolniejsza postaé¢ rozwigzania singularnego roéwna-
nia skalowania (B.11). Latwo sprawdzi¢, ze funkcja postaci

X(y)=ly IQFGERD (B.14)

jest rozwiazaniem tego réwnania - jak sie okazuje najogélniejszym (co wykazemy w
dalszej czesci), przy czym F'(u) jest funkcja okresows argumentu u o okresie réwnym
1, natomiast wyktadnik potegi przybiera postac

_ Inh(A)
I A]

a (B.15)

Podstawiajac konkretna postaé funkcji () (tutaj dang wyrazeniem (B.12)) otrzy-
mujemy, ze o = V.

Rozwiniemy teraz funkcje okresowa F'(u) w szereg Fouriera,

In|y| e . In|y|
F - wexp [ 2min -
<lnm> ZC@Xp(”m Y

n=—oo

A
> ¢, 2mn
00[1+22—005<1n|/\|-ln\y|>1, (B.16)

n=1 Co

przy czym wspotcezynniki rozwiniecia ¢, sg tutaj dane w postaci
1 1 1
Cp = 5/ duF (u) exp(—2mwinu) = / duF(u) cos(2mnu), n=1,2,..., (B.17)
-1 0

gdzie dla uproszczenia zatozyliSmy, ze F'(u) jest parzysta funkcja u a stad kazdy
wspélezynnik rozwiniecia fourierowskiego jest parzysta funkcja n (tzn. ¢, = c_,) co
zostato wykorzystane w drugiej réwnosci w (B.16). Ponadto, ograniczamy sie tuta]
do rzeczywistej funkcji F' co oznacza, ze wspotezynniki ¢, tez sg rzeczywiste®.

Stosujac grupe renormalizacji mozna wykazaé w sposob ogolny, ze logarytmiczna-
periodycznosé jest obecna w singularnych rozwigzaniach dyskretnych réwnan skalo-
wania typu (B.11) (D. Sornette, A. Johansen, J.-P. Bouchaud: Stock Market Crashes,
Precursors and Replicas, J. Phys. I France 6 (1996) 167-175,[28]; D. Sornette and
A. Johansen: Large financial crashes, Physica A 245 (1997) 411-422, [30]).

6Parametr A skalujacy zmienna losowa y nie jest tutaj dowolny a okreslony poprzez (niewypisane
tutaj jawnie) parametry definiujace funkcje X spelniajaca réwnanie skalowania (B.11), zwane z tego
powodu dyskretnym (D. Sornette: Discrete scaling invariance and complex dimensions, Physics
Reports 297 (1998) 239-270, [70]).
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Graficzna wizualizacja

Na rys.B.1 przedstawiono notowania indeksu Down Jones na Gietdzie Nowojorskiej
(NYSE) obejmujace pazdziernik 1929 roku czyli okres wielkiego krachu na Wall Stre-
et - najwiekszego kryzysu gieldowego jaki dotknat swiat, a w tym przede wszyst-
kim Stany Zjednoczone Ameryki. O glebokosci tego kryzysu swiadezy fakt, ze w
feralnym tygodniu: (otwarcie) sroda 23 pazdziernik - (zamkniecie) wtorek 29 paz-
dziernik, indeks NYSE stracit ok. 30% swojej wartoéci’. Ponadto, dla poréwnania
przedstawiono najlepsze dopasowanie rozwiazania singularnego (B.14) uwzglednia-
jace jedynie liniowa log-periodycznosé (tzn. uwzgledniajaca w drugiej réwnosci w
(B.16), w wystepujacym tam szeregu tylko pierwszy wyraz z n = 1), przy czym jako
zmienng niezalezng przyjeto teraz®

y=ag [te—t], (B.18)
gdzie t(< t.) jest czasem (liczonym w dniach) natomiast t. jest dniem krachu (ag
jest tutaj, po prostu, stata proporcjonalnosci). Innymi stowy, wzieto tutaj pod uwa-
ge nastepujaca, uproszczong formule teoretyczna dla czasu poprzedzajacego dzien
krachu ¢, (czyli dla ¢ < t.)°

X(te—t)~A+B |t.—t|* -1+ Ccos(wln|t.—t|—0¢)], (B.19)

gdzie zastosowano wygodniejsze oznaczenia B = ¢q - af, C' = 2¢1 /¢y,
w=2r/In|\|, ¢ = —wln(ayp).

Jak widaé, krach ten nastapit tuz przed trzecim, niewielkim lokalnym maksimum
krzywej teoretycznej - nie jest to jednak babel gietdowy w przeciwienstwie do sytu-
acji przedstawionej na rys.B.2, gdzie jest on wyraznie widoczny w przebiegu indeksu
gietldy w Kuala Lumpur (Malezja) w postaci ostrego, lokalnego maksimum bezpo-
srednio poprzedzajacego krach o zupetnie innym ksztatcie niz wspomniane wezesniej.
Wtasnie tego typu ksztaltt bedzie dla nas w dalszym ciggu niezbedng sygnatura ba-
bla gietdowego; ogoélna definicja tzw. racjonalnego babla gietdowego pochodzi od
Blacharda i Watsona [77], [78] 1 méwi tylko tyle, ze jest to wzrost notowan ak-
cji zachodzacy w relatywnie krétkim czasie (w stosunku do catego rozpatrywanego
przedziatu czasu), ktéry znacznie odbiega od fundamentalnej wyceny akeji ale nadal

"Nalezy zaznaczy¢, ze podobny kryzys zdarzyt sie np. w pazdzierniku 1987 roku w tygodniu od
14 (otwarcie) do 19 paZdziernika (zamkniecie); na szczescie jego skutki nie byly juz tak dramatyczne
jak w roku 1929.

80znacza to, ze rozwazamy teraz dynamiczne przemiany fazowe, gdzie role temperatury petni
czas.

9Zauwazmy, ze data krachu uzyskana z dopasowania funkcji (B.19) do danych empirycznych
moze by¢ nieznacznie wieksza od rzeczywistej, gdyz dalszemu spadkowi indekséw moze po prostu
przeciwdziala¢ wstrzymanie obrotéw na gietdzie.

127



miesci sie w oszacowaniach wynikajach z istniejacych modeli, w przeciwienstwie do
babli czysto spekulacyjnych.

400

350

w
(=]
o

Dow Jones

N
w
o

200

150 J I i L I
27 27.5 28 285 29 295 30

Date

Rysunek B.1: Notowania indeksu Down Jones na Gieldzie Nowojorskiej (NYSE)
przed pazdziernikiem 1929 roku czyli przed wielkim krachem na Wall Street - naj-
wiekszym kryzysem gieldowym jaki dotknat $wiat, a w tym takze Stany Zjednoczone
Ameryki, w XX wieku. Linia ciagta oznaczono najlepsze dopasowanie rozwigzania
singularnego (B.14) uwzgledniajace jedynie liniowa log-periodycznosé (tzn. uwzgled-
niajace w drugiej réwnoséci w (B.16) w wystepujacym tam szeregu tylko wyraz z
n = 1). Optymalne warto$ci parametrow to: A = 571, B = -267, C = -0.0536,
a = 045, t. = 1930.22, w = 7.9 oraz ¢ = 1.0. Jak wida¢, krach nastapit tuz
przed trzecim lokalnym maksimum tej krzywej. (Rysunek zaczerpnigto z pracy A.
Johansen, D. Sornette: Critical Crashes, Risk 12 (1990) 91-94, [31]).

Ze wzgledu na olbrzymie znaczenie wyrazenia (B.19) w analizie technicznej (i nie
tylko) notowan gietdowych, przedstawiamy na rysunkach B.3 i B.4 zaréwno zaleznosé
X1% od czasu jak tez jego sktadowych: potegowej i log-periodycznej. Dodatkowo,
zamiescitam dwa wykresy (rys.B.5 i B.6) prezentujace wktad drugiej harmoniczne;
log-periodycznej poprawki do wyrazenia

X(t.—t) =~ A+B-|t.—t|*x

10Wyjatkowo, na rys.B.3 o pionowa oznaczono tradycyjnie przez y - prosze nie myli¢ ze zmienng
niezalezna y dang wzorem (B.18).
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X [1+Ccos(wln|t.—t]|—¢)+C'cos2wln|t. —t|—2¢);
(B.20)
jak widaé, wzor (B.19) jest szczegdlnym przypadkiem powyzszego wyrazenia.
W niniejszej pracy prezentuje komplementarne podejécie do opisu zjawisk kry-

tycznych na rynkach finansowych. Jest to podejscie oparte na analogii rynku finan-
sowego do materiatu plastycznego.
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Rysunek B.2: Przebieg indeksu gieldy w Kuala Lumpur (Malezja) przed jej kra-
chem w styczniu 1994 roku - najwiekszym kryzysem gietdowym jaki dotknal Azje
w XX wieku. Linig ciggta oznaczono najlepsze dopasowanie rozwigzania singularne-
go (B.14) uwzgledniajace jedynie liniowa log-periodycznosé (tzn. uwzgledniajace w
drugiej rownosci w (B.16) w wystepujacym tam szeregu tylko wyraz z n = 1). Naj-
wazniejsze parametry tego dopasowania to: a = 0.24, ¢, = 1994.02 oraz w = 10.9.
Jak wida¢, krach nastapit tuz po ostrym lokalnym maksimum tej krzywej czyli byt
poprzedzony przez tzw. babel gietdowy. (Rysunek zaczerpnieto z pracy A. Johan-
sen, D. Sornette: Bubbles and anti-bubbles in Latin-American, Asian and Western
stock markets: An empirical study, International Journal of Theoretical and Applied
Finance 4 (2001) 853-920, [53]).
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Rysunek B.3: Zaleznos¢ funkeji X (¢. —t) danej wzorem (B.19) od czasu t liczonego
w dniach (oscylujaca, czerwona linia ciagla) oraz jej sktadowej potegowej X pp (t.—1t)
(wyrazenie stojace przed nawiasem kwadratowym we wzorze (B.19), niebieska linia
ciagta); obie linie poprowadzono dla wartosci parametréw otrzymanych z dopasowa-
nia do danych empirycznych przedstawionych na rys.B.1.
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Rysunek B.4: Zaleznosé od czasu (liczonego w dniach) log-periodycznej sktadowej

funkcji X (t. — t) (wyrazenie stojace wewnatrz nawiasu kwadratowego we wzorze
(B.19)) dla parametrow otrzymanych z dopasowania tej funkcji do danych empi-
rycznych przedstawionych na rys.B.1.
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Rysunek B.5: Zaleznosé funkeji (B.20) uwzgledniajacej druga harmoniczna log-
periodyczna poprawke (oscylujaca, czerwona linia ciagta) od czasu t (liczonego w
dniach) oraz jej sktadowej potegowej (wyrazenie stojace przed nawiasem kwadrato-
wym we wzorze (B.19), niebieska linia ciagta); obie linie poprowadzono dla wartosci
parametrow otrzymanych z dopasowania do danych empirycznych przedstawionych
na rys.B.1 przy czym swobodny parametr wazacy ta poprawke jest tutaj ujemny i
wynosi, przyktadowo, ¢! = —0.03.
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Rysunek B.6: Zaleznos¢ sktadowych log-periodycznych (zerowej, pierwszej i drugiej
harmonicznej traktowanych sumarycznie) dla tego samego przypadku, ktérego do-
tyczy rys.B.5.
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Dodatek C

Reologiczny Standardowy Model
Zenera Ciala Plastycznego

C.1 Modele Kelvina i Maxwella materialéw pla-

stycznych

Wiekszos¢ modeli reologicznych bazuje na réznorakiej kombinacji dwoch prostych,

znanych praw [41], [48]:
1. Prawa sprezystosci Hooka idealnego ciata statego
o(t) =Ge(t),
gdzie G jest modutem sprezystosci Younga oraz

2. Prawa sprezystosci Newtona dla idealnych ptynéw

de(t)
dt -’

at)=n

(C.2)

gdzie n jest stalym wspélezynnikiem lepkosci pltynu (tego typu plyny nazy-
wa sie newtonowskimi w odréznieniu od nienewtonowskich czyli takich, dla
ktérych wspotezynnik ten zalezy od wielkosci dynamicznych o(t) lub e(t)). W
obu przypadkach o(t) jest chwilowym naprezeniem (napieciem) wewnetrznym
ciala (stalego lub ptynu) a (¢) jego chwilowym wydtuzeniem wzglednym®.

LOpis ciala plastycznego, ktéry wykorzystuje w niniejszej pracy nie wymaga ani rozréznienia

pomiedzy napieciem normalnym i $cinajacym ani wprowadzenia oprécz dwoéch powyzszych praw

takze trzeciego, Saint-Venanta opisujacego ciato doskonale plastyczne.
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Przy okazji zauwazmy, ze oba te prawa mozna uja¢ jednym prawem interpolacyjnym
postaci [41], [48]:

Y
1, d'e

D), (€3)

o(t)=n"G

gdzie v € [0, 1], natomiast fraktalny operator rézniczkowo-catkowy % jest zdefinio-
wany nastepujaco:

fO ) jezeliv=0,1,2,3,...,
(t) < wD7 f(t) jezeli v < 0, (C.4)

dtv S
i—n(%(t)),0<n—1<7<n jezeli v > 0,

&y

gdzie fO) oznacza pochodng zwyczajna rzedu v = 0,1,2,..., przy czym fO(t) =

f(t). Potocznie operator ;% nazywa sie pochodng utamkowa rzedu v (pomimo, ze

w og6lnosci nie ma on charakteru lokalnego). Wynika to by¢ moze z faktu, ze dla ~
bedacego liczba naturalng operator C% jest pochodng zwyczajna rzedu . Jak widaé,
dla v = 0 prawo interpolacyjne (C.3) odtwarza prawo Hooka a dla v = 1 Newtona.
Prawo (C.3) jest podstawowym we wspolczesnej reologii wykorzystywanym, dla -
utamkowego, np. do opisu plastycznych wtasnosci polimeréw (jest o tym mowa w
Dodatku C.2.2).

Na rys.C.1 przedstawiono:

a) sprezyne symbolizujaca prawo Hooka (C.1), ktéra w Reologicznym Modelu
Fraktalnej Dynamiki Rynku Finansowego stanowi analogon czysto emocjo-
nalnej, irracjonalnej, niczym nie skrepowanej aktywnosci inwestoréw, czyli po
prostu analogon chciwodci lub, ogdlniej méwiac, euforii inwestycyjnej pojedyn-
czego inwestora albo grupy inwestoréw,

b) amortyzator symbolizujacy idealny plyn sprezysty opisany réwnaniem Newto-
na (C.2), imitujacy w ramach RMFDRF awersje do ryzyka, czyli po prostu
strach przed utrata zyskow i zainwestowanego kapitalu oraz dwa najprostsze
modele materiatu plastycznego a mianowicie,

¢) model Kelvina ciata plastycznego opisany réwnaniem

de(t
o(t) = Ge(t) +n Z(t ) (C.5)
oraz
d) model Maxwella ciala plastycznego opisany innym réwnaniem
n do(t) de(t)
t)+ —= = . C.6
o)+ 5 =1 (C.6)
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@) b) c)
d)

Rysunek C.1: Podstawowe elementy modeli reologicznych, czyli a) sprezyna i b)
amortyzator oraz dwa tradycyjne modele: ¢) materialu plastycznego Kelvina i d)
materiatu plastycznego Maxwella.

Réwnania (C.5) i (C.6) mozna tatwo wyprowadzi¢ - przyktadowe, wyprowadze-
nie tego typu przedstawiam w nastepnym podrozdziale dla nieco bardziej ztozonego
modelu jakim jest Standardowy Model Zenera Ciata Plastycznego. Zauwazmy jesz-
cze, ze rownania (C.5) i (C.6), zreszta jak wszystkie rownania podstawowe (konsty-
tutywne) reologii (ang. Rheological Constitutive Equations), pozwalaja wyznaczy¢
zarowno wydtuzenie w zaleznosci od znanej chwilowej wartosci naprezenia badz tez
naprezenie w zaleznosci od znanej chwilowej wartosci wydtuzenia.

Warto zaznaczy¢, ze model Kelvina posiada interesujace rozwiazanie swobodne,
tzn. rozwigzanie na relaksacje wydtuzenia dla sytuacji nagtego znikniecia naprezenia
(o(t) =0dlat > 0), przy nieznikajacym wydtuzeniu poczatkowym, ey = ¢(t = 0) >
0. Mianowicie, jest ono postaci:

e(t) = egexp(—t/T), (C.7)

gdzie czas relaksacji 7 def. n/G. Tego typu relaksacja nosi nazwe ‘opdznienia sprezy-

stego’ (ang. elastic after-effect).
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7 analogiczng relaksacjg ale dotyczaca naprezenia mamy do czynienia w modelu
Maxwella, gdy wydtuzenie jest przez caly czas utrzymywane jako state; wtedy,

o(t) = ogexp(—t/7), (C.8)

gdzie, identycznie jak poprzednio, czas relaksacji 7 = n/G.
Wrécimy do tego typu relaksacji, jako relaksacji odniesienia, w kontekscie oma-
wianej w pracy relaksacji fraktalne;j.

C.2 Standardowy Model Zenera Ciatla Plastycz-
nego

Na rys.C.1 przedstawiono m.in. element (model) Maxwella (patrz d)) i sprezyne
(patrz a)), ktére potaczone réwnolegle tworza Standardowy Model (Zenera) Ciata
Plastycznego (patrz rys.2.1 zamieszczony w paragrafie 2.1.3). Aby wyprowadzi¢ re-
ologiczne rownanie podstawowe dla tego modelu zauwazmy najpierw, ze zachodzg
nastepujace relacje:

e(t) = eat) +e(t) =
de(t)  deq(t)  ded(t) 1 1 doM(t)
a @ T a _EJ““ GM qt (€.9)

gdzie indeks a dotyczy amortyzatora, indeks e sprezynki, natomiast indeks gérny M
sprezynki wchodzacej w sktad elementu Maxwella; ponadto,

B de(t)  dec(t)
o) = =) » T =Tl

(C.10)

dog(t)  doM(t)
. dt (C.11)

o(t) = 04(t) +0c(t) = 0u(t) = 0(t) — 0e(t) = 0(t) — Geee(t), (C.12)

o.(t) = M) =

e

gdzie w trzeciej réwnosci (C.12) i trzeciej w (C.9) wykorzystano prawa Hooka i
Newtona, ktore wyrazone w zmiennych uzywanych w modelu przyjmuja postac:

al(t) = Glel(t), (C.13)

oo(t) = Geedlt), (C.14)
deq(t)

aa(t) o (C.15)

Podstawiajac trzecia rownos¢ w (C.12) do trzeciej w (C.9) otrzymuje, jako etap
posredni, nastepujace rownanie
de(t) 1 1 doM

o = 5o = GOl + G (C.16)
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gdzie po drodze skorzystatam z pierwszej réwnosci w (C.10). Aby wyznaczy¢ pochod-

d M . . , ;. . . . . 7 s .
ng % skorzystam z pierwszej réwnosci w (C.11) i ponownie z trzeciej rownosci w

(C.12) oraz pierwszej w (C.10). Dzieki temu réwnanie (C.16) przeksztalca sie do
postaci

o(t)+ ™ a(t) =Gm™ dz ()

- 4 Glelt), (C.17)

gdzie ™ = n/GM a G = GM + G.. Jak widaé, otrzymaliémy réwnanie (2.15)
wykorzystywane w dalszym ciggu w paragrafie 2.1.3 do rozwijania naszego podejscia
(przy czym ma miejsce nastepujaca rownowazno$é oznaczen ™ =15 i Gy = Q).

C.2.1 Przejscie od modeli tradycyjnych do fraktalnych

Przejscie od tradycyjnych modeli reologicznych (omawianych powyzej) do fraktal-
nych przedstawia schematycznie rys.C.2, gdzie wybrane elementy sktadowe modelu
Zenera zostaly zastapione ich odpowiednikami hierarchicznymi, czyli sieciami typu
drabin, drzew lub struktur fraktalnych. Taki przyktadowy odpowiednik przedsta-
wiono na rys.C.3 w postaci hierarchicznej drabiny elementéw Maxwella (patrz takze
rys.C.1) zaczerpnietej z pracy [48]. W pracy tej zamieszczono wazny (ale zmudny)
dowdd, ze relacja pomiedzy naprezeniem o(t) a wydtuzeniem £(t) dla takiego elemen-
tu fraktalnego jest opisana fraktalnym prawem interpolacyjnym (C.3)?. Dodajmy,
ze wyktadnik v wystepujacy w tym prawie jest Scisle zwiazany z dwoma pierwszymi
modutami sprezystosci Younga charakteryzujacymi ta drabine nastepujaca relacja
v=1—G1/Go(>0), czyli nie zalezy od lepkosci.

C.2.2 Analogie

Za pomoca elementow a) i b) przedstawionych na rys.C.1 opisujemy zachowanie
(pojedynczych albo grupy) inwestoréw, ktoérzy znajduja sie, odpowiednio, w stanie
euforii (rzadzonej chciwoscia) albo paniki (rzadzonej awersja do ryzyka); elementy c)
i d) dotycza (pojedynczych albo grupy) inwestoréw normalnych tzn. takich, ktérych
stan jest superpozycja obu wspomnianych rodzajow emocji. Oczywiscie, stwierdze-
nie to wymaga wyjasnienia. W tym celu koniecznym jest, w pierwszym rzedzie,
zdefiniowanie analogii pomiedzy wspomnianymi elementami a stanami psychiczny-
mi graczy.

Zauwazmy, ze sprezyna moze tutaj ulec (teoretycznie rzecz biorac) nieograni-
czonemu wydhuzeniu, symbolizujac nieograniczony wzrost wartosci indeksu, pod

?Dokladniej rzecz biorac, drabina przedstawiona na rys.C.3 jest opisana fraktalnym prawem
de

interpolacyjnem postaci o(t) = ngG(lfvm(t), v € [0, 1], przy czym lepko$é n i modul sprezystosci
Younga G tego elementu fraktalnego jako calosci spelnia naturalny warunek n7G*=7 = n] G(l)_v.
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wplywem rozciggajacego naprezenia symbolizujacego dodatnia wartos¢ nadwyzki
popytowo-podazowej. Oczywiscie, tego typu sytuacja odpowiada wzrostowi cen ak-
cji tworzacych ten indeks, czyli (per saldo) zakupom tych akcji przez inwestoréw.
7. drugiej strony, Sciskanie sprezyny, odpowiadajace ujemnej nadwyzce popytowo-
podazowej, prowadzi do skrocenia sprezyny, czyli wyprzedazy akcji i w konsekwen-
cji spadku wartosci indeksu. W obu przypadkach moze to mie¢ charakter euforii
inwestycyjnej, wynikajacej w tym drugim przypadku np. z checi realizacji (wcze-
$niejszego) zysku a nie z awersji do ryzyka.

Jezeli chodzi o amortyzator, to opér wypelniajacego go ptynu symbolizuje nie-
che¢ inwestora albo grupy inwestorow do aktywnosci czyli awersje do ryzyka nie-
zaleznie od znaku nadwyzki popytowo-podazowej. Aby lepiej zrozumieé tg analogie
przyjrzyjmy sie blizej schematycznej konstrukeji takiego amortyzatora przedstawio-
nego na rys.C.4. Jak wida¢, tloczek amortyzatora jest perforowany co pozwala na
przeptyw plynu pomiedzy obiema czesciami komory, umozliwiajac ruch ttoka z opo-
rem w obie strony, czyli niezaleznie od tego, w ktora strone dziata naprezenie.

Dzigki wprowadzeniu powyzszych analogii daje sie uwzgledniaé¢ bezposredni wpltyw
emocji inwestoréw na indeks gietdowy. Wtasnie uwzglednienie tych emocji umozliwi-
to wprowadzenie w niniejszej pracy podstawowego réwnania Reologicznego Modelu
Fraktalnej Dynamiki Rynku Finansowego (2.20).
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Rysunek C.2: Przejscie od modelu Zenera do odpowiadajacego mu reologicznego
modelu fraktalnego polegajace na zastapieniu wybranych elementéw modelu odpo-
wiadajacymi im elementami fraktalnymi (zaznaczonymi schematycznie za pomoca
czerwonych prostokatéw) np. typu elementu przedstawionego na rys.C.3. Dodajmy,
ze najogélniejsza postaé fraktalnego modelu Zenera przedstawiono w pracy [41];
w pracy [47] podano tylko jego szczegdlny przypadek przytoczony tutaj, gdyz jest
wystarczajacy do uzyskania réwnania (2.20) - zasadniczego réwnania niniejszej roz-
prawy dotyczacego relaksacji indeksu gietdowego.
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1

Rysunek C.3: Przyktadowa, hierarchiczna struktura elementu fraktalnego w posta-
ci nieograniczonej drabiny odpowiednio sprzezonych elementéw Maxwella. Uwaga,
przez naprezenie o (t) wystepujace we fraktalnym prawie interpolacyjnym (C.3) rozu-
mie sie tutaj naprezenie o§(t) sprezyny o numerze j = 0, natomiast przez wydtuzenie
e(t) = €§(t) + €§(t) rozumie si¢ sumaryczme wydtuzenie sktadajace si¢ zaréwno z
wydhuzenia tej sprezyny jak tez zwigzanego z nig amortyzatora.
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Rysunek C.4: Amortyzator z dobrze widoczna perforacja ttoka (pionowe przeswity
w zaciemnionym poprzecznym pasku w $rodkowej czesci pojemnika), umozliwiajaca
przeptyw ptynu w obie strony.
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Dodatek D

Sciste rozwigzanie wprost
fraktalnego swobodnego réwnania

relaksacii

Rozwigzanie swobodnego (jednorodnego) réwnania relaksacji (zar6wno retrospek-
tywnej jak tez prospektywnej),
dX’(y)
dy

= —({)™" oDy’ X7(y), o’ >0, =L, P, (D.1)

mozna dokonaé¢ wprost!, bez odwolywania sie do czesto stosowanego podejscia wy-
korzystujacego transformacje Laplace’a (patrz Dodatek E). Sprawdzamy, ze funkcja
Mittag-Lefflera

E.. (— (%)a ) def. ioj % a’ >0, (D.2)

spetnia réownanie (D.1). W tym celu skorzystam z nastepujacej wlasnosci rozniczkowo-
catkowego operatora RL [46] (a tam wzér (A.16)),

I'(1+na’) J
pil-e/yna’ - T RE ) (4n)el—1 g1 D.3
o~y Y F((1+n)o¢‘])y N Y 9

z ktorej wynikaja bezposrednio wykorzystywane réwnosci

Dl—aJ ynaJ _ y(1+n)a‘]71
v T(1+na’) I'((1+n)a’l)’
(—(w/7)) oL (y)r)0rme

R (ETD R

Jy—a’ 1-a’
— (7 D
( ! ) 0y [ (1 —I—?”L()é‘])

IFormalnie rzecz biorac, nie musimy sie tutaj nawet ograniczaé do zakresu 0 < a” < 1.
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Teraz mozemy juz obliczyé prawa strone réwnania (D.1) mianowicie, korzystajac z

drugiego réwnania w (D.4) otrzymujemy, ze

y\ = o ()"
T 0B B (‘ (‘) ) - Z[ oD r<1+noﬂ>]

3

_ ii 73//71) . (D.5)

F(na’)

Lewa strone réwnania (D.1) otrzymujemy przez bezposrednie rézniczkowanie funk-

cji Mittag-Lefflera a mianowicie,

d v\ < d (—(y/m)*" )
d_EaJ< (7) ) = 2 0 Ttnal)
i 1

1(—1)”F(1 +na’l)dy

(/7'1)

3
Il

i ﬂ, (D.6)

1
Y I'(na’)
gdzie przy wyprowadzaniu ostatniej réwnosci skorzystatam ze znanego wzoru

F'l+z) =z (x). (D.7)

Jak widaé¢, wyrazenia (D.4) i (D.6) sa identyczne, co nalezalo wykazaé. Czyli funk-

cja Mittag-Leflera dana wzorem (D.2) jest rozwiazaniem swobodnego réwnania frak-
talnego (swobodnej relaksacji fraktalnej) (D.1) dla dowolnej chwili czasu y > 0.

Tego typu podejscie (wprost) do poszukiwania rozwiazania niejednorodnego réz-
niczkowo-catkowego réwnania fraktalnego (2.22) jest zbyt uciazliwe rachunkowo; bar-
dziej efektywne jest podejscie przedstawione w Dodatku E ponizej, wykorzystujace
do rozwiazania rownowaznego réwnania (2.20) transformate Laplace’a.
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Dodatek E

Sciste rozwigzanie fraktalnego,
niejednorodnego réwnania

relaksacji metoda transformacji

Laplace’a

Aby rozwiazaé¢ utamkowe réwnanie catkowe (2.20) (patrz rozdz.2.1.5) nalezy je pod-
da¢ obustronnie dziataniu transformacji Laplace’a, a nastepnie skorzystac¢ ze znanej
postaci transformaty Laplace’a dla operatora catkowania utamkowego (patrz [46] a
tam rownanie (A.5)),

[(s)

80{

E[ OD;af(t>](s) = , a>0, (El)

gdzie f oznacza transformate Laplace’a (w zmiennej Laplace’a s) funkcji f. Stad,
réwnanie (2.20) przyjmuje postaé algebraiczna

J

-0 J
. 1 1+ (7 s 1 -1
X7(s) = = (0)_01 07 (s) + | X7(0) = =5 U”(0) S
G 1+ () s Gy 1+ () 5o
J J
ol 37 >0, J=1L,P.

(E.2)

dobrze nadajacg sie do dalszego procedurowania. Oczywiscie, uzyskanie konkretnego
rozwigzania X7 (t) wymaga (jako kroku posredniego) podania jawnej postaci U7 (s);
zatem, z (2.26) otrzymujemy, ze

~ U’(0) 1 1

J
pu . E.
0(s) 2 S+aJ—2(wJ—AwJ)+s+aJ—z(wJ+AwJ) (E3)
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Wstawiajac (E.3) do (E.2) uzyskuje sie,
X7(s) = X'"(s)+

1 —a/ +1 (W = Au’) N —a’ +1 (v + Aw’) X (s) +
2 s+al —1(w —Aw’)  s+al —1 (W + Aw’)
1 st
v X0 - o) S (E4)
[ Gy 1+ ()" s’
gdzie
-B7 J
- 1 -1 o s A1
X,J(S) = A7 UJ(O) ° . + ( 0) o7 (E.5)
Gy 1L+ ()" s 14 ()" s

Réwnanie (E.4) zostalo napisane w postaci utatwiajacej przeprowadzenie odwrot-
nej transformacji Laplace’a wykorzystujacej definicje odpowiednio, pierwsza funkcji
Mittag-Lefflera a druga uogélnionej funkcji Mittag-Lefflera:

(- () =3 | 08 ] ]

a 1 B «
ras(=(2)") = 2 (5) 3 {(2)
T a \T1 T1
-1 7'1_’657175
147 %@

(0,1) ]
(07 1)) (_67 a)

- ¢ | (.7

gdzie Hgfl}[]izl jest funkcja typu funkcji H-Foxa, ogdlnie oznaczang przez H]"" i
dang w postaci catki typu Barnesa, mianowicie

(alaAl)a(a27A2)7"'a(apaAp) ‘| d%f. 1

HW M (z) = H [z /Cx(s)zsds,

Pa (b1, By), (by, Bs), ..., (bg, By) 2
(E.8)
przy czym funkcja podcatkowa
. "1 —a; + A; . I'(b; — B;
x(s) def. j=1 ( a; j 5) 1152, (b ;5) (E.9)

Hg=m+1 (1 —b;+ Bys) H§=n+1 T(a; — Ajs)’
(gdzie ewentualny pusty iloczyn nalezy zastapi¢ przez 1), parametry A;, j=1,...,p
iBj, j=1,...,q, sa nieujemne a liczby p, ¢, m,n sa catkowite spetniajace warunki
0<n <p 1 < m < q natomiast C' jest konturem lezacym w plaszczyznie
zespolonej, rozdzielajacym bieguny funkcji y(s) w taki sposéb, ze bieguny funkcji
I'(1 — a; + A; s) znajduja si¢ po lewej stronie konturu a I'(b; — B;s) po prawej.
Funkcje Foxa sg analitycznymi funkcjami zmiennej zespolonej z, gdy

148



1) p (dgf B - Aj) > 01z # 0 oraz gdy

: _ def. A —B,

2) p=01i|z| 1>ﬁ(% §:1Aj’H§:13j ])a
celem dokladniejszej analizy patrz np. [40] a takze [46]. Stad, uogélniona funkcja
Mittag-Lefflera E, 14z (— (T%) ) moze by¢ przedstawiona w postaci nastepujacego
szeregu [40], [46]:

oo () Era (D) o

Oczywiscie, uogélniona funkcja Mittag-Lefflera przechodzi w zwykta (1.4) gdy 8 = 0.
Ponadto, ma miejsce prosta zaleznos¢ dla 3 = «

B (@) R (@) e

Korzystajac z whasnosci (E.6) i (E.8) mozna wyrazenie (E.4) przedstawié w
zmiennej czasowej y nastepujaco:

X y) = L7 [X(s)] <y>—@UJ<o>

(E.12)

Pamietajac, ze iloczyn transformat Laplace’a transformuje sie wedlug odwrotnej
transformaty Laplace’a na konwolucje w przestrzeni prostej (tutaj w przestrzeni
zmiennej y) uzyskujemy z (E.4), wykorzystujac (E.12), nastepujace ogélne wyraze-

X'(y) = X7 (0)E,s <_ <T_31J>QJ) n

nie,

2G]

< [ aw Tl T _ AwVu — uNX" (o)
| dy exp(—a”(y —y)) exp(e (w” — Aw’)(y — ) X7 (Y) +
L1y J J J

+ §G_5U (0) {—a +1(w’ + Aw )} X

x ) dy exp(—a’(y — i) exp(2 (w” + Aw”) (y — ¢/) X" (y/),
(E.13)
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stuszne dla o”, 37 > 0.

Nalezy podkredli¢, ze w badanych przez nas zagadnieniach czestoéci w’ i Aw”,
J = L, P, byly co najwyzej rzedu jednej dziesigtej a ponadto, Aw’ byta znacz-
nie mniejsze od w’; wynikato to bezposrednio z dopasowania finalnego rozwigzania
(E.16) do danych empirycznych. Jednakze dla o’ # 37 zaniedbanie sktadnikéw pro-
porcjonalnych do w” i Aw” likwiduje zarazem cze$é oscylacyjng rozwigzania, gdyz
z X'/ (y') stojacego pod caltkami nie da sie wylaczy¢ czedci stalej niezaleznej od
a’, 37, J = L, P. Dlatego, dalej rozwazaé bede tylko przypadek o/ = 37. Dla tego
typu sytuacji rozwiagzanie (E.13) przechodzi w nastepujace, prostsze! (przy czym
nadal o’ > 0):

X'(y) = |X7(0)+ Gig U’ (0) (:—i}) E.. (_ (T_yi]> )
_ Gi()’ U 2(0) (;?J)‘ exp(—a’y) X
X |exp(t (w! = Aw’)y) + exp(a (W’ + Aw’)y)]

1 UY(0)
Gl 2

+ {—a‘] +1 (! + Aw‘])}

i

x /Oy exp(—a’(y — ¢)) exp(t (w” + Aw”)(y — y)) Eas (— (%) ) dy',
(E.14)

zawierajace nieznikajaca czesé oscylacyjna (przy czym po drodze wykorzystano wha-
snos¢ (E.11)).

W dalszym ciggu zaktadamy, ze parametry a’, J = L, P, znikaja co oznacza,
ze jezeli chodzi o relaksacje to mamy tutaj do czynienia jedynie ze spowolniong re-
laksacja (prospektywna albo retrospektywna) opisana funkcja Mittag-Lefflera F,,.
Zainteresowani jestesmy, oczywiscie, tylko rzeczywista czescig doktadnego rozwiaza-

!Natomiast tam gdzie oscylacje nie wystepuja zalozenie réwnych wykladnikéw ksztattu dla
danego zbocza piku jest utrzymywane o ile umozliwia to zadowalajace dopasowanie finalnej formuly
(E.16) do danych empirycznych. Na szczedcie, we wszystkich rozwazanych w pracy przypadkach
zalozenie to bylo mozliwe do utrzymania.
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nia (E.14); zatem,

RX7(y) =

= ()

J

1 AN
- — U’(0) (T—?]> cos(w” y) cos(Aw’ y)
Gy Ti
1 7\
_ wJG_gUJ(O) 1+<§> ] X

X /Oy sin(w’(y — y)) cos(Aw’(y — y)) Eas (— (%) ) dy’

7\
1+ (T—?,> ] X
o’
Yy
/ cos(w’ (y — v')) sin(Aw’ (y — 9/)) E,s (— <%> ) dy', o’ > 0.
0 i

(E.15)

— ijl

. J

X

Poniewaz rozwazamy sytuacje, w ktérych w”’, Aw’ < 1, J = L, P, czyli zaniedbuje-
my sktadniki uwzgledniajace w jawnej postaci efekt retardacji nadwyzki podazowej i
popytowej, stad dwa sktadniki w rozwiazaniu (E.15) proporcjonalne odpowiednio do
w”’ i Aw’ pomijamy. Z powyzszego wyrazenia otrzymujemy ostatecznie poszukiwane
przyblizone, rzeczywiste rozwiazanie réwnania (2.20) postaci,

= ()

J

RX(y)

X7(0) + G%)’ U’ (0) (T—f})_a

71

J

1 AN
— U’(0) <T—OJ> cos(w” y) cos(Aw’ ), o’ > 0; (E.16)
Gy Ti

to wtasnie przewidywania tej formuly poréwnuje w niniejszej pracy z danymi empi-
rycznymi.

E.1 Utlamkowa pochodna Caputo a fraktalne réw-

nania relaksacji

Zarowno fraktalne réwnanie relaksacji jak tez niejednorodne fraktalne rownanie re-
laksacji maja, formalnie rzecz biorac, szczegdlnie prosta posta¢ o ile zostang wy-
razone za pomoca tzw. fraktalnej (utamkowej) pochodnej Caputo [74] zdefiniowa-
nej za pomocy (2.25) (patrz rozdz.2.1.6). Aby wyrazi¢ w ten sposéb niejednorodne
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fraktalne réwnanie relaksacji przeksztatlcam wyjsciowe réwnanie (2.20) za pomoca
transformacji Laplace’a, wykorzystujac (E.1)

~ 1 ol 1 -
X(s) = - X7(0) = — () 7 X7(s)
1 87 1 - 1 - 11
+ G—g(ﬁ]) SWU‘](S%LG—@;U‘](S)—G—%;U"(O), J=L,P

(E.17)

Mnozac to réwnanie stronami przez s*" sprowadzam je do nastepujacej postaci,

S X - X)) = (7))
aJ -
s g (@) 0
4 GLL [s07(s) - U’ (0], J =L, P,

(E.18)

ktora jest juz tatwo wyrazi¢ ponownie w zmiennej czasowej y (a nie odwrotnej Lapla-
ce’a s). Mianowicie, zakladajac réwnosé wykltadnikéw ksztattu, tzn. o/ = g7, J =
L, P, otrzymuje rownanie,

4o’ X7 ()
dye’

1 dUy) 1
G_a’W+G_@7(TO) U (y)

J=L,P, (E.19)

= () X7 () +

gdzie po drodze (ponownie) wykorzystatam wtasnosé (E.1) oraz dobrze znany fakt,
ze

LYW (s) = sf(s) = £ (0). (E.20)

Czasami (np. gdy przeprowadza sie jakie$ rozwazania o charakterze ogdlnym) wygod-
niej jest operowaé réwnaniem (E.19) ze wzgledu na to, iz nie zawiera ono wypisanego
jawnie warunku poczatkowego.
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