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𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟
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Twierdzenie Blocha

Potencjał periodyczny 

Pokazaliśmy, że rozwiązanie jednoelektronowego równania 
Schrödingera  w potencjale periodycznym ma postać 
modulowanej fali płaskiej o periodzie sieci:

𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 + 𝑅

𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟

Wprowadziliśmy oznaczenie 𝑛 dla różnych rozwiązań odpowiadających temu samemu 𝑘 (indeks 

pasm). Wektor 𝑘 należy wtedy do pierwszej strefy Brillouina.

funkcja Blocha,
stan Blocha

amplituda Blocha,
obwiednia Blocha

𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺

𝐶𝑘− Ԧ𝐺𝑒
𝑖 Ԧ𝐺 Ԧ𝑟



Potencjał periodyczny 
Twierdzenie Blocha
Przykład:
Ruch elektronu w potencjale periodycznym.

Łatwo można pokazać (Ibach, Luth):

Rozwiązaniem jest oczywiście:

Tym razem Ƹ𝑝 = −𝑖ℏ𝛻 dostajemy Ƹ𝑝𝜓 Ԧ𝑟 = −𝑖ℏ 𝑖 𝑘 + 𝛻𝑢𝑛,𝑘 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟 ≠ ℏ𝑘𝜓 Ԧ𝑟 .

Funkcja Blocha nie opisuje elektronu o dobrze określonym pędzie! 

ℏ𝑘 nazywa się kwazipędem lub pędem krystalicznym.
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𝑉 Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺

𝑉Ԧ𝐺 exp 𝑖 Ԧ𝐺 Ԧ𝑟

𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟

𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺

𝐶𝑘− Ԧ𝐺𝑒
𝑖 Ԧ𝐺 Ԧ𝑟

Ԧ𝐺 = ℎ Ԧ𝑔1 + 𝑘 Ԧ𝑔2 + 𝑙 Ԧ𝑔3

LxLy

Lz



Potencjał periodyczny 
• kryształy są skończonych rozmiarów – można 

wprowadzić warunki brzegowe znikania funkcji 
falowej na brzegach kryształu. Prowadzi to jednak 
do tego, że wszystkie fale (elektronowe, sieciowe 
etc.) będą stojące, co w wielu wypadkach utrudnia 
opis

• ponieważ w kryształach makroskopowych drogi 
swobodne elektronów są dużo mniejsze niż roz-
miary kryształów, najwygodniejszym rozwiązaniem 
jest przyjęcie tzw. warunków periodyczności Borna-

Karmana: Ψ Ԧ𝑟 + 𝑁𝑗 Ԧ𝑎𝑗 = Ψ Ԧ𝑟 (𝑗 = 1,2,3)

gdzie Ԧ𝑎𝑗 są wektorami sieci Bravais, a 𝑁𝑗 dużymi liczbami całkowitymi, takimi że 𝑁𝑗𝑎𝑗 = 𝐿𝑗
jest rozmiaru całego kryształu.

Jeśli nasz kryształ ma skończone rozmiary zbiór wektorów 𝑘𝑖 jest skończony (choć olbrzymi!).

LxLy

Lz
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𝑘𝑖 = 0,±
2𝜋

𝐿𝑖
, ±

4𝜋

𝐿𝑖
, ±

6𝜋

𝐿𝑖
, … , ±

2𝜋𝑛𝑖
𝐿𝑖



Potencjał periodyczny 
W przypadku funkcji Blocha 𝜑𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟 :

𝜑𝑘 Ԧ𝑟 + 𝑁𝑗 Ԧ𝑎𝑗 = 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 + 𝑁𝑗 Ԧ𝑎𝑗 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟+𝑁𝑗 𝑎𝑗

= 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟𝑒𝑖𝑘𝑁𝑗 𝑎𝑗

Musimy zażądać, żeby 𝑒𝑖𝑘𝑁𝑗 𝑎𝑗 = 1

dozwolone wektory falowe stanowią dyskretną sieć punktów równomiernie rozłożoną w 
przestrzeni wektora falowego; komórkę elementarną sieci odwrotnej (strefę Brillouina) wypełnia 

𝑁1 ⋅ 𝑁2 ⋅ 𝑁3
takich punktów. Tyle też będzie stanów w każdym paśmie. 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3 mogą być różne, ale 
najczęściej przyjmujemy takie same

LxLy

Lz

2018-01-18 6

𝑘𝑗 = 0,±
2𝜋

𝐿𝑗
, ±

4𝜋

𝐿𝑗
, … , ±

2𝜋𝑁𝑗

𝐿𝑗

M. Baj  Fizyka materii skondensowanej i struktur półprzewodnikowych



Gęstość stanów
Gęstość stanów

2018-01-18 7

Warunki Borna-Karmana

Skończone rozmiary kryształu Lx, Ly, Lz

𝜓𝑛,𝑘– postać funkcji Blocha

Jeśli nasz kryształ ma skończone rozmiary zbiór wektorów k jest skończony (choć olbrzymi!), np. 
możemy przyjąć periodyczne warunki brzegowe i wtedy:

kx

ky

Ilość stanów 
w objętości

Ilość stanów na jednostkę energii 𝜌𝑛𝐷(𝐸) (zależy od ilości wymiarów)

𝑘𝑗 = 0,±
2𝜋

𝐿𝑗
, ±

4𝜋

𝐿𝑗
, … , ±

2𝜋𝑁𝑗

𝐿𝑗

𝑒𝑖𝑘𝑥𝐿𝑥 = 1

𝑒𝑖𝑘𝑦𝐿𝑦 = 1
𝑒𝑖𝑘𝑧𝐿𝑧 = 1

𝜓𝑛,𝑘 𝑥 + 𝐿𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝜓𝑛,𝑘 𝑥, 𝑦 + 𝐿𝑦 , 𝑧 = 𝜓𝑛,𝑘 (𝑥, 𝑦, 𝑧 + 𝐿𝑧)

=
2

2𝜋
𝐿𝑥

×
2𝜋
𝐿𝑦

×
2𝜋
𝐿𝑧

=
2𝑉

2𝜋 3 2𝜋

𝐿𝑦 2𝜋

𝐿𝑥



Density of states
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kx

ky

2𝜋

𝐿𝑦 2𝜋

𝐿𝑥

Gęstość stanów w przestrzeni 𝑘
𝑛 wymiarowej (na jednostkę objetości)

𝜌𝑘
𝑛𝐷 = 2

1

2𝜋

3

Case 3D:

𝜌𝑘
𝑛𝐷 = 2

1

2𝜋

2

Case 2D:

𝜌𝑘
𝑛𝐷 = 2

1

2𝜋

1

Case 1D:

Gęstość stanów

Jeśli nasz kryształ ma skończone rozmiary zbiór wektorów k jest skończony (choć olbrzymi!), np. 
możemy przyjąć periodyczne warunki brzegowe i wtedy:

Ilość stanów na jednostkę energii 𝜌𝑛𝐷(𝐸) (zależy od ilości wymiarów)

Ilość stanów 
w objętości

=
2

2𝜋
𝐿𝑥

×
2𝜋
𝐿𝑦

×
2𝜋
𝐿𝑧

=
2𝑉

2𝜋 3



2018-01-18 9

Twierdzenie Blocha

Potencjał periodyczny 

Właściwości funkcji Blocha: 𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟

1. 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 + 𝑅 = 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

2. 𝜑𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

3. 𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺

4. Inwersja w przestrzeni 𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 −𝑘

5. Inwersja w czasie (bez pola magnetycznego) 

𝐸𝑛 𝑘, ↑ = 𝐸𝑛 −𝑘, ↓
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Periodic potential



2018-01-18 11

Periodic potential we can expand as a Fourier series:

𝑉 Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺

𝑉Ԧ𝐺 exp 𝑖 Ԧ𝐺 Ԧ𝑟

The wavefunction can be represented as a sum of plane 
waves of different wavelengths satisfying periodic boundary 
conditions :

𝜑 Ԧ𝑟 =෍

𝑘

𝐶𝑘 exp 𝑖𝑘 Ԧ𝑟 = ⋯ =෍

𝑘

𝐵𝑍

෍

Ԧ𝐺

𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Schrödinger equation: 

Ƹ𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 Ԧ𝑟 𝜑 Ԧ𝑟 = 𝐸 𝜑 Ԧ𝑟

෍

𝑘

ℏ2𝑘2

2𝑚
𝐶𝑘 exp 𝑖𝑘 Ԧ𝑟 +෍

𝑘, Ԧ𝐺

𝐶𝑘 𝑉Ԧ𝐺 exp 𝑖 𝑘 + Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝐸෍

𝑘

𝐶𝑘 exp 𝑖𝑘 Ԧ𝑟

This is an equation for 𝐸 and 𝐶𝑘 for all vectors 𝑘, Ԧ𝑟 and Ԧ𝐺. 

Bloch theorem

Periodic potential

See also: Ibach, Luth „Solid State Physics”

We will show that!
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෍

𝑘

ℏ2𝑘2

2𝑚
𝐶𝑘 exp 𝑖𝑘 Ԧ𝑟 +෍

𝑘, Ԧ𝐺

𝐶𝑘 𝑉Ԧ𝐺 exp 𝑖 𝑘 + Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝐸෍

𝑘

𝐶𝑘 exp 𝑖𝑘 Ԧ𝑟

We get Schrödinger equation in a form:

෍

𝑘

exp 𝑖𝑘 Ԧ𝑟
ℏ2𝑘2

2𝑚
− 𝐸 𝐶𝑘 +෍

Ԧ𝐺

𝐶𝑘− Ԧ𝐺𝑉Ԧ𝐺 = 0

That must be met for each vector Ԧ𝑟.

The sum is over all 𝑘, Ԧ𝐺 ,therefore:

෍

𝑘, Ԧ𝐺

𝐶𝑘 𝑉Ԧ𝐺 exp 𝑖 𝑘 + Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = … 𝑘 + Ԧ𝐺 → 𝑘…

=෍

𝑘, Ԧ𝐺

𝐶𝑘− Ԧ𝐺 𝑉Ԧ𝐺 exp 𝑖𝑘 Ԧ𝑟

Bloch theorem

Periodic potential
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෍

𝑘

exp 𝑖𝑘 Ԧ𝑟
ℏ2𝑘2

2𝑚
− 𝐸 𝐶𝑘 +෍

Ԧ𝐺

𝐶𝑘− Ԧ𝐺𝑉Ԧ𝐺 = 0

for each vector Ԧ𝑟.

Thus, for each vector 𝑘 we got equation for coefficients 𝐶𝑘
and 𝐸:

ℏ2𝑘2

2𝑚
− 𝐸 𝐶𝑘 +෍

Ԧ𝐺

𝐶𝑘− Ԧ𝐺𝑉Ԧ𝐺 = 0

In this equation for 𝐶𝑘 also coefficients shifted by Ԧ𝐺 like 𝐶𝑘− Ԧ𝐺1
, 𝐶𝑘− Ԧ𝐺2

, 𝐶𝑘− Ԧ𝐺3
appear 

(but others do not, even when we started for any 𝑘!).

This equation couples those expansion coefficients  𝜑 Ԧ𝑟 = σ
𝑘
𝐶𝑘 exp 𝑖𝑘 Ԧ𝑟 , whose 𝑘 - values 

differ from one another by a reciprocal lattice vector Ԧ𝐺.
𝐶𝑘1
𝐶𝑘2
𝐶𝑘2
…
𝐶𝑘𝑛Try to plot the mattrix of this equation

Bloch theorem

Periodic potential
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ℏ2𝑘2

2𝑚
− 𝐸 𝐶𝑘 +෍

Ԧ𝐺

𝐶𝑘− Ԧ𝐺𝑉Ԧ𝐺 = 0

We do not need to solve these equations for all vectors Ԧ𝐺 –
we can find a solution in one unit cell of the reciprocal lattice  
and copy it 𝑁 times (𝑁 – number of unit cells)! 

Thus we can find eigenvalues 𝐸 → 𝐸𝑘 → 𝐸 𝑘 corresponding 

to the wave-function 𝜑𝑘 Ԧ𝑟 represented as a superposition of 

plane waves whose wave vectors 𝑘 differ only by reciprocal 

lattice vectors Ԧ𝐺.

Wave vector 𝑘 is a good quantum number  according to which the energy eigenvalues and 
quantum states may be indexed. Thus the function 𝜑 Ԧ𝑟 is the superposition of 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 of 

energies 𝐸 𝑘

𝜑 Ԧ𝑟 =෍

𝑘

𝐶𝑘 exp 𝑖𝑘 Ԧ𝑟 = ⋯ =෍

𝑘

𝐵𝑍

෍

Ԧ𝐺

𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

(later on we introduce coefficient 𝑛 for different solutions of 𝐸𝑘 corresponding to the same 𝑘)

Bloch theorem

Periodic potential



2018-01-18 15

Wave-function which is the solution of the Schrodinger 
equation 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 is represented as a superposition of plane 

waves whose wave vectors 𝑘 differ only by reciprocal lattice 

vectors Ԧ𝐺 and it has energies 𝐸𝑘 = 𝐸 𝑘 :

𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺

𝐶𝑘− Ԧ𝐺 exp 𝑖 𝑘 − Ԧ𝐺 Ԧ𝑟

Each vector 𝑘 − Ԧ𝐺 can enumerate states; it is convenient to 
choose the shortest vector (which belongs to the first 
Brillouin zone).

𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺

𝐶𝑘− Ԧ𝐺 𝑒
𝑖 𝑘− Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺

𝐶𝑘− Ԧ𝐺 𝑒
−𝑖 Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟

The function 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 is a Fourier series over reciprocal lattice points Ԧ𝐺, and thus has the 

periodicity of the lattice.

Bloch theorem

Periodic potential
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𝑘1 − 𝑘2 = Ԧ𝐺

𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟

Funkcje Blocha, których 
wektory falowe różnią się o 
wektor sieci odwrotnej są 
IDENTYCZNE!

Potencjał periodyczny 
Twierdzenie Blocha



Funkcje Blocha, których wektory falowe różnią się o wektor przestrzeni odwrotnej Ԧ𝐺 są takie 
same!

Dowód:
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Potencjał periodyczny 

𝜓𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 Ԧ𝐺 = ℎ Ԧ𝑔1 + 𝑘 Ԧ𝑔2 + 𝑙 Ԧ𝑔3

𝜓𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 𝑒𝑖(𝑘+ Ԧ𝐺) Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺′

𝐶 𝑘 + Ԧ𝐺 − Ԧ𝐺′ 𝑒−𝑖 Ԧ𝐺
′ Ԧ𝑟 𝑒𝑖(𝑘+ Ԧ𝐺) Ԧ𝑟 = ⋯

=෍

Ԧ𝐺′′

𝐶 𝑘 − Ԧ𝐺′′ 𝑒−𝑖 Ԧ𝐺
′′ Ԧ𝑟 𝑒𝑖(𝑘) Ԧ𝑟 = 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Twierdzenie Blocha

… ⇒ 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺

𝐶 𝑘 − Ԧ𝐺 𝑒−𝑖𝑘 Ԧ𝑟

Co z energią? Ԧ𝑝2

2𝑚0
+ 𝑉 Ԧ𝑟 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝐸 𝑛, 𝑘 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Ԧ𝑝2

2𝑚0
+ 𝑉 Ԧ𝑟 𝜓𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝐸 𝑛, 𝑘 + Ԧ𝐺 𝜓𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟



Funkcje Blocha, których wektory falowe różnią się o wektor przestrzeni odwrotnej Ԧ𝐺 są takie 
same!

Dowód:
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Potencjał periodyczny 

𝜓𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 Ԧ𝐺 = ℎ Ԧ𝑔1 + 𝑘 Ԧ𝑔2 + 𝑙 Ԧ𝑔3

𝜓𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 𝑒𝑖(𝑘+ Ԧ𝐺) Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺′

𝐶 𝑘 + Ԧ𝐺 − Ԧ𝐺′ 𝑒−𝑖 Ԧ𝐺
′ Ԧ𝑟 𝑒𝑖(𝑘+ Ԧ𝐺) Ԧ𝑟 = ⋯

=෍

Ԧ𝐺′′

𝐶 𝑘 − Ԧ𝐺′′ 𝑒−𝑖 Ԧ𝐺
′′ Ԧ𝑟 𝑒𝑖(𝑘) Ԧ𝑟 = 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Twierdzenie Blocha

Co z energią? Ԧ𝑝2

2𝑚0
+ 𝑉 Ԧ𝑟 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝐸 𝑛, 𝑘 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

Ԧ𝑝2

2𝑚0
+ 𝑉 Ԧ𝑟 𝜓𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝐸 𝑛, 𝑘 + Ԧ𝐺 𝜓𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟

⇒ 𝐸 𝑛, 𝑘 = 𝐸 𝑛, 𝑘 + Ԧ𝐺Energia jest periodyczną funkcją wektora falowego 𝑘!

… ⇒ 𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺

𝐶 𝑘 − Ԧ𝐺 𝑒−𝑖𝑘 Ԧ𝑟
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Twierdzenie Blocha

Potencjał periodyczny 

Właściwości funkcji Blocha: 𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟

1. 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 + 𝑅 = 𝑢𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

2. 𝜑𝑛,𝑘+ Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 = 𝜑𝑛,𝑘 Ԧ𝑟

3. 𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺

𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺 ≈
ℏ2

2𝑚
𝑘 + Ԧ𝐺

2

Dla potencjału periodycznego  dążącego do zera (model 
prawie swobodnych elektronów): 



Potencjał periodyczny 
Model prawie swobodnych elektronów

Model prawie swobodnych elektronów – dla fali płaskiej w pustej przestrzeni energia od 
wektora falowego wyraża się wzorem:

Wartości własne energii są periodyczną funkcją liczby kwantowej k.
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𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺

𝐸𝑛=1 𝑘 =
ℏ2𝑘2

2𝑚

Ԧ𝑔𝑖 =
2𝜋

Ԧ𝑎𝑖

2𝜋

𝑎𝑖
−
6𝜋

𝑎𝑖
−
4𝜋

𝑎𝑖
−
2𝜋

𝑎𝑖
−
8𝜋

𝑎𝑖

4𝜋

𝑎𝑖

6𝜋

𝑎𝑖

8𝜋

𝑎𝑖
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Model prawie swobodnych elektronów
Wartości własne energii są periodyczną funkcją liczby kwantowej k.
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Model prawie swobodnych elektronów – dla fali płaskiej w pustej przestrzeni energia od 
wektora falowego wyraża się wzorem:

𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺

𝐸𝑛=1 𝑘 =
ℏ2𝑘2

2𝑚
= 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺 =

ℏ2 𝑘 + Ԧ𝐺
2

2𝑚

Ԧ𝑔𝑖 =
2𝜋

Ԧ𝑎𝑖

2𝜋

𝑎𝑖
−
6𝜋

𝑎𝑖
−
4𝜋

𝑎𝑖
−
2𝜋

𝑎𝑖
−
8𝜋

𝑎𝑖

4𝜋

𝑎𝑖

6𝜋

𝑎𝑖

8𝜋

𝑎𝑖



Potencjał periodyczny 
Model prawie swobodnych elektronów
Wartości własne energii są periodyczną funkcją liczby kwantowej k.
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Model prawie swobodnych elektronów – dla fali płaskiej w pustej przestrzeni energia od 
wektora falowego wyraża się wzorem:

𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺

𝐸𝑛=1 𝑘 =
ℏ2𝑘2

2𝑚
= 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺 =

ℏ2 𝑘 + Ԧ𝐺
2

2𝑚

Ԧ𝑔𝑖 =
2𝜋

Ԧ𝑎𝑖

2𝜋

𝑎𝑖
−
6𝜋

𝑎𝑖
−
4𝜋

𝑎𝑖
−
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𝑎𝑖
−
8𝜋

𝑎𝑖

4𝜋

𝑎𝑖
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𝑎𝑖

8𝜋
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Model prawie swobodnych elektronów – dla fali płaskiej w pustej przestrzeni energia od 
wektora falowego wyraża się wzorem:

𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺

𝐸𝑛=1 𝑘 =
ℏ2𝑘2

2𝑚
= 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺 =

ℏ2 𝑘 + Ԧ𝐺
2
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Model prawie swobodnych elektronów – dla fali płaskiej w pustej przestrzeni energia od 
wektora falowego wyraża się wzorem:

𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺

𝐸𝑛=1 𝑘 =
ℏ2𝑘2

2𝑚
= 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺 =

ℏ2 𝑘 + Ԧ𝐺
2

2𝑚

Ԧ𝑔𝑖 =
2𝜋

Ԧ𝑎𝑖
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Potencjał periodyczny 
Model prawie swobodnych elektronów
Wartości własne energii są periodyczną funkcją liczby kwantowej k.

Jest tzw. zredukowana strefa Brillouina.
Na granicy strefy +/- G/2=p/a wartości 
energii są zdegenerowane. 
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Model prawie swobodnych elektronów – dla fali płaskiej w pustej przestrzeni energia od 
wektora falowego wyraża się wzorem:

𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺

𝐸𝑛=1 𝑘 =
ℏ2𝑘2

2𝑚
= 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺 =

ℏ2 𝑘 + Ԧ𝐺
2

2𝑚

Ԧ𝑔𝑖 =
2𝜋

Ԧ𝑎𝑖

−
𝜋

𝑎𝑖

𝜋

𝑎𝑖
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Strefy Brillouina

Potencjał periodyczny 

Wektor 𝑘𝑔 na granicy I strefy Brillouina 𝑘𝑔 =
1

2
Ԧ𝐺

Pokazać:   𝑘𝑔 − Ԧ𝐺 = 𝑘𝑔 (wskazówka: policz 𝑘𝑔 − Ԧ𝐺
2

)

Wektor  𝑘𝑔 − Ԧ𝐺 = 𝑘′𝑔 leży po przeciwnej stronie I strefy Brillouina i jest równoważny wektorowi 

𝑘𝑔. Wektory 𝑘𝑔 i 𝑘′𝑔 spełniają warunek Lauego:   𝑘𝑔 − 𝑘′𝑔 = Δ𝑘 = Ԧ𝐺

Stany 𝜑𝑘𝑔 Ԧ𝑟 z granicy I strefy Brillouina odpowiadają elektronowym falom stojącym (pokazać!)

Przypomnienie:

𝜓𝑛,𝑘 Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺

𝐶𝑘− Ԧ𝐺 𝑒
𝑖 𝑘− Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 =෍

Ԧ𝐺

𝐶𝑘− Ԧ𝐺 𝑒
−𝑖 Ԧ𝐺 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟 = 𝑢𝑘 Ԧ𝑟 𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟



Strefy Brillouina

http://oen.dydaktyka.agh.edu.pl/dydaktyka/fizyka/c_teoria_pasmowa/2.php

Strefa Brillouina dla sieci kubicznej powierzchniowo 
centrowanej (fcc). Ograniczające strefę ściany 
kwadratowe i sześciokątne pochodzą, odpowiednio, 
od punktów sieci odwrotnej typu (2,0,0) i (1,1,1).

Strefa Brillouina w przestrzeni 1-wymiarowej

Strefa Brillouina w przestrzeni 2-wymiarowej, sieć 
ukośnokątna. 

Potencjał periodyczny 
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𝑅 = 𝑛1 Ԧ𝑎1 + 𝑛2 Ԧ𝑎2 + 𝑛3 Ԧ𝑎3, 𝑛𝑖 ∈ ℤ
Ԧ𝐺 = 𝑚1 Ԧ𝑎1

∗ +𝑚2 Ԧ𝑎2
∗ +𝑚3 Ԧ𝑎3

∗ , 𝑚𝑖 ∈ ℤ
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Strefy Brillouina

Potencjał periodyczny 

𝑅 = 𝑛1 Ԧ𝑎1 + 𝑛2 Ԧ𝑎2 + 𝑛3 Ԧ𝑎3, 𝑛𝑖 ∈ ℤ
Ԧ𝐺 = 𝑚1 Ԧ𝑎1

∗ +𝑚2 Ԧ𝑎2
∗ +𝑚3 Ԧ𝑎3

∗ , 𝑚𝑖 ∈ ℤ

Ԧ𝑎𝑖
∗ Ԧ𝑎𝑗 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php

Konstrukcja stref Brillouina w 
dwuwymiarowej, kwadratowej sieci 
odwrotnej
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Strefy Brillouina

Potencjał periodyczny 

𝑅 = 𝑛1 Ԧ𝑎1 + 𝑛2 Ԧ𝑎2 + 𝑛3 Ԧ𝑎3, 𝑛𝑖 ∈ ℤ
Ԧ𝐺 = 𝑚1 Ԧ𝑎1

∗ +𝑚2 Ԧ𝑎2
∗ +𝑚3 Ԧ𝑎3

∗ , 𝑚𝑖 ∈ ℤ

Ԧ𝑎𝑖
∗ Ԧ𝑎𝑗 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Strefy Brillouina

Potencjał periodyczny 

𝑅 = 𝑛1 Ԧ𝑎1 + 𝑛2 Ԧ𝑎2 + 𝑛3 Ԧ𝑎3, 𝑛𝑖 ∈ ℤ
Ԧ𝐺 = 𝑚1 Ԧ𝑎1

∗ +𝑚2 Ԧ𝑎2
∗ +𝑚3 Ԧ𝑎3

∗ , 𝑚𝑖 ∈ ℤ

Ԧ𝑎𝑖
∗ Ԧ𝑎𝑗 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Strefy Brillouina

Potencjał periodyczny 

𝑅 = 𝑛1 Ԧ𝑎1 + 𝑛2 Ԧ𝑎2 + 𝑛3 Ԧ𝑎3, 𝑛𝑖 ∈ ℤ
Ԧ𝐺 = 𝑚1 Ԧ𝑎1

∗ +𝑚2 Ԧ𝑎2
∗ +𝑚3 Ԧ𝑎3

∗ , 𝑚𝑖 ∈ ℤ

Ԧ𝑎𝑖
∗ Ԧ𝑎𝑗 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Strefy Brillouina

Potencjał periodyczny 

𝑅 = 𝑛1 Ԧ𝑎1 + 𝑛2 Ԧ𝑎2 + 𝑛3 Ԧ𝑎3, 𝑛𝑖 ∈ ℤ
Ԧ𝐺 = 𝑚1 Ԧ𝑎1

∗ +𝑚2 Ԧ𝑎2
∗ +𝑚3 Ԧ𝑎3

∗ , 𝑚𝑖 ∈ ℤ

Ԧ𝑎𝑖
∗ Ԧ𝑎𝑗 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php



Sieć odwrotna do fcc to bcc
Komórka Vignera-Seitza

a

2

R. Stępniewski

2018-01-18 34

Symetrie sieci odwrotnej



Potencjał periodyczny 

2018-01-18 35

Yu, Cardona Fundametals of semiconductors



Strefy Brillouina

Ibach, Luth

Potencjał periodyczny 
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Struktura bcc

Struktura heksagonalna

𝑅 = 𝑛1 Ԧ𝑎1 + 𝑛2 Ԧ𝑎2 + 𝑛3 Ԧ𝑎3, 𝑛𝑖 ∈ ℤ
Ԧ𝐺 = 𝑚1 Ԧ𝑎1

∗ +𝑚2 Ԧ𝑎2
∗ +𝑚3 Ԧ𝑎3

∗ , 𝑚𝑖 ∈ ℤ



Potencjał periodyczny 
Model prawie swobodnych elektronów
Wartości własne energii są periodyczną funkcją liczby kwantowej k.
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𝐸𝑛 𝑘 = 𝐸𝑛 𝑘 + Ԧ𝐺

Ԧ𝑔𝑖 =
2𝜋

Ԧ𝑎𝑖

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors



Struktura pasmowa swobodnych elektronów w sieci kubicznej:

[hkl]=

000, 

100,100, 200, 200,

kx

– –

Potencjał periodyczny 

𝐸 𝑛, 𝑘 = 𝐸 𝑛, 𝑘 + Ԧ𝐺 =
ℏ2 𝑘 + Ԧ𝐺

2

2𝑚

Ԧ𝐺 = ℎ Ԧ𝑔1 + 𝑘 Ԧ𝑔2 + 𝑙 Ԧ𝑔3

𝑔𝑖 =
2𝜋

𝑎𝑖

𝜋

𝑎𝑥
−
𝜋

𝑎𝑥
382018-01-18

Model prawie swobodnych elektronów



kx

– –

Potencjał periodyczny 

𝐸 𝑛, 𝑘 = 𝐸 𝑛, 𝑘 + Ԧ𝐺 =
ℏ2 𝑘 + Ԧ𝐺

2

2𝑚

Ԧ𝐺 = ℎ Ԧ𝑔1 + 𝑘 Ԧ𝑔2 + 𝑙 Ԧ𝑔3

𝑔𝑖 =
2𝜋

𝑎𝑖

𝜋

𝑎𝑥
−
𝜋

𝑎𝑥

[hkl]=

000, 

100,100, 200, 200,

010,010,001,001,

392018-01-18

Struktura pasmowa swobodnych elektronów w sieci kubicznej:

Model prawie swobodnych elektronów



kx

– –

Potencjał periodyczny 

𝐸 𝑛, 𝑘 = 𝐸 𝑛, 𝑘 + Ԧ𝐺 =
ℏ2 𝑘 + Ԧ𝐺

2

2𝑚

Ԧ𝐺 = ℎ Ԧ𝑔1 + 𝑘 Ԧ𝑔2 + 𝑙 Ԧ𝑔3

𝑔𝑖 =
2𝜋

𝑎𝑖

𝜋

𝑎𝑥
−
𝜋

𝑎𝑥

[hkl]=

000, 

100,100, 200, 200,

010,010,001,001,

110,101,110,101,101,110,101,110
– –– –– – – –

402018-01-18

Struktura pasmowa swobodnych elektronów w sieci kubicznej:

Model prawie swobodnych elektronów



Model pustej sieci
Model prawie swobodnych elektronów
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Ch. Kittel, Wstęp do fizyki ciała stałego
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Model pustej sieci

R. Stępniewski



Diamond,  Saslow et al. PRL1966

Model pustej sieci
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Model pustej sieci

R. Stępniewski2018-01-18 47



Metoda ciasnego wiązania - wnioski

2018-01-18 48

Michał Baj



kx

Załóżmy zaburzenie w postaci „małego” potencjału

„mały potencjał”

Mały potencjał ma wpływ na pasma na granicach sfery 
Brillouina

hkl = 000, 100,100, 200, 200,
– –

(1D)

kx

Potencjał periodyczny 

𝑉 𝑥 = 𝑉0 cos
2𝜋

𝑎
𝑥

𝑉 𝑥 = 𝑉0 cos
2𝜋

𝑎
𝑥 =

𝑉0
2

𝑒𝑖
2𝜋
𝑎 𝑥 + 𝑒−𝑖

2𝜋
𝑎 𝑥

𝜋

𝑎𝑥
−
𝜋

𝑎𝑥

𝜋

𝑎𝑥
492018-01-18

Model prawie swobodnych elektronów



Potencjał periodyczny 
Twierdzenie Blocha

kx

k nowa współrzędna

ax

Opis stanów elektronowych na granicy strefy Brillouina
wymaga superpozycji co najmniej dwóch fal płaskich. Dla 
znikającego (ale niezerowego) potencjału falami tymi są:

gęstość prawdopodobieństwa

gęstość prawdopodobieństwa

Rozwiązanie odpowiada dwóm falom o tej samej długości:

2018-01-18 55

𝜋

𝑎𝑥



Podstawy modelu jednoelektronowego
Twierdzenie Blocha

kx

k nowa współrzędna

ax

Pojawia się przerwa energetyczna na granicy strefy Brillouina
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Podstawy modelu jednoelektronowego
Twierdzenie Blocha

kx

k nowa współrzędna

ax

Pojawia się przerwa energetyczna na granicy strefy Brillouina
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Podstawy modelu jednoelektronowego
Twierdzenie Blocha

kx

k nowa współrzędna

ax

Pojawia się przerwa energetyczna na granicy strefy Brillouina

pasmo

pasmo

pasmo
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8𝜋
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−
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Potencjał periodyczny 
Twierdzenie Blocha
•Ponieważ funkcja Blocha przesunięta o wektor sieci odwrotnej nie zmienia się to wygodnie jest 
przedstawiać wyniki tylko w I-szej strefie Brillouina. Trzeba wówczas numerować pasma 
energetyczne.
•Stan elektronu w ciele stałym zadany jest przez wektor falowy z I-szej strefy, numer pasma oraz 
rzut spinu.

2018-01-18
59



602018-01-18

Struktura pasmowa

• It is convenient to present the energies only in the 1st Brillouin zone.
• The electron state in the solid state is given by the wave vector of the 1st Brillouin zone, band 
number and a spin.
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Struktura pasmowa



Spektroskopia fotoemisyjna
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ℏ𝜔 = 𝜙 + 𝐸𝑘𝑖𝑛 + 𝐸𝑏

praca wyjścia bariera potencjału



Spektroskopia fotoemisyjna
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ℏ𝜔 = 𝜙 + 𝐸𝑘𝑖𝑛 + 𝐸𝑏

praca wyjścia bariera potencjału



Spektroskopia fotoemisyjna
Struktura pasmowa ciał stałych

Wyznaczanie struktury pasmowej

http://www.physics.berkeley.edu/research/lanzara/research/Graphite.html

Phys. Rev. B 71, 161403 (2005)
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http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.71.161403
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Phys. Rev. B 71, 161403 (2005)
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http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.71.161403
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Yu, Cardona Fundametals of semiconductors

Struktura pasmowa
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Dla struktury 𝑠𝑐: 𝑅𝑛 − 𝑅𝑚 = ±𝑎, 0,0 ; 0, ±𝑎, 0 ; 0,0, ±𝑎 ;

𝐸𝑛 𝑘 ≈ 𝐸𝑗 − 𝐴𝑗 − 2𝐵𝑗 cos 𝑘𝑥𝑎 + cos 𝑘𝑦𝑎 + cos 𝑘𝑧𝑎
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Metoda ciasnego wiązania - wnioski
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W ramach metody ciasnego wiązania powstawanie pasm wyjaśniamy jako efekt wzajemnego 
oddziaływania stanów atomowych poszczególnych atomów tworzących ciało stałe. Stany 
atomowe klasyfikujemy jako należące do odpowiednich powłok: 
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Jeśli w krysztale makroskopowym mamy N 
komórek elementarnych, to każdemu stanowi 
atomowemu, odpowiada N lub 2N miejsc na 
elektrony – odpowiednio: bez uwzględnienia 
spinu lub z uwzględnieniem spinu

W takim razie, jeśli uwzględnić spin, to w 
każdym paśmie jest 2N miejsc na elektrony 
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W ramach metody ciasnego wiązania powstawanie pasm wyjaśniamy jako efekt wzajemnego 
oddziaływania stanów atomowych poszczególnych atomów tworzących ciało stałe. Stany 
atomowe klasyfikujemy jako należące do odpowiednich powłok: 
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Nieparzysta liczba 
elektronów na 
komórkę (metal)

Parzysta liczba 
elektronów na 
komórkę (niemetal)

Parzysta liczba elektronów na 
komórkę ale przekrywające się 
pasma (metale II grupy, np. Be 
→ slajd wcześniej!)
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Be

C, Si, Ge
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Tight-Binding Approximation



Gęstoś stanów 2D - grafen
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Liniowa zależność dyspersyjna w grafenie:

Metoda ciasnego wiązania  przy uwzględnieniu odziaływania z najbliższymi sąsiadami [P. R. 
Wallace, „The Band Theory of Graphite”, Physical Review 71, 622 (1947).] daje :

𝐸 𝑘 = ± 𝛾0
2 1 + 4 cos2

𝑘𝑦𝑎

2
+ 4 cos

𝑘𝑦𝑎

2
⋅ cos

𝑘𝑥 3𝑎

2
≈ ℏ ǁ𝑐 𝑘 − 𝑘𝑖
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