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Nasz cel:

Twierdzenie Blocha
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Rys. XV.5. Powstawanie przerw na granicy kolejnych stref Brillouina i redukcja przedstawienia aq; q; aq; 4 a; a; a;
pasm do pierwszej strefy a.
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Potencjat periodyczny
Twierdzenie Blocha .u .u .u

0,77 =u, () e™

9 O O O
Z @ o 0
funkcja Blocha, amplituda Blocha, .U .k) .k) .O

stan Blocha obwiednia Blocha Q Q Q
Pokazalismy, ze rozwigzanie jednoelektronowego réwnania . . .
Schrédingera w potencjale periodycznym ma postaé J ) ) )
modulowanej fali pfaskiej o periodzie sieci: . . .

2 1) = w5 (7 + B)

WprowadziliSmy oznaczenie n dla réznych rozwigzan odpowiadajgcych temu samemu k (indeks
pasm). Wektor k nalezy wtedy do pierwszej strefy Brillouina.

1, 5() = ) Cp_ge'®
z
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha

Przyktad:
Ruch elektronu w potencjale periodycznym.

V(r) = z Va exp(iﬁ?)
G

5 == h§1 +kg)2 + lgg

Rozwigzaniem jest oczywiscie:
V2 (@) = u, 2 () ™"
tatwo mozna pokazac (/bach, Luth):
U, (F) = ) Cp_ge'®
G
Tym razem p = —ihV dostajemy py(¥) = —ih(i Kk + |7un§)eik’j + hl_()tp(?).

Funkcja Blocha nie opisuje elektronu o dobrze okreslonym pedzie!

hk nazywa sie kwazipedem lub pedem krystalicznym.
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Potencjat periodyczny

* krysztaty sg skonczonych rozmiarow — mozna
wprowadzi¢ warunki brzegowe znikania funkgcji
falowej na brzegach krysztatu. Prowadzi to jednak
do tego, ze wszystkie fale (elektronowe, sieciowe
etc.) beda stojgce, co w wielu wypadkach utrudnia
opis

* poniewaz w krysztatach makroskopowych drogi
swobodne elektrondw sg duzo mniejsze niz roz-
miary krysztatow, najwygodniejszym rozwigzaniem

jest przyjecie tzw. warunkéw periodycznosci Borna-
Karmana: W(7 + N; C_ij) =Y (j =1,2,3) L,

gdzie 5,]- sq wektorami sieci Bravais, a N; duzymi liczbami catkowitymi, takimi ze N;a; = L;
jest rozmiaru catego krysztatu.

Jesli nasz krysztat ma skonczone rozmiary zbiér wektoréw I:i jest skonczony (cho¢ olbrzymil!).

- 2t 4w 6w 21N;
klzoii ;i ;i )"';i
L — Ly L L;
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Potencjat periodyczny

W przypadku funkcji Blocha ¢ (¥) = uy, (F)eiw :

op(F+ N &) = wg (7 + N; @) e+ )

— uk,(f.’)eﬁ()f"eﬁ()lvj a]
Musimy zazada¢, zeby e**NJ dj = 1 L,
Z 0 +2TL’ +4TL’ 21N v
] — )—_)—_) ) -
Ly L Ly

dozwolone wektory falowe stanowig dyskretng sie¢ punktow réwnomiernie roztozong w
przestrzeni wektora falowego; komodrke elementarng sieci odwrotnej (strefe Brillouina) wypetnia
N; - N, - N,
takich punktéw. Tyle tez bedzie standw w kazdym pasmie. Ny, N,, N; moga by¢ rozne, ale

najczesciej przyjmujemy takie same

M. Baj Fizyka materii skondensowanej i struktur potprzewodnikowych
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Gestosc stanow

GQStOS'é stanow lloé¢ stanéw na jednostke energii p™P (E) (zalezy od iloéci wymiaréw)

Jesli nasz krysztat ma skoriczone rozmiary zbidr wektorow K jest skoriczony (cho¢ olbrzymi!), np.
mozemy przyjac periodyczne warunki brzegowe i wtedy:

Warunki Borna-Karmana k

, . ——1-——-|———|---1---—|--—|———1-———:—¥A—--r---l--—n———-: ——————————————————
Skonczone rozmiary krysztatu L, Ly, L, BEEEEENEEES P NN N
Y., #— postac funkcji Blocha ------
(7 k(x + Ly y,2) = Y, (0 y +1y,2) =P, (67,2 + LzD I IR R A A
ikxLy —
e | - 2m  Am 72,20/ U "
e vy = ki =0, _I—'L_' iL_' v X L
elkzlz — 1 J J J
ll04¢ stanow 2 2y R

wobjetosci ~ 2m 2w _ 2m 3 $ _____________

i T L 2 @r)* 2m v -

x y z L. AT —-- 2
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Density of states

GQStOS'é stanow lloé¢ stanéw na jednostke energii p™P (E) (zalezy od iloéci wymiaréw)

Jesli nasz krysztat ma skoriczone rozmiary zbidr wektorow K jest skoriczony (cho¢ olbrzymi!), np.
mozemy przyjac periodyczne warunki brzegowe i wtedy:

Gestos¢ standw w przestrzeni k
n wymiarowej (na jednostke objetosci)

1 3
nD

. =2 —

Case 3D: Pk (2n>
2

1

nD _ -

Case 2D: Pr = (Zn)
1

1

nD _ s

Case 1D: Pk (271)

2V

llos¢ standw

w objetosci 27 9 2T 9 2 (2m)3 2T
Ly " Ly, " L, I
y

1 1 1 1 1 1 |yA 1 1 1 1 1
——————————————————————————————————————————————————————————————
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T | U | N [ D ¥ R | ISR NN [ L d ool
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

__I____I___ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T 1 iy Ey Rt iy M i i h r=—T--=1-—-- r-—=a--=-r--
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
——————————————————————————————————————————————————————————————
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——————————————————————————————————————————————————— ol I P
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I L . Xy
1 1 ] ] ] [] [] 1
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T i r T-=7° r T = b By Rl s S Sl it Sl il
1 1 1 1
1 1 1 1
—————————————————————————————————————————————————————————————
1 1 1
1 1 1
L JI [ _JI._JI [ JR RN [N AR A FSU N I R Y N R
1 1 1
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha

O 20 @0
@ 0 O
O 20 @l @
@ © o

Wtasciwosci funkeji Blocha: ¢ (%) = u, - () elkt

unﬁ(F + ﬁ) =u, ()

1 u, , ) ) ) @
2. (pn’§+5(17)= Pn¥ () . . . .

3. En(k)=E,(k+G)
2 BO=nE0 o e e
5

. Inwersja w przestrzeni En(k) = En(—k)

. Inwersja w czasie (bez pola magnetycznego) . . .
Ex (’_‘)' 1) = En(_l_‘)' L)
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Periodic potential

LOOK: SON . DIFFERENTIAL EQUATION!

-~ —-r"'\1

DIFFERENTIAL EIJUAT_IOIIS EVERYWHEREI

G
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Periodic potential
Bloch theorem O a0 20
® & ¢

Periodic potential we can expand as a Fourier series:
) O a a av
v =3 Vo169 o o o
G

Q&) &) &) O
The wavefunction can be represented as a sum of plane . . . .

waves of different wavelengths satisfying periodic boundary 9 9 9
conditions : . . .

BZ | |
() = Z Cz exp(ik?) = -+ = Z Z G o .U .k) .U
K K G

Schrodinger equation: \
5?2 We will show that!
S—+V({@) o) =E o)

2m

h2 k>

—— Cy exp(ik7) + Z ¢, Vs expli(k + G)7] = E Z C; exp(ik7)
k.G k

k

This is an equation for E and Cy, for all vectors k, 7 and G. _ o
See also: Ibach, Luth ,,Solid State Physics

2018-01-18 11




Periodic potential

Bloch theorem Y @ &’
h2k2 . . .
Ce exp(lkr) + z C3 Vz exp[l(k + G)r] E Z C3 exp(lkr) . .
o . . .
. . .
‘e e @

k
The sum is over all k, G ,therefore:

>y vgexpli(k + )7 =
k.G

= Z CrgVs exp[il_c)F]
k.G

\)
=L

We get Schrodinger equation in a form:

%
z exp(ik?) S E|C; + z C_gVz
K G

=0

k
That must be met for each vector 7.

2018-01-18 12




Periodic potential
Bloch theorem O a0 20
® & ¢

o | (R2K2 O al al av
Yosti|(55 -t Yool 0 ° @ @ @
k G

for each vector 7. .k) .O .U .K)
Thus, for each vector k we got equation for coefficients C3 O O O
and E: . . .
h2k? O 20 a0 a0
(w—)ea T = oo o
G

In this equation for (3 also coefficients shifted by G like C%_él’ CTé—éz' Cﬁ_@sappear

(but others do not, even when we started for any E!).

This equation couples those expansion coefficients ¢ (7) = Zg C3 exp(izf), whose k - values

differ from one another by a reciprocal lattice vector G. c
kq
Cr,
Cr,

Try to plot the mattrix of this equation Cr,,

13
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Periodic potential

Bloch theorem

O o0 =0
h*k? u. u. u. O
<2m _E>Cﬁ+zcﬁ-5[/§=0 ® O O

We do not need to solve these equations for all vectors G- .O .U .U .U

we can find a solution in one unit cell of the reciprocal lattice

and copy it N times (N — number of unit cells)! .\) .\) .\)
Thus we can find eigenvalues E - E7 — E(l_c)) corresponding o Q Q Q
to the wave-function ¢, () represented as a superposition of . . .
plane waves whose wave vectors k differ only by reciprocal

lattice vectors G.

Wave vector k is a good quantum number according to which the energy eigenvalues and
quantum states may be indexed. Thus the function ¢(7) is the superposition of 1. - (#) of

energies E(E)
BZ
o) = Z C3 exp(i%?) = ... = Z Z an,ﬁ(F)
k kK G

(later on we introduce coefficient n for different solutions of E; corresponding to the same I_é)

1/18/2018 14




Periodic potential

Bloch theorem .U .U .O
Wave-function which is the solution of the Schrodinger

equation 1,07@(77’) is represented as a superposition of plane . . .

waves whose wave vectors k differ only by reciprocal lattice

vectors G and it has energies ETc = E(l_c)) : . . . .
Vi@ = ) Cp_gexpli(k - G
SUIXE o e e

Each vector I_é — G can enumerate states; it is convenient to . . .
choose the shortest vector (which belongs to the first
Brillouin zone).

nk(r)_zc_) _)el(k —G)7 ZC_, e iGT o kT =u%(7_‘>)eik?

The function ug (7) is a Fourier series over reciprocal lattice points 5, and thus has the

periodicity of the lattice.

2018-01-18




Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha

Funkcje Blocha, ktorych
wektory falowe rdznig sie o
wektor sieci odwrotnej sg
IDENTYCZNE!

2018-01-18

7P = up (Mel*”

i) =t (x)e™®

s ()

EH.'.J T

M

WAV

P X)) =Uy l{;ﬁ]lva*."'l"I
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha

Funkcje Blocha, ktérych wektory falowe réznig sie o wektor przestrzeni odwrotnej G sg takie
same! l/}nj()+§(?) = l/’n,% (1) G =hg, + kg, +1gs
Dowdd:

e P =) (k= G)e
z

lpnTc’+§(F) = un%+5(7_ﬂ)) ei(THé)F = z C(l_é +G— C_f’)e_i@”7 ei(%+5)7 — ...

-

G/ - =7 AN LN >
L (- e e —
5/’
Co z energig? p2 . . > S
<—2m +V(@ |,z () =E(nk) ¢,z
0

2
(% +V (F)) Yuiirc@® = E(nk +G) 5,6

0

2018-01-18




Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha

Funkcje Blocha, ktérych wektory falowe réznig sie o wektor przestrzeni odwrotnej G sg takie
same! Y@ = Y P G =hg, + kg, +1gs
Dowdd:

e AGE z C(l_é _ 5)6—1'%?
G

lpnfc’+5(7:>) = un%+5(f)) ei@-l—éﬁ = z C(l_é +G— C_f’)e_ié”7 ei(%+5)7 — ...

Gr - 2N iR iR N
=) C(f — 6" o7 = )
5/’
Co z energig? p2 R ) . .
(ﬁ V(@) | () = E (n. k) V()
0

2
(p— + V(ﬂ) Yoieg@® = E(nk +G) ¥,7,6@

2my

Energia jest periodyczng funkcjg wektora falowego k! = E(n, k) = E(n, k + G)

2018-01-18
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha

Wtasciwosci funkeji Blocha: ¢ (%) = u, - () elkt

D ) O O
(7 +R) Q) @60
1w, z(F+R)=u,zF @ O &) O
ey e 66 e
3. En(k)=E,(k+G)

Dla potencjatu periodycznego dazgcego do zera (model

prawie swobodnych elektronow): . . .

S - .. h* o L2
En(k)=En(k+G)zﬁ|k+G|

2018-01-18
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw 21
Wartosci wiasne energii s periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j K. |gi| = m
l

En(k) = Ep(k +G)

Model prawie swobodnych elektrondw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od

wektora falowego wyraza sie wzorem: P12

2m

Ep_i1(k) =

2018-01-18



Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw 21
Wartosci wiasne energii s periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j K. |gi| = m
l

En(k) = Ep(k +G)

Model prawie swobodnych elektrondw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem:
50 WyTaza 58 h2k2 hZ(k + G)
Enz1(k) =

_n(+)_

2018-01-18



Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw 21
Wartosci wiasne energii s periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j K. |gi| = m
l

En(k) = Ep(k +G)

Model prawie swobodnych elektrondw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem:
50 WyTaza 58 h2k2 hZ(k + G)
Enz1(k) =

_n(+)_

AN

2018-01-18
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw 21
Wartosci wiasne energii s periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j K. |gi| = m
l

En(k) = Ep(k +G)

Model prawie swobodnych elektrondw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem:
50 WyTaza 58 h2k2 hZ(k + G)
Enz1(k) =

_n(+)_

LSS

2018-01-18
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw 21
Wartosci wiasne energii s periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j K. |gi| = m
l

En(k) = Ep(k +G)

Model prawie swobodnych elektrondw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem:
50 WyTaza 58 h2k2 hZ(k + G)
Enz1(k) =

_n(+)_

2018-01-18



Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw 21
Wartosci wiasne energii s periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j K. |gi| = m
l

En(k) = Ep(k +G)

Model prawie swobodnych elektrondw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem:
50 WyTaza 58 h2k2 hZ(k + G)
En= 1(k) —

_n(+)_

Jest tzw. zredukowana strefa Brillouina.
Na granicy strefy +/- G/2=n/a wartosci
energii sg zdegenerowane.
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina

Wektor I_c)g na granicy | strefy Brillouina l_ég ==G

N | =

Pokazaé: |]_€g —G| = |l_€g| (wskazowka: policz |Eg - 5|2 )

Wektor I_ég —G = I_c)’g lezy po przeciwnej stronie | strefy Brillouina i jest rownowazny wektorowi

— —

kg. Wektory k, i I_c>’g spetniajg warunek Lauego: I_ég — E’g =Ak =G

Stany @+ () z granicy | strefy Brillouina odpowiadajg elektronowym falom stojgcym (pokazaé!)
Pkq

Przypomnienie:

W, 2@ = Z Coz pi(F=G)F — Z Co_pe 0T P =y (7)ol
G

2018-01-18 27




Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina
}_2) = nlc_il +n2C_i2 +n3C_l>3, n; € 7

-

G = myd; + myd; + msds, m; € Z

Strefa Brillouina w przestrzeni 1-wymiarowe;j
X

—*ﬁ-
T T
“a 0 ;

Strefa Brillouina w przestrzeni 2-wymiarowej, sieé
ukosnokatna.

{1

i
L

K, Strefa Brillouina dla sieci kubicznej powierzchniowo
centrowanej (fcc). Ograniczajgce strefe Sciany
kwadratowe i szesciokatne pochodzg, odpowiednio,
od punktéw sieci odwrotnej typu (2,0,0) i (1,1,1).

2018-01-18




Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina

R = nyd, + n,d, + nzds, n; € Z Konstrukcja stref Brillouina w
G = mydr + myd; + mad; m; € T dwuwymiarowej, kwadratowej sieci
)
odwrotne;j

=t 3=
Cli aj = 27T6ij

© O 0 O Q Q 0 09 O O O |10 W
o O O O o O &ﬁ Q @ o OO0 O
o O T O O o O ‘ O © © O |e@| O O
©c O O O O o O O O O ©c O[O0 |]0 O
O O » O O O O O O O o O|O0)|]0O0 O

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina
}_2) = nlc_il + nzaz + ngc_l)g, n; € 7

-

G = myd; + myd; + msds, m; € Z

=t 3=
Cli aj = 27T6ij

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php

2018-01-18 30




Potencjat periodyczny
Strefy Brillouina

R = n,d, + n,d, + nids, n; € Z
9

G = myd; + myd; + msds, m; € 7

* =
alaj = 277,'6,:]'

@ @
N T
\W"‘Ah“"i
XEC
/b"vV‘

i
e8| | X

- . wwwl.duit

5.ac.uk

éwww.d oitpoms.ac.uk

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php

2018-01-18
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina
}_2) = nlc_il +n2C_i2 +n36_l>3, n; € 7

-

G = myd; + myd; + msds, m; € Z

>%x =
Cli aj = 277,'6,:]'

@ @ @
@ @
@ @
cc) (i &) N .doit'ls.ac.uk‘ cc)d ) 3 doit'ls.ac.u

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina
}_2) = nlc_il +n2C_i2 +n3C_l>3, n; € 7

-

G = myd; + myd; + msds, m; € Z

>%x =
Cli aj = 277,'6,:]'

www.doitpoms.ac.uk
N

cc)(d ) oit'ls.ac.u

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Symetrie sieci odwrotne]

Sie¢ odwrotna do fcc to bcc
Komorka Vignera-Seitza

bece

R. Stepniewski

2018-01-18 34



Potencjat periodyczny

Fig. 2.2. (a) The crystal structure of diamond and zinc-blende (ZnS). (b) the fcc lattice
showing a set of primitive lattice vectors. (c¢) The reciprocal lattice of the fec lattice shown
with the first Brillouin zone. Special high-svmmetry points are denoted by T, X, and L,

Yu, Cardona Fundametals of semiconductors

2018-01-18

while high-symmetry lines joining some of these points are labeled as A and A



Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina
}_2) = nlc_il + nzc_iz + ngc_l)g, n; € 7

-

G = myd; + myd; + msds, m; € Z

Struktura bcc

Ibach, Luth
2018-01-18

H
Lk
r"i ______ e L
|V B

Struktura heksagonalna
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw L. 2m
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j K. |gil = m
l
E.(k) = Ep(k+G)
(a) A E (b) A E

I

> >
27 - I
a a 0 a k

I
I
I
|
I
I
|
|
z

|
I
|
_H —7T
a

|
>~
N

Fig. 2.1. The band structure of a free particle shown in (a) the extended zone scheme and
(b) the reduced zone scheme
P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors

2018-01-18
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw
R2(k+G)
2m

E(n,l_c)) =E(n,l_c>+5) =

Struktura pasmowa swobodnych elektrondw w sieci kubicznej:

[hkl]=
000,
100,100, 200, 200,

2018-01-18




Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw
R2(k+G)
2m

E(n,l_c)) =E(n,l_c>+5) =

Struktura pasmowa swobodnych elektrondw w sieci kubicznej:

[hkl]=
000,
100,100, 200, 200,
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw
R2(k+G)
2m

E(n,l_c)) =E(n,l_c>+5) =

Struktura pasmowa swobodnych elektrondw w sieci kubicznej

[hkl]=
000,
100,100, 200, 200,

110,101,110,101,101,110,101,110

sla
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Model pustej sieci

Model prawie swobodnych elektronéw

Pasmo Ga/2m

1 000 8,9,10,11
2,3 100, 100

4,5,6,7 010,010,001, 001

8,9,10,11 110,101,110, 101

12,13,14,15 110,101, 110, 101

16,17,18,19 011,011,011,011

£(000) &(ky, 00)

0 B

(27t/a)? (kz + 27t/a)?

(27t/a)? k2 + (27/a)?

2(27t/a)? (kz + 27t/a)? + (27t/a)? ,
2(27/a)? (kz — 27t/a)? + (271/a)? -7 ,_. 7
2(271/a)? k2 + 2(27/a)?

Ch. Kittel, Wstep do fizyki ciata statego
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Model pustej sieci
Kierunek [001] X

\ ' kII['001] X

epniewski

t
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Model pustej sieci
Kierunek [111] L

k|| [1,1,1] L

tepniewski
.o
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Model pustej sieci

= %
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Model pustej sieci

— 30
_ 2 — 2 = 2
L =27 (Y2, %, V%) I'=-5%10,0,00 X=%%(1,0,0)

tepniewski
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Model pustej sieci
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Metoda ciasnego wigzania - wnioski

2018-01-18
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i
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&'I__ L

& 8f Al S

5 | .

G oef -
D -

r X Ow [ U X

a Reduced wave vector

Fig. 7.11. (a) Theoretical bandstructure E(k) for Al along directions of high symmetry (/I
is the center of the Brillouin zone). The dotted lines are the energy bands that one would
obtain if the s- and p-electrons in Al were completely free (“empty” lattice). After [7.3].
(b) Cross section through the Brillouin zone of Al. The zone edges are indicated by the
dashed lines. The Fermi “sphere™ of Al ( ) extends bevond the edges of the first Bril-
louin zone

Michat Baj
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw
Zatézmy zaburzenie w postaci ,matego” potencjatu

21
V(x) =V,cos (7 x) (1D)

/

»,maty potencjat”

Maty potencjat ma wptyw na pasma na granicach sfery
Brillouina

21 V 2T _2m
V(x) = Vocos<—x> =20 (iG> 4 iG>
a 2
A

hkl = 000, 100,100, 200, 200,
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha |
|
Opis standw elektronowych na granicy strefy Brillouina ” : -
wymaga superpozycji co najmniej dwdch fal ptaskich. Dla <~ nowa wspotrzedna
znikajgcego (ale niezerowego) potencjatu falami tymi sa: !
f%x 1‘[ %—G]x —jEx |
W, e(x) ~e Y, e(x)~e =e ? | >
: | Kk,
/ 3 ¢ AR “x 5 X
—fgx ng ju gestosc prawdopodobienstwz = wj; W, ~ COS™ T o
W, ~|e +e ~COS— X
a X
\ / . 3 4
(G G\ gestos¢ prawdopodobienstw: '= wEy_ ~sin EE :
w_~|e T | ssinZx
\ a, ) a Rozwigzanie odpowiada dwdém falom o tej samej dtugosci:
C——l
I I D I I D I I D I

9 9
J J D 9 9 J J D 9 9 9 J
9 9 9 9 I 9 9 9 9 9 9
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Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha t :
Pojawia sl,ie przerwa energetyczna na granicy strefy Brillouina !
oA <£: <€—{ nowa wspdtrzedna
|
: : !
: : |
|/ E
: : ‘_ax* co 7 X
! ! ‘ ‘ ‘ =W Wy 7’
Z N ) 2\ < * .1 X
| : @=viy- ~sin"n—,
2T T T 27 41 61 8r a
a a a a a a a
a'X
C——l

9 9 9

9 9 9 9 9 9 9 9 9
DOOOOOOOOOOE
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Podstawy modelu jednoelektronowego

Tv_vie_ro_lzenie Blocha | o T

nowa wspoétrzedna

9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

DOOOOOOOOOOE
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Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha |

Pojawia sl,ie przerwa enlerge:cyczna nalgranicy strefy Brillouina
| |

<«—1 € nowa wspétrzedna

|
= R
+ %
<
+
{
e
o
A
=
= | o=

* . 2 X
': wrw_ o~ SN T—
2T T a

a a
9 9 9

9 9 9 9 9 9 9 9 9
DOOOOOOOOOOE
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha
*Poniewaz funkcja Blocha przesunieta o wektor sieci odwrotnej nie zmienia sie to wygodnie jest
przedstawia¢ wyniki tylko w I-szej strefie Brillouina. Trzeba woéwczas numerowac pasma

energetyczne.
Stan elektronu w ciele statym zadany jest przez wektor falowy z I-szej strefy, numer pasma oraz
rzut spinu.
=
Alowed U U U U U U o E) IR
Forbidden band
Allowed
band
Forbidden band
Allowed
band
Forbidden band v
Aliowed band ™\ ™\ NN N . 2
<f 3§ Bof & sk po i 2 e T
— - -
Brillouin . 2 -
zone Rys. XV.5. Powstawanie przerw na granicy kolejnych stref Brillouina i redukcja przedstawienia

pasm do pierwszej strefy
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Struktura pasmowa

* It is convenient to present the energies only in the 1st Brillouin zone.
* The electron state in the solid state is given by the wave vector of the 1st Brillouin zone, band
=

number and a spin.
Allowed

band U U U
Forbidden band
band

Forbidden band
Allowed
band

Forbidden band
llowed band \__"™N__ TN\ NN
T T
-s¢ 3 B ol 3 sk k
| |

Brillouin
)
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Struktura

pasmowa

E 2)
o AN Diamond L= s
B Y Ttalics
- AINO BNO =
5.0 ® . indirect gap
> F MgS
2, = ®
w40k ZnSO "Roman”
<] A AN ] =
: C Ultra GaNO  “® Zns@ e 8¢ MeTe direct gap
& viola 4H-SiCq®eZn00 __ GNO ¢ e
2 3.0 2H-SiC e
:- : \:lo::! .QI!-QI_C-! ----- 7n sco. Cds ;Ei)- ————— Zﬂsc i g Cds- é STECEE
2 :f’eﬁ‘o»sEEEEEEEEEEEEEEEEE;{C-;&?.’-.':'::?:'-:é’;fﬁi PECte ERE  hexagonal
E 20[Ted =2rmTIETEn R _____19_.@_______415_3__.Cd3e@____J structure
@ C Infra InNO CdSCO Gdl\\. S
- red Als‘b CdTe .
1.0~ 5® cubic
E e structure
e InAs At JnSb
0 _l B B D) Db o] [l 1 | [ R g O Od [ Od & I - rrrr l LR-a-rier-y i1-2 ((? 1 1 1 1
2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0
Lattice constant a (Angstroms)
Fig. 11.4. Room-temperature bandgap energy versus lattice constant of common

elemental and binary compound semiconductors.
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Spektroskopia fotoemisyjna

zrodio UV analizator energii hw = ¢ + Eyi,, + Ep

PN / AN
hw fﬁ- ’8 Sliakice praca wyjscia bariera potencjatu

a prébka
Fringe field
e———hw comection
& j—————Nw——f
] i il
(o] I all
I £
0! N
\ Wiy
l ! \ 4’ \ >
EF EVGC energia pasmowa
|._¢)_.4 Hemispherical
9 deflector
2 i
£ - T
[a c
ot LL'JE Electron
I E multiplier |
(IIT — E-'_.w_,,.\:-\:--:'-:'-"
e q—m|
[e) >
_Ucl energia kinetyczna Eun Fig. V.1. Experimental setup for photoemission spectroscopy
5 < |
- g ==
T b energia wigzania
<
O
©
2
T
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Spektroskopia fotoemisyjna

(a) (b) hw = ¢ + Exin + Ep

| , Z

praca wyjscia bariera potencjatu

/ (110)

Fig. V.3. Mlustration of the photoemission process. (a) A photon of energy v excites an
clectron from the initial state k) to the final state E(k) above the vacuum level E,,..
The kinetic energy of the photoemitted electron is E,,, = E'%(k) - E__. (b) The wave vec-
tors of the electron inside ™™ and outside ™ have the same parallel components since
the spatial phase ir k) has to be 1dentical to make the wave function continuous at any
given pomt r| of the surface

Rys. V.2. Pomiar rozktadu katowego widma fotg. Il
elektronéw z powierzchni miedzi. Widmo (a) zareje. |
strowano z powierzchni Cu(111) w kierunku [111),
Widma (b) i (c) pochodzg z powierzchni Cu(110)
rejestrowane byly pod katami biegunowymi odpo-
wiednio 35,2° i 52,5°. Wielko$¢ wektora k stany
poczatkowego odpowiadajacego widmu (a) wyzna-
czona jest przez rzut wektora k, dla ktérego takie
samo widmo rejestrowane jest z powierzchni (110)
(wg [V.2])

natezenie promieniowania (jednostki wzgledne)

-4 -3 = =1
energia wigzania E-E; (eV)

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Spektroskopia fotoemisyjna

Struktura pasmowa ciat stalych

Wyznaczanie struktury pasmowej
I
0

M
-

—_
o

N
o
I

Binding Energy (eV)
.e_
Q

Sl

k A’
oA ) Phys. Rev. B 71, 161403 (2005)

http://www.physics.berkeley.edu/research/lanzara/research/Graphite.html
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Spektroskopia fotoemisyjna

Struktura pasmowa ciat stalych

Wyznaczanie struktury pasmowej

M K I M K M
. w i N
_ - ' =
e i BN T
L) ' l \\ ' |
> | = #
210 | S~ |
L;;':j | N 71 l i
|
> ARPES | '
= ~ | ARPES is a Photorin 7 A |
Moot | | Elecron —out Probe. t o G. |
| | Itisthe only tool able to I =
I probe the momentum : : :
L1 | resolved band structure of o : L1 |
0 materials and to provide R T e 2
direct insight on the many e
interaction in solids. 71, 161403 (2005)
ira/research/Graphite.html
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Struktura pasmowa

Yu, Cardona Fundametals of semiconductors

// / R*ﬂ
\/\V Rr?
/\ﬁ/\rﬁ
X, GaAs
T e,
r . “\r,
{ 312,
Xe 312,
] 312,
X7 312,
SR | jm;) = —
|5
12,

L A I A X K b2 r

Wavevector k

110) z,
1-1) = (x—iy/V2

1) = —(x+iy)V2
| Imy) =

312) =1, Da
12) = (1V/3)(| 1, 1)+ V2|1, 0)a)

—1/2) = (AW3)(|1, —1)a+ V2|1, 0)B)
—32)=|1. —-1)8

1/2) = (1V3)(| 1, 0)a — V2|1, 1)8)
—12) =(AW3)(|1, 0} — V2|1, —1)a)

Fig. 2.14. Electronic band structure of GaAs calculated by the pseudopotential technique.
The energy scale and notation (double group) are similar to those for Fig. 2.13 [Ref. 2.8,

p. 103]
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Model ciasnego wigzania (LCAO)

Dla struktury sc: }_fn — ﬁm = (+a, 0,0); (0, +a, 0); (0,0, +a);
En(l_é) ~ E; — Aj — 2B; [cos kya + coskya + cos kza]

-
S Equilibrium separation
e
TRg 0
| ClI™ 3p —»
T
S-
—
<
Tml -20 |- Cl™ 35 —»
S
N ®
N >
= s 0 K*3
— O p— 8
~ c 2
g o £
T E!' o
c +2
o @ P 3
* T~ \\ E
S -50 Fig. 7.10. The four highest occu- =
— K*3g —o pied energy bands of KClI calcu- 5
| lated as a function of the ionic <
Il -60 | A | L1 | zeggl;iitlig_l}} In B_l?ll]lr radi Eﬂ{) T .§‘
— L 5 8 10 5. Cm) ¢ energy levels 3
Q in the free ions are indicated by <
lon separation in Bohr radii arrows. (After [7.2])
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Metoda ciasnego wigzania - wnioski

W ramach metody ciasnego wigzania powstawanie pasm wyjasniamy jako efekt wzajemnego
oddziatywania standw atomowych poszczegdlnych atomow tworzgcych ciato state. Stany
atomowe klasyfikujemy jako nalezgce do odpowiednich powtok:

’ ;
i Jesli w krysztale makroskopowym mamy N
|

komadrek elementarnych, to kazdemu stanowi
atomowemu, odpowiada N lub 2N miejsc na

Lg.; L shell elektrony — odpowiednio: bez uwzglednienia
% spinu lub z uwzglednieniem spinu
5 .
E i W takim razie, jesli uwzglednic spin, to w
m . L. .
% E ts K shell kazdym pasmie jest 2N miejsc na elektrony

|

i .

Mo -

Separation r

Fig. 1.1. Broadening of the energy levels as a large number of identical atoms from the
first row of the periodic table approach one another (schematic). The separation ry corre-
sponds to the approximate equilibrium separation of chemically bound atoms. Due to the
overlap of the 25 and 2p bands, elements such as Be with two outer electrons also become
metallic. Deep-lying atomic levels are only shghtly broadened and thus, to a large extent,

they retain their atomic character
2018-01-18 68
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Metoda ciasnego wigzania - wnioski

W ramach metody ciasnego wigzania powstawanie pasm wyjasniamy jako efekt wzajemnego
oddziatywania standw atomowych poszczegdlnych atomow tworzgcych ciato state. Stany

atomowe klasyfikujemy jako nalezgce do odpowiednich powtok:

— N | = -
I -
Nieparzysta liczba Parzysta liczba Parzysta liczba elektronéw na
elektrondw na elektronéw na komorke ale przekrywajace sie
komadrke (metal) komadrke (niemetal) pasma (metale Il grupy, np. Be

— slajd wczesniej!)

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Electron energy

gquantum states

q) Number of available
per atom

L shell

Interatomic distance

Electron energy E

I

i

!

I

l Fig. 7.9. Schematic behavior of the energy bands as a function of atomic separation for
% I 1s K shell the tetrahedrally bound semiconductors diamond (C), 5i, and Ge. At the equilibrium se-
I
I
1
I

paration ry there is a forbidden energy gap of width E; between the occupied and unoccu-
picd bands that result from the sp® hybrid orbitals. For diamond, the sp* hybrid stems
from the 25 and 2p” atomic states, for Si from the 35 and 3p°, and for Ge from the 45
To and 4;:3. Ome sees from this figure that the existence of a forbidden encrgy region 15 not
tied to the periodicity of the lattice. Thus amorphous materials can also display a band
gap. (After [7.1])

Fig. 1.1. Broadening of the energy levels as a large number of identical atoms from the
first row of the periodic table approach one another (schematic). The separation ry corre-
sponds to the approximate equilibrium separation of chemically bound atoms. Due to the
overlap of the 25 and 2p bands, clements such as Be with two outer electrons also become
metallic. Deep-lying atomic levels are only slightly broadened and thus, to a large extent,
they retain their atomic character

v

Separation r

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Tight-Binding Approximation

€ DCDCD
€ DECDCD
€ DCDED
CDCBDECD
CDC'DCD

C-DC-DC-DO

I—» xory
(b) E(K)} (c)
"k E k,

FIGURE 2.17. Valence bands constructed from p orbitals. (a) Lattice of p- orbitals. (b) Band
structure of the p. orbitals only; the band is ‘light’ along £, to the night and ‘heavy™ along &, tor
k) to the [eft. (c) Total bands from all three p orbitals, showing a doubly degenerate “heavy ™ band
and a single ‘light” band.
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Gestos stanow 2D - grafen

Liniowa zaleznos$¢ dyspersyjna w grafenie:

Metoda ciasnego wigzania przy uwzglednieniu odziatywania z najblizszymi sgsiadami [P. R.
Wallace, ,The Band Theory of Graphite”, Physical Review 71, 622 (1947).] daje :

. k.a k,a k,V3a > o
E(k):i\/yoz(1+4cosz%+4cos%-cos xz >zh5|k—ki|

(a)

Energy
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Gestos stanow 2D - grafen

Liniowa zaleznos$¢ dyspersyjna w grafenie:

Metoda ciasnego wigzania przy uwzglednieniu odziatywania z najblizszymi sgsiadami [P. R.
Wallace, ,The Band Theory of Graphite”, Physical Review 71, 622 (1947).] daje :

S kya kya  k3a
E(k)=i\/y§(1+4cosz%+4cosi-cos =

2 2 >zh5|z—zi|
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