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Nasz cel:

Twierdzenie Blocha
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Rys. XV.5. Powstawanie przerw na granicy kolejnych stref Brillouina i redukcja przedstawienia aq; q; aq; 4 a; a; a;
pasm do pierwszej strefy a.



Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha .\) .\) .\)
Przyblizenia:

Rdzenie nieruchome, ustawione w sieé przestrzenna.

Przyblizenie jednoelektronowe (przyblizenie Hartree’ego) . . .

Lpé{l(ﬁ»?jzﬂ%» ) =@1(F) - 0a(12) - 3(7) - s @ (1) . . . .

lub przyblizenie Hartree-Focka (wyznacznik Slatera). . . .
Metoda pola samouzgodnionego - sprowadzamy zagadnienie ()
wieloelektronowe do rozwazania jednego elektronu . . .

znajdujgcego sie w potencjale pochodzgacym od jonéw w
weztach i pozostatych elektrondw.

2
p — - -
(—2 + V(r)) on (1) = Epe, () ,Jednoelektronowe” réwnanie Schrédingera

Potencjat efektywny, periodyczny z okresem sieci, jednakowy dla wszystkich elektronow.

V(#) = V(7 +R)
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha .u .u .u
Jesli potencjat jest periodyczny  V(¥) = V(F + }_f)
to rozwigzania rownania Schroédingera 1‘ 9 .‘\) .\) .\)

Wektory sieci Bravais

(% . vm) Pz (P) = Ey0 () " B B X

maja postac: | fala ptaska !

@7 () = u, () e™

funkcja Blocha,
stan Blocha

gdzie tzw. f. Blocha:

5 (7) = (7 + R)

Pni(™) = 0506

"You want proof? I'll give you proof!"”
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Potencjat periodyczny
Twierdzenie Blocha .u .u .u

0,7 (7)) = u, () e™

I O @ @
/ @ & &
funkcja Blocha, .U .U .U .U

stan Blocha

@ @ @
Pokazalismy, ze rozwigzanie jednoelektronowego réwnania . . .
Schroédingera w potencjale periodycznym ma postac J ) ) )
modulowanej fali pfaskiej o periodzie sieci: . . .

2 1) = w5 (7 + B)

WprowadziliSmy oznaczenie n dla réznych rozwigzan odpowiadajgcych temu samemu k (indeks
pasm). Wektor k nalezy wtedy do pierwszej strefy Brillouina.

1, 5() = ) Cg_ge'®
z
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha

Wiasciwosci funkcji Blocha: <pn’7c(17) = un}(f’) e ik .Q .Q .O
u 2(F+R)=u ()

1 u, , ) ) ) @
2. (pn,§+5(f))= Pnk () . . . .

3. En(k)=E,(k+G)
2 ERE=REO K
5

. Inwersja w przestrzeni En(k) = En(—k)

. Inwersja w czasie (bez pola magnetycznego) . . .

Fu(R 1) = Ea(—F L)
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Potencjat periodyczny

W przypadku funkcji Blocha ¢ (¥) = uy, (F)eiw :

op(F+ N &) = wg (7 + N; @) e+ )

— u%(f.’)eﬁéf"ei%l\/j a]
Musimy zazada¢, zeby e**NJ dj = 1 L,
> 2t 4m 271 N; v
k] — O;i_;i_)' ';i
Li~ Ly Lj

dozwolone wektory falowe stanowig dyskretng sie¢ punktow réwnomiernie roztozong w
przestrzeni wektora falowego; komodrke elementarng sieci odwrotnej (strefe Brillouina) wypetnia
N;-N, - N;
takich punktéw. Tyle tez bedzie stanow w kazdym pasmie. Ny, N5, N; mogg byC rdzne, ale

najczesciej przyjmujemy takie same

M. Baj Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych
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Gestosc stanow

GQStOS'é stanow Iloé¢ stanéw na jednostke energii p™P (E) (zalezy od iloéci wymiaréw)

Jesli nasz krysztat ma skoriczone rozmiary zbidr wektorow K jest skoriczony (cho¢ olbrzymi!), np.
mozemy przyjac periodyczne warunki brzegowe i wtedy:

Warunki Borna-Karmana k A
——1-——-|———|---1---—|--—|———1-———:—y—----+---|--—|-——-: ——————————————————
Skonczone rozmiary krysztatu L,, L, L, BEEEEENEEES P NN N
Y., z— postac funkcji Blocha ------
v, k(x + Ly, y,2) = (0 y+1y,2) =Y, (Y2 + LzD I R S
ikyxLy —
€ L - 2w Am 21 N; N ™
e vy = ki =0, iL_' iL_' v X L
elkzlz — 1 J J J
ll04¢ stanow 2 2y R
wobjetosci ~ 2m 2w _ 2m 3 $ _____________
i T L 2 @r)* 2m v -
x y z L. AT —-- 2
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Density of states

GQStOS'é stanow Iloé¢ stanéw na jednostke energii p™P (E) (zalezy od iloéci wymiaréw)

Jesli nasz krysztat ma skoriczone rozmiary zbidr wektorow K jest skoriczony (cho¢ olbrzymi!), np.
mozemy przyjac periodyczne warunki brzegowe i wtedy:

Gestos¢ standw w przestrzeni k o l.(yA . C
n wymiarowej (na jednostke objeto$ci) b0 P I P
3 TTTTTATTTrTTTTTaATTTrTTTT T TR T i I Ir"‘:r“‘l“‘l""l“‘l"'
1 R A
nD
Case 3D: =2| 5=
& 2m RN NN
2 e Ee
1 I o K
nD __ T e e e I B e e R
Case2D: Pk (Zn
1 I B T TS RRURY ST RN SRR [T S NP SN SN RN SN B
Cace 1D PP = 1
ase 1. k 27
llog¢ standw _ 2 _ 2V

w objetosci 27TX27T><2T[ (2m)3 T $ ________________
Ly Ly L, [ e 2T
/1
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha Y, = up (Pe*

s ()

Funkcje Blocha, ktorych
wektory falowe rdznig sie o

wektor sieci odwrotnej sg B P
IDENTYCZNE!

Vnk+é (r) = Yok Q) /X\

\

/MKE
/A

'-!,'{.-L‘

A
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Potencjat periodyczny

Twierdzenie Blocha

Funkcje Blocha, ktérych wektory falowe réznig sie o wektor przestrzeni odwrotnej G sg takie
| - - = - - -
same! Vi@ = Y33 G =hg, +kg, +1g3

Co z energig?

=2
(p— + V(F)) P, 2 (@) = E(n, k) 1,7

zmo
p’ LY
2me + V(@) |06 = E(nk +G) ¥,7,6®
Energia jest periodyczng funkcjg wektora falowego k! = E(n, k) = E(n, k + (_}))
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw 21
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j k. |gi| = m
l

En(k) = Ep(k +G)

Model prawie swobodnych elektrondw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od

wektora falowego wyraza sie wzorem: B212

2m

Ep_i1(k) =
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw 21
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j k. |gi| = m
l

En(k) = Ep(k +G)

Model prawie swobodnych elektrondw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem:
50 WyTaza 58 h2k2 hZ(k + G)
Enz1(k) =

_n(+)_
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw 21
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j k. |gi| = m
l

En(k) = Ep(k +G)

Model prawie swobodnych elektrondw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem:
50 WyTaza 58 h2k2 hZ(k + G)
Enz1(k) =

_n(+)_

AN
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw 21
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j k. |gi| = m
l

En(k) = Ep(k +G)

Model prawie swobodnych elektrondw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem:
50 WyTaza 58 h2k2 hZ(k + G)
Enz1(k) =

_n(+)_

LSENENEN
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw 21
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j k. |gi| = m
l

En(k) = Ep(k +G)

Model prawie swobodnych elektrondw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem:
50 WyTaza 58 h2k2 hZ(k + G)
Enz1(k) =

_n(+)_
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Potencjat periodyczny

Model prawie swobodnych elektronéw 21
Wartosci wtasne energii sg periodyczng funkcjg liczby kwantowe;j k. |gi| = m
l

En(k) = Ep(k +G)

Model prawie swobodnych elektrondw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem:
50 WyTaza 58 h2k2 hZ(k + G)
En= 1(k) —

_n(+)_

Jest tzw. zredukowana strefa Brillouina.
Na granicy strefy +/- G/2=mn/a wartosci
energii sg zdegenerowane.
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Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha t :
Pojawia slie przerwa energetyczna na granicy strefy Brillouina !
oA <£: <€—{ nowa wspdtrzedna
|
: : !
: : |
|/ =
: : ‘_ax* co 7 X
! ! ‘ ‘ ‘ =W Wy 7’
Z N ) 2\ < * .1 X
| : @=viy- ~sin"n—,
2T T T 27 41 61 8r a
a a a a a a a
a'X
C——l

9 9 9

9 9 9 9 9 9 9 9 9
DOOOOOOOOOOE
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Podstawy modelu jednoelektronowego

Twie_rqlzenie Blocha | o T

nowa wspotrzedna

9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

DOOOOOOOOOOE
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Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha |

Pojawia slie przerwa enlerge:cyczr]a nalgranicy strefy Brillouina
| |

<«—1 € nowa wspétrzedna

|
= R
+ %
<
+
{
e
o
A
=
= | o=

* . 2 X
': wrw_ o~ SN T—
2T T a

a a
9 9 9

9 9 9 9 9 9 9 9 9
DOOOOOOOOOOE
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina
}_2) = nlc_il +n2C_i2 +n3C_l>3, n; € 7

-

G = myd; + myd; + msds, m; € Z

Strefa Brillouina w przestrzeni 1-wymiarowe;j
X

—*ﬁ-
T T
“a 0 ;

Strefa Brillouina w przestrzeni 2-wymiarowej, sieé
ukosnokatna.

{1

i
L

K, Strefa Brillouina dla sieci kubicznej powierzchniowo
centrowanej (fcc). Ograniczajgce strefe Sciany
kwadratowe i szesciokgtne pochodzg, odpowiednio,
od punktéw sieci odwrotnej typu (2,0,0) i (1,1,1).
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina

R = nyd, + n,d, + nzds, n; € Z Konstrukcja stref Brillouina w
G = mydr + myd; + mad; m; € T dwuwymiarowej, kwadratowej sieci
)
odwrotne;j

2>k =
Cli aj = 277:61'1'

© O 0 O Q Q 0 09 O O O |10 W
o O O O o O &ﬁ Q @ o OO0 O
o O T O O o O ‘ O © © O |e@| O O
©c O O O O o O O O O ©c O[O0 |]0 O
O O » O O O O O O O o O|O0)|]0O0 O

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina
}_2) = nlc_il + nzaz + ngc_l)g, n; € 7

-

G = myd; + myd; + msds, m; € Z

2>k =
Cli aj = 27T6ij

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Potencjat periodyczny
Strefy Brillouina

R = n,d, + n,d, + nids, n; € Z
9

G = myd; + myd; + msds, m; € 7

2>k =
Cll Clj = 27T6ij

@ @
N T
\W"‘Ah“"i
XEC
/b"vV‘

i
e8| | X

- . wwwl.duit

5.ac.uk

éwww.d oitpoms.ac.uk

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina

R = nlc_il + nzc_iz + ngc_l)g, n; € 7
9
G = myd; + myd; + msds, m; € Z
et -
Cli aj = 27T6ij
@ @ @
@
@ @
) N .doit'ls.ac.uk‘ cC doit'ls.ac.u

19.12.2019
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina
}_2) = nlc_il +n2C_i2 +n3C_l>3, n; € 7

-

G = myd; + myd; + msds, m; € Z

2>k =
Cli Clj = 27T6ij

www.doitpoms.ac.uk
N

cc)(d ) oit'ls.ac.u

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Potencjat periodyczny

Strefy Brillouina )
}_2) = nlc_il + nzc_iz + ngc_l)g, n; € Z lA H
G = myd; + m,ds + mgds, m; € 7L Lk
r'c'}- ----------- 7 L E3EY

Struktura bcc Struktura fcc

Struktura heksagonalna

Ibach, Luth
19.12.2019




Potencjat periodyczny

Fig. 2.2. (a) The crystal structure of diamond and zinc-blende (ZnS). (b) the fcc lattice
showing a set of primitive lattice vectors. (c¢) The reciprocal lattice of the fec lattice shown
with the first Brillouin zone. Special high-svmmetry points are denoted by T, X, and L,

Yu, Cardona Fundametals of semiconductors

while high-symmetry lines joining some of these points are labeled as A and A



Metoda ciasnego wigzania - wnioski

165+
- 1
g 13 =, W .._EF_ e =
E -
& 8 Al e
5 .
A -
D -
r X W r U X
a Reduced wave vector

Fig. 7.11. (a) Theoretical bandstructure E(k) for Al along directions of high symmetry (I
is the center of the Brillouin zone). The dotted lines are the energy bands that one would
obtain if the s- and p-electrons in Al were completely free (“empty” lattice). After [7.3].
(b) Cross section through the Brillouin zone of Al The zone edges are indicated by the
dashed lines. The Fermi “sphere™ of Al ( ) extends bevond the edges of the first Bril-
louin zone
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Spektroskopia fotoemisyjna

zrodio UV analizator energii hw = ¢ + Ei, + Ep

PN / AN
hw fﬁ- ’8 Sliakice praca wyjscia bariera potencjatu

a prébka
Fringe field
|<———hw comection
& j—————Nw——f
] i il
(o] I all
I} /)
0! N
\ v \
l ! \ 4’ \ >
EF EVGC energia pasmowa
|._¢)_.{ Hemispherical
% deflector
2 i
£ - T
o c
ot LL'JE Electron
o E multiplier |
(IIT E-'_.w_,,.\:-\:--:'-:'-'-
= |
[e) >
2 energia kinetyczna Eun Fig. V.1. Experimental setup for photoemission spectroscopy
5 - !
- g ==
T b energia wigzania
<
O
©
2
T

19.12.2019




Spektroskopia fotoemisyjna

(a) (b) hw = ¢ + Exin + Ep

| , Z

praca wyjscia bariera potencjatu

/ (110)

Fig. V.3. Mlustration of the photoemission process. (a) A photon of energy v excites an
clectron from the initial state k) to the final state E(k) above the vacuum level E,,..
The kinetic energy of the photoemitted electron is E,,, = E'%(k) - E__. (b) The wave vec-
tors of the electron inside ™™ and outside ™ have the same parallel components since
the spatial phase ir k) has to be 1dentical to make the wave function continuous at any
given pomt r| of the surface

Rys. V.2. Pomiar rozktadu katowego widma fotg. Il
elektronéw z powierzchni miedzi. Widmo (a) zareje. |
strowano z powierzchni Cu(111) w kierunku [111),
Widma (b) i (c) pochodzg z powierzchni Cu(110)
rejestrowane byly pod katami biegunowymi odpo-
wiednio 35,2° i 52,5°. Wielko$¢ wektora k stany
poczatkowego odpowiadajacego widmu (a) wyzna-
czona jest przez rzut wektora k, dla ktérego takie
samo widmo rejestrowane jest z powierzchni (110)
(wg [V.2])

natezenie promieniowania (jednostki wzgledne)

-4 -3 = =1
energia wigzania E-E; (eV)

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Spektroskopia fotoemisyjna

Struktura pasmowa ciat stalych

Wyznaczanie struktury pasmowej

19.12.2019

[

M
0
-

—_
o

N
o
I

Binding Energy (eV)
.e_
Q

Sl

k A’
oA ) Phys. Rev. B 71, 161403 (2005)

http://www.physics.berkeley.edu/research/lanzara/research/Graphite.html

32


http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.71.161403

Spektroskopia fotoemisyjna

Struktura pasmowa ciat stalych

Wyznaczanie struktury pasmowej

M K I M K M’

. w i N
_ - ' =
e i BN T
2 ' [ \\ ' |
> | = %
210 | S~ |
L;;':j | K 7 l i

|
> ARPES | '
= ~ | ARPES is a Photorin 7 A |
Moot | | Elecron —out Probe. t o G. |
| | Itisthe only tool able to I =
I probe the momentum : : :
L1 | resolved band structure of o : L1 |
0 materials and to provide R T e 2
direct insight on the many e
interaction in solids. 71, 161403 (2005)
ira/research/Graphite.html
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http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.71.161403

Rownanie kp — masa efektywna

Blisko lezgce pasma

a1

\1_,
12 -

L AT A X UK L r
k

27,2

Rozwijamy En(l_c)) = (En — thl:z

) wokot punktu ekstremalnego, np. k = 0:

Landolt-Boernstein
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Poziomy energetyczne

Energia

A

atom

19.12.2019




Teoria pasmowa ciat statych.

Energia

E A

I Przerwa energetyczna

——— I

atom krysztat
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Teoria pasmowa ciat statych.

pasmo puste

pasmo puste

pasmo puste

pasmo petne pasmo petne pasmo petne

ENERGIA ELEKTRONOW

metal potprzewodnik izolator Co odrdinia pp i iz
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Struktura pasmowa ciat statych

Make things as simple as possible, but not simpler.

Eﬂﬁmmﬂn\r STMPLIFIED




Rownanie kp — masa efektywna

0,7 = e®u ()

Wektor k nie jest pedem (operator pedu p = —ihV)
D0,z () = =i (w, ik + Vi, 2 (7)) e®" = hkg, 2 (F)

Funkcja Blocha w réwnaniu Schrodingera:
Ap, () =+ = (Aun} ) + 2ikVu, () — Ezunﬁ(f)) elk?

Po wstawieniu do réwnania i uproszczeniu przez e**” dostajemy réwnanie na unﬁ(f’):

th th+h2k2 ()—<ﬁ2+hﬁﬂ+h2'zz) #)
2m m " 2m r om T m P T o Stk

Réwnanie Schrodingera na obwiednie u,, 7 (¥):

52 K h2 k2
(5_1?1 + — kp + V(T)> k(r) = (En - >unﬁ(f))
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Rownanie kp — masa efektywna

0,7 = e®u ()

Wektor k nie jest pedem (operator pedu p = —ihV)
D0,z () = =i (w, ik + Vi, 2 (7)) e®" = hkg, 2 (F)

Funkcja Blocha w réwnaniu Schrodingera:
Ap, () =+ = (Aun} ) + 2ikVu, () — Ezunﬁ(f)) elk?

Po wstawieniu do réwnania i uproszczeniu przez e**” dostajemy réwnanie na unﬁ(f’):

th th+h2k2 ()—<ﬁ2+h§“+hzzz) #)
2m m " 2m r om  m P T o Skt

Réwnanie Schrodingera na obwiednie u,, 7 (¥):

52 K h2 k2
(5_1?1 + — kp + V(T)> k(r) = (En - >unﬁ(f))
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Rownanie kp — masa efektywna

Réwnanie Schrodingera na obwiednie u, 7 (¥):

A2 B hzzz
(p +— kp + V(r)) nk(r) = <E ~ = >un’7€(F)

2m

Jest to tzw. rownanie kp wykorzystywane do obliczen energii i funkcji falowych wokdt pewnego
znanego rozwigzania dla Kk = ko

Petny hamiltonian
Ay, () = (Hﬁo + H) u,z () = En(F)u, z (P

Zaburzenie:

~, fl - - n
H' _a (k ko)P

Funkcje un%(f") oraz energie En(ﬁ) znajdujemy w rachunku zaburzen

19.12.2019




Rownanie kp — masa efektywna

27,2

Rozwijamy En(l_c)) = (E — hzrl;

) wokot punktu ekstremalnego np. k = 0:
|2

Dla
3

. ih -
Hp, = Jun,o(F)H’ Uy 0(7) d’r = —— kjun,O(F)Vul'o(F) d*r = 2 a;k;

m
i=1
Liniowe w k

3 3 3
En(K) = E,(0) + Zalkl + ZZ (— 5, + bu>k ki +-
i? i=1j=1

W ekstremun{cz’fony liniowe znikajg
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Rownanie kp — masa efektywna

E (k) =E (0)+ZZ( )hzkk +

1=1j=1
Wprowadzamty tzw. tensor odwrotnosci masy efektywnej:

d d
3 3
J tno ox; U0 d°r - [ ung Jx; U d°r

1 _ 61] + 2h Z
m;; m  m? E,(0) — E;(0)

) l+n

Tensor jest symetryczny (m;; = m;;). Jesli ekstremum energii jest w punkcie I'(k=0) to

powierzchnia statej energii jest elipsoidg w przestrzeni E), ktéra po sprowadzeniu do osi
gtownych ma postac:

B, h?(k? k% kZ
E, (k) ~ E,(0) + (1+ 2+ 3)

* * *
2 \m; m, ms

Gdzie m; to masy efektywne w kierunku osi gtéwnych.

19.12.2019




Rownanie kp — masa efektywna

Energia E, (k) wokét ekstremum dla krysztatu jednoosiowego (np. GaN):

h2 (k%+k§+k§>

E,(k) = E,(0) +

* *
2 my m,

Dla krysztatu kubicznego:

. hZ 2
E,(k) = E,(0) + - tzw. pasmo sferyczne

W poblizu ekstremum (np. punkt I'(k=0)) mozemy ograniczy¢ sie do przyblizenia parabolicznego
— pasmo parabloczne.

W ogdlnosci w zaleznosci energii od wektora falowego wystepuja cztony wyzszego rzedu, ktére
zostaty zaniedbane (wyzsze rzedy rachunku zaburzen).

W ogdlnosci energia elektronu jest funkcjg sktadowych wektora falowego k=(k,,k,,Ks).
Powierzchnia statej energii w ogdlnym przypadku moze miec¢ skomplikowany charakter, a jej
ksztatt zalezy od wszystkich pasm.

Badanie tensora masy efektywnej to jeden z gtdwnych problemdw fizyki ciata statego.
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Rownanie kp — masa efektywna

Energia E, (k) wokdt ekstremum

A
kz Pasmo niesferyczne

Ej.

n| Pasmo nieparaboliczne

A
NI

Przykladowa zalezno$¢ energii standéw Przykladowe powierzchnie stalej energii w
pasma n od wektora falowego k. dwuwymiarowej przestrzeni k.

R. Stepniewski
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Rownanie kp — masa efektywna

Struktura pasmowa ciat stalych

Przyktady:
Eg
Si j
-’10_
-12\

L I X K I

.

y

Energy (eV)
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Rownanie kp — masa

Pas
przéwodnictwa

19.12.2019

efektywna

Struktura pasmowa ciat stalych

Energy (eV)




Rownanie kp — masa efektywna

The energy E (k) around extremum for the uniaxial crystal (np. GaN):

h? (k% + k3 kg)

2 k *

En(k) = E,(0) + R

For a cubic crystal:

h*k? Va (ke) = _Ve(ke)

E, (k) = E,(0) +
n( ) n(0) 2m* A& AG Vakg)=v,(Kk,)

bez par
f‘f pary

\ k3
Y=
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Rownanie kp — masa efektywna

Elektrony i dziury

2N 2N 2N
fd:Zf(ki) kd:Zkf:Zki_ke:_kg
=1 =1

=1

i#] 1#]
- thz T k _ k
En(k) =E,(0) + oy Va(Ke) ) Ve(K,)
m AS lE Vd (kr:f) — Ve(ke)
k k R bez pary

Yr
‘f:r
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Tight-Binding Approximation

€ DCDCD
€ DECDCD
€ DCDED
CDCBDECD
CDC'DCD

C-DC-DC-DO

I—» xory
(b) E(K)} (c)
"k E k,

FIGURE 2.17. Valence bands constructed from p orbitals. (a) Lattice of p- orbitals. (b) Band
structure of the p. orbitals only; the band is ‘light’ along £, to the night and ‘heavy™ along &, tor
k) to the [eft. (c) Total bands from all three p orbitals, showing a doubly degenerate “heavy ™ band
and a single ‘light” band.
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Rownanie kp — masa efektywna

Elektrony i dziury

2N 2N 2N
fa=2fk)  Ka=2ki= 2k k=K,
=1 i=1

=1

i%J e
. h2k?2 Va(ky)=-v,(Kk,)
E, (k) = En(0) + — d\™e e\te
2m Vd(kd):‘re(ke)
a) b) c)
o i e S5
el A A ol el bt
o B [

19.12.2019




Potencjat kulombowski (ekscyton)

NAJPIERW:
Potencjat kulombowski 3D w pdétprzewodniku o statej dielektrycznej €,., masie efektywnej m”*:

Ry — e? 2m_ hr 1 e’ 136 eV
Y= 4mey) 2h2 2mal  24megap e

47Tgoh2 o
aAp = > =05A
mgpe
1 x
En=-Ry A lRyl
" mg ) e? 7 n?

. Ame ggh? (mo) (mo)
ay = = age
B moez Ber
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Potencjat periodyczny

W przypadku funkcji Blocha ¢ (¥) = uy, (F)eiw :

op(F+ N &) = wg (7 + N; @) e+ )

— u%(f.’)eﬁéf"ei%l\/j a]
Musimy zazada¢, zeby e**NJ dj = 1 L,
> 2t 4m 271 N; v
k] — O;i_;i_)' ';i
Li~ Ly Lj

dozwolone wektory falowe stanowig dyskretng sie¢ punktow réwnomiernie roztozong w
przestrzeni wektora falowego; komodrke elementarng sieci odwrotnej (strefe Brillouina) wypetnia
N;-N, - N;
takich punktéw. Tyle tez bedzie stanow w kazdym pasmie. Ny, N5, N; mogg byC rdzne, ale

najczesciej przyjmujemy takie same

M. Baj Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych
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Gestosc stanow

GQStOS'é stanow Iloé¢ stanéw na jednostke energii p™P (E) (zalezy od iloéci wymiaréw)

Warunki Borna-Karmana

19.12.2019

Jesli nasz krysztat ma skoriczone rozmiary zbidr wektorow K jest skoriczony (cho¢ olbrzymi!), np.
mozemy przyjac periodyczne warunki brzegowe i wtedy:

Skonczone rozmiary krysztatu L,, L, L, R
— postac funkgji BIocha ---------------------- R fooe- B R
lpn k(x + Lx’ Y’ Z) - n k (x y + Ly, Z) lpn k (x y’ Z + LZID 1--2 L g .__J:. _______ i___J: ______ i.__J:___i__.
elkxlx — 1 S S s S Sl i S M S ko
Ky L e e i he S
ey = kji=0t— 7, .., & S N O O O
eikZLZ — 1 ——+———E———|—-—-E-———E———I———+———|——- ---E. -----------------------------
”Os,é stanéw _ 2 _ _‘T“‘; -------------------------------------------------------
w objetosci  2m _ 2m _ 2m
T X i3 X 777  ZF s
x bty bz e 2T




Gestosc stanow

GQStOS'é stanow Iloé¢ stanéw na jednostke energii p™P (E) (zalezy od iloéci wymiaréw)

1 n
Gestos¢ standw w przestrzeni k o wymiarach n (w jednostkowej objetosci) p,’ch = (—>

Przypadek 3D

k
3 .
S 1
p3P(E)dE = p3Pdk =2 (—) ark2dk
21 : ST T T O N T N T
kula Fermiego | @ | |
Dla pasma sferycznego i parabolicznego: T=0 K
1 [2mym
3D _ 0" "c o
& <E>—2nz( % ) bk A
o\ 3/2 TTINE
1 [(2mym NG
3D _ 0'"*h N
Py <E>—2nz< 2 ) By —F TR
Z_ﬂi _____________________________
I !
T e
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Gestosc stanow

GQStOS'é stanow Iloé¢ stanéw na jednostke energii p™P (E) (zalezy od iloéci wymiaréw)

1 n
Gestos¢ standw w przestrzeni k o wymiarach n (w jednostkowej objetosci) p,’ch =2 (—>

Przypadek 3D

k
3 |
- 1 R T S T e [ e A S A
p3P(E)dE = p3Pdk = 2 (—) 4k dk
2T : Lo
kula Fermiego | T
Przypadek 2D Tz(,) K ---------- A
2 Ly B SR
- 1 I TP S
p*P(EYdE = p2Pdk = 2 (%> 2nk dk RN S ke
Przypadek 1D . TN Y
- 1N T T
p'P(E)dE = piPdk = 2 <E) 2 dk AR AR N
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Gestosc stanow 3D

GQStOS'é stanow Iloé¢ stanéw na jednostke energii p™P (E) (zalezy od iloéci wymiaréw)

1 n
Gestos¢ standw w przestrzeni k o wymiarach n (w jednostkowej objetosci) p,’ch =2 (—>

Przypadek 3D

3 1
= 1
p3P(E)dE = p3Pdk = 2 (—) 4mtkdk
2T
0.8 -
Dla pasma sferycznego i parabolicznego: =
Ne)
«\ 3/2 S 0.6
1 (2mym 7
3D . 0'ftc n
Pc (E)_ZTL'2< 72 ) E_Ec 2
S04
&
«\ 3/2
1 (2mym
3D _ 0""h N
Pv (E)_27T2< #2 > E,—E 0.2
0 : : —
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Energia (eV)
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Gestosc stanow

GQStOS'é stanOw lloé¢ stanéw na jednostke energii p™P (E) (zalezy od iloéci wymiaréw)

1 n
Gestosc¢ standw w przestrzeni k o wymiarach n (w jednostkowej objetosci) p,’ch = (—>
Przypadek 2D

2
S 1
p?P(E)dE = pZPdk = 2 <%) 2k dk

1

0.8 2D

2
2
S 0.6
@
(&)
8
& 0.4
(D)
Q)
0.2
1D
0 - ,
-1 0.5 0 0.5 [ Lk, >

Energia (eV)
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Gestosc stanow

Wewnatrz studni:

500 F

E / meV
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Tight-Binding Approximation

If a crystal with a primitive cubic lattice contains N atoms and thus N primitive unit cells, then
an atomic energy level E; of the free atom will split into N states (due to the interaction with
the rest of N — 1 atoms). Each band can be occupied by 2N electrons.

— N | = -
I -
An odd number of An even number of An even number of electrons
electrons per cell electrons per cell per cell but overlapping bands
(metal) (non-metal) (metals of the Il group, e.g. Be

— next slide!)

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Tight-Binding Approximation

The existence of the band structure arising from the discrete energy levels of isolated atoms due
to the interaction between them. We can classify the electronic states as belonging to the
electronic shells s, p, d etc.

&

i The existence of a forbidden gap is not tied to
i the periodicity of the lattice! Amorphous
| materials can also display a band gap.

L shell |f 3 crystal with a primitive cubic lattice
contains N atoms and thus N primitive unit
. cells, then an atomic energy level E; of the
: free atom will split into N states (due to the
| interaction with the rest of N — 1 atoms).
% i 15 K shell
|

Electron energy E

Each band can be occupied by 2N electrons.

L

To
Separation r

Fig. 1.1. Broadening of the energy levels as a large number of identical atoms from the
first row of the periodic table approach one another (schematic). The separation ry corre-
sponds to the approximate equilibrium separation of chemically bound atoms. Due to the
overlap of the 25 and 2p bands, elements such as Be with two outer electrons also become
metallic. Deep-lying atomic levels are only shghtly broadened and thus, to a large extent,

they retain their atomic character
19.12.2019 62
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Tight-Binding Approximation

The states can mix: for instance G, Si, Ge
sp3 hybridization.

Electron energy

gquantum states

q) Number of available
per atom

L shell

Interatomic distance

Electron energy E

I

i

!

I

l Fig. 7.9. Schematic behavior of the energy bands as a function of atomic separation for
% I 1s K shell the tetrahedrally bound semiconductors diamond (C), 5i, and Ge. At the equilibrium se-
I
I
1
I

paration ry there is a forbidden energy gap of width E; between the occupied and unoccu-
picd bands that result from the sp® hybrid orbitals. For diamond, the sp* hybrid stems
from the 25 and 2p” atomic states, for Si from the 35 and 3p°, and for Ge from the 45
To and 4;:3. Ome sees from this figure that the existence of a forbidden encrgy region 15 not
tied to the periodicity of the lattice. Thus amorphous materials can also display a band
gap. (After [7.1])

Fig. 1.1. Broadening of the energy levels as a large number of identical atoms from the
first row of the periodic table approach one another (schematic). The separation ry corre-
sponds to the approximate equilibrium separation of chemically bound atoms. Due to the
overlap of the 25 and 2p bands, clements such as Be with two outer electrons also become
metallic. Deep-lying atomic levels are only slightly broadened and thus, to a large extent,
they retain their atomic character

v

Separation r

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Gestosc stanow

E-E(T )(eV) E-E, (eV)

prawie jak dla
" elektrondw
| swobodnych

3
I
4-Gestosé standw |
I
I
I
I
|
1
|
1

D(E) (STATES/ATOM / Ry)
[ :}

o i | \ | \ | I 1o 1 1 | i | L | I | i | i | I |
-0.20 0.0 020 040 080 O0OBO 1.00 1.20 | 40 1.60 1 .80 200 220

E (Ry)

F1G. 2. Density of states of Al. The states responsible for structure are indicated by letters denoting their irreducible
representations. The arrows at 1.4, 2.4, 5.5, and 13 eV indicate the location of structure in the experimental K absorption in

Ref. 6. Michat Baj

Szmulowicz, F., Segall, B.: Phys. Rev. B21, 5628 (1980).
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The band theory of solids.

E 2)
o AN Diamond L= s
B Y Ttalics
- AINO BNO =
5.0 ® . indirect gap
> F MgS
2, = ®
w40k ZnSO "Roman”
<] A AN ] =
; C Ultra GaNO  “® ZnS @ Mg MeTe direct gap
G | il 4H-SiCe@@Zn00 _ GaNO ¢ e7E"
2 3.0 2H-SiC e
:- : \:lo::! .QI!-QI_C-! ----- 7n sco. Cds ;Ei)- ————— Zﬂsc i g Cds- é STECEE
2 :f’eﬁ‘o»sEEEEEEEEEEEEEEEEE;{C-;&?.’-.':'::?:'-:é’;fﬁi PECte ERE  hexagonal
E 20[Ted =2rmTIETEn R _____19_.@_______415_3__.Cd3e@____J structure
@ C Infra InNO CdSCO Gdl\\. S
- red Als‘b CdTe .
1.0~ 5® cubic
E e structure
e InAs At JnSb
0 _l B B D) Db o] [l 1 | [ R g O Od [ Od & I - rrrr l LR-a-rier-y i1-2 ((? 1 1 1 1
2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0
Lattice constant a (Angstroms)
Fig. 11.4. Room-temperature bandgap energy versus lattice constant of common

elemental and binary compound semiconductors.
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Teoria pasmowa ciat statych.

pasmo puste

pasmo puste

pasmo puste

pasmo petne pasmo petne pasmo petne

ENERGIA ELEKTRONOW

metal pél’przeWOdr“k IZO|at0r Co odrdznia ppiiz
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Teoria pasmowa ciat.statych.

[} [ J
Akceptory T ‘:.. :. e Donory
—O0-0-0-0-0-O0—0O-O0— 4

>

potprzewodnik typu p potprzewodnik typu n
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Domieszki i defekty

Model wodoropodobny

Il [ IV VI

Atom o wartosciowosci wyzszej o jeden niz
atom macierzysty staje sie zrédtem potencjatu
kulombowskigo zmodyfikowanego statg
dielektryczng krysztatu, wywotanego
dodatkowym protonem w jgdrze. Dodatkowy
elektron bedgcy w pasmie przewodnictwa
odczuwa ten potencjat. Jego stany sg opisane
rownaniem masy efektywnej:

72 1 e?

= — U = — E—
T 2m* A dtey €41

Al

Ga As

In Shb

T + Ulp(F) = E¢(#
| lp(@) ¢(7) Grupa IV: diament, Si, Ge

Grupy llI-V: GaAs, AlAs, InSb, InAs...
Grupy lI-VI: ZnSe, CdTe, ZnO, SdS...
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Domieszki i defekty

Model wodoropodobny

Ostatecznie zagadnienie sprowadza sie do
problemu atomu wodoru z nosnikiem
swobodnym o masie m*, w osrodku
dielektrycznym ze statg € i matg ,poprawka” do
potencjatu.

£ m*lRl
n= mogzy

. Ameggh® my myg
@ = =t () = e ()
mge m m

Il [ IV VI

Al

Ga As

Dla typowych pétprzewodnikéw m_* ~0.1m,
& ~10:

In Shb

Dla wodoru
Ry =13.6 eVorazag = 0.053 nm

Grupa IV: diament, Si, Ge
Dla*GaAs ) Grupy llI-V: GaAs, AlAs, InSb, InAs...
Ry* ~ 5meV orazag ~ 10 nm Grupy I1-VI: ZnSe, CdTe, ZnO, SdS...
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Spektroskopia w dalekiej podczerwieni

0
D 110 | GaN (FS) !
A 100 | Oxygen |
- o o [A
v 90 F -
; ; 30 -_ 11m™ (SO |
o - E (high) 10159k 871" ah'™ ]
h(DC 2p0 4 70 freerereeieieieny . i
2p : % i . .
2p- E
g
S
=
=
=
1s 0 10 20 30
Magnetic Field (T)
Oxygen

R,=30.28(5) meV
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Domieszki i defekty .

Model wodoropodobny

— Jjonizacja domieszki
A

typ n typ P

pasmo puste pasmo puste

__________ poziom donorowy

poziom akceptorowy

ENERGIA ELEKTRONOW

pasmo petne

pasmo petne
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Teoria pasmowa ciat.statych.

Dioda — czyli ztgcze p-n

typ P typ n Flat band
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Teoria pasmowa ciat.statych.

Dioda — czyli ztgcze p-n

typ P typ n Flat band
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Teoria pasmowa ciat.statych.

Dioda — czyli ztgcze p-n

A

EF :—\ :
i : : el,
g = | |
E. E. !
: |
| S | E
| | .
| |
| |
| 0 |
—Ip .l:n

Figure 9.3: The energy diagram for the transition region of a p-n junction.

typ p typ n

Flat band

19.12.2019 75




Domieszkowanie potprzewodnikow

Heteroztagcze (heterojunction) (a)

Napiecie przewodzenia

|
|
: el
|

e
LS
------

(b)

)

Napiecie zaporowe

A

I
I
I
I
I
| ¥ v,
0 I
.I“

I
I
I
—
P

Figure 9.3: The energy diagram for the transition region of a p-n junction.
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Obsadzenie poziomoéw . domieszkowych

dla pétprzewodnikdow skompensowanych w niskich temperaturach energia aktywacji termicznej

. E
wynosi Ep, a n|e7D

jesli domieszek jest duzo, tak, ze funkcje falowe zwigzanych na nich elektronow sie przekrywaja
— energie jonizacji malejg, tworzg sie pasma domieszkowe

przy koncentracjach domieszek rzedu:

1
ag - (Np)3 = 0.26
zachodzi przejscie fazowe niemetal-metal (tzw. przejscie Motta)

A
log(n)
Eg
2 )
Np2
— >
samoistny domieszkowy Jomzacja ]

domieszek T
omieszek 7
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Obsadzenie poziomoéw . domieszkowych

3 — - T T T
103 I I : 10° T T T T
1
] =
10° — ag . (ND)3 = 026
102___ / )
I~ Ge:Sh » n
&£ 0 s Ge:Pe, Ge:As
c o Cds:Cl 3{“5‘1“
T - Si:Sby - SiP
= ‘s HMPA:Li ¢ Si:As
% l 7 101 | GaP:Zn s, GaAs:Mn —I
1 a o (CH,)::M _
WSe,:Ta\, .
. NH;:'[;i_:f_ 'TI?EHQ'LI
1 izolator metal Cs K——3*Ar:Na
10 ' — Nao Li
. WO,:Na
107 Ar:Cu |
10 20 é '4I» é ] I ] 1 | 1 L 1 1 \
? 14 16 18 20 22 24
n[10"® cm ?)
In (n,/cm-3)

P.P. Edwards, M.J. Sienko, J. Am. Chem. Soc. 103, 2967 (1981)
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Obsadzenie pozioméw domieszkowych

Rownanie neutralnoécj — niska temperatura, obszar jonizacji termicznej domieszek

A

=
O
% pasmo puste E
D
5 _— e m— m m m m m— — — .__L_.Eglz. E
% poziom donorowy 'f
—
= 0
<
)
s £
% pasmopetne | [T
" >

19.12.2019

Niska temperatura, obszar jonizacji

termicznej domieszek

Rozwazmy potprzewodnik, w ktérym:

N , = 0 — koncentracjoakeeptorow

N, — koncentracja donorow

Nj’ — koncentracja neutralnych akceptorow

NJ — koncentracja neutralnych donoréw

n — koncentracja elektrondw w pasmie
przewodnictwa

px~0— - i -

waleneyirym

Z warunku neutralnosci krysztatu:

n=Np—N)
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Obsadzenie pozioméw domieszkowych

Roéwnanie neutralnoécj

T(K)
A

= e
2
o pasmo puste E,
ﬁ _‘1'_ E /2 10"

___________ C <
% poziom donorowy 'f %
— 2
[ it S M £F 10"
< =
o S
O i k E E
|  _Poriomakeeptorowy | JFA £
aa -E /2

g
% pasmo petne !
1013
0 4 8 12 16 20
1000/T(K ™)
>
X
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