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Klasyczny model współczynnika załamania
Oscylatorowy model ośrodka

Opisujemy ośrodek przez zbiór klasycznych oscylatorów
harmonicznych, o częstości własnej ω0 i tłumieniu γ

Oscylatory są pobudzane do drgań polem elektrycznym fali
elektromagnetycznej ~E(t) = ~E0eiωt

Równanie ruchu oscylatora z siłą wymuszającą:

d2x
dt2 + γ

dx
dt

+ ω2
0x = − e

m
E0eiωt
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Klasyczny model współczynnika załamania
Rozwiązanie równania ruchu

Rozwiązanie jest postaci

x(t) = x0eiωt

z amplitudą zespoloną x0 zależną od ω:

x0 =
eE0

m
1

ω2 − ω2
0 − iωγ

Polaryzacja ośrodka o koncentracji atomów N:

~P = −Ne~x

Polaryzacja ośrodka o podatności χ zależy liniowo od pola E

~P = ε0χ~E
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Klasyczny model współczynnika załamania
Podatność dielektryczna

Porównanie wyrażeń na ~P pozwala wyznaczyć χ:

χ = −Ne2

ε0m
1

ω2 − ω2
0 − iωγ

= χ′ − iχ′′

Rzeczywista część podatności:

χ′ =
Ne2

ε0m
ω2

0 − ω2

(ω2 − ω2
0)

2 + ω2γ2

χ′′ =
Ne2

ε0m
ωγ

(ω2 − ω2
0)

2 + ω2γ2
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Klasyczny model współczynnika załamania
Zależność podatności od częstości fali
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Klasyczny model współczynnika załamania
Dyspersja i absorpcja

Względna przenikalność dielektryczna ośrodka:

ε = 1 + χ′ − iχ′′

Współczynnik załamania:

n =
√
ε ≈ 1 +

χ′

2
− i

χ′′

2
= n′ − iκ

Pole elektryczne fali w ośrodku:

E(x , t) = E0ei(ωt−kx) = E0ei(ωt−(n′−iκ)ω
c x) = E0e−κ

ω
c x ei(ωt−n′ ω

c x)

Amplituda pola zanika wykładniczo - prawo Lamberta-Beera

E ′0(x) = E0e−κ
ω
c x = E0e−αx
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Klasyczny model współczynnika załamania
Dyspersja i absorpcja

n′ - decyduje o prędkości fazowej światła w ośrodku (dyspersja)
α - decyduje o tłumieniu (absorpcja)
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Fale elektromagnetyczne w plazmie
Ośrodek wypełniony ładunkami swobodnymi

Dla fali poprzecznej wynik możemy uzyskać przez podstawienie
γ = 0 i ω0 = 0 w modelu oscylatorowym.

Względna przenikalność dielektryczna dla ładunków w próżni:

ε = 1− Ne2

ε0m
1
ω2

Względna przenikalność dielektryczna dla ładunków w ośrodku
o przenikalności εL:

ε = εL

(
1− Ne2

ε0εLm
1
ω2

)
= εL

(
1−

ω2
p

ω2

)

Częstość plazmowa:

ω2
p =

Ne2

ε0εLm
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Współczynnik załamania plazmy

Współczynnik załamania

n =
√
ε =

√
εL

(
1−

ω2
p

ω2

)
(dla ω < ωp n jest czysto urojone)

Współczynnik odbicia (z wzorów Fresnela):

R =

(
n − 1
n + 1

)2

(dla ω < ωp R = 1, fale nie wnikają do ośrodka)
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Współczynnik odbicia od plazmy
Jonosfera

εL = 1

Odbicie fal radiowych od jonosfery
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Współczynnik odbicia od plazmy
Metale

εL = 10

Odbicie światła od metali



Oscylatorowy model ośrodka Półklasyczny model oddziaływania

Propagacja fal radiowych w atmosferze
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Półklasyczny model oddziaływania atomu ze światłem
Opis fali E-M

Falę elektromagnetyczną opisujemy klasycznie przez potencjał
wektorowy ~A i skalarny φ

~E = −~∇φ− ∂~A
∂t

~B = ~∇× ~A

Hamiltonian atomu w polu fali E-M:

H =
1

2m

(
~p + e~A

)2
− eφ+ V

Wybieramy cechowanie φ = 0 i ~∇ · ~A = 0, wtedy [~p, ~A] = 0

H =
p2

2m
+ V +

e
m
~p~A +

e2A2

2m
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Półklasyczny model oddziaływania atomu ze światłem
Zaburzenie wywołane falą E-M

Przy małych natężeniach pola możemy pominąć wyraz
kwadratowy:

H =
p2

2m
+ V +

e
m
~p~A = H0 + H ′

Hamiltonian zaburzenia wywołanego falą E-M:

H ′ =
e
m
~p~A

Rozwiązania szukamy za pomocą rachunku zaburzeń
zależnego od czasu
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Półklasyczny model oddziaływania atomu ze światłem
Zaburzenie w atomie dwupoziomowym

Atom dwupoziomowy – funkcja falowa elektronu jest kombinacją
stanu podstawowego |1 > i wzbudzonego |2 >:

ψ(~r , t) = a1(t)e−i E1 t
~ |1 > +a2(t)e−i E2 t

~ |2 >

Słabe zaburzenie – a1 ≈ 1

"Złota reguła Fermiego":

da2(t)
dt = − i

~ < 2|H ′|1 > eiω0t ω0 = E2−E1
~

Podstawiamy ~A = ~A0

(
ei(ωt−~k~r) + e−i(ωt−~k~r)

)
Całkujemy równanie na a2(t) z warunkiem początkowym
a2(0) = 0
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Półklasyczny model oddziaływania atomu ze światłem
Zaburzenie w atomie dwupoziomowym

Rozwiązanie:

a2(t) =
e

m~
< 2|~p ~A0e−i~k~r |1 > 1− ei(ω+ω0)t

ω + ω0
+

+
e

m~
< 2|~p ~A0ei~k~r |1 > 1− ei(ω−ω0)t

ω − ω0

W pobliżu rezonansu ω + ω0 >> ω − ω0

Prawdopodobieństwo znalezienia atomu w stanie |2 >:

|a2|2 =
( e

m~

)2 ∣∣∣< 2|~p ~A0ei~k~r |1 >
∣∣∣2 (1− e−i(ω−ω0)t

) (
1− ei(ω−ω0)t

)
(ω − ω0)2

|a2|2 =
( e

m~

)2 ∣∣∣< 2|~p ~A0ei~k~r |1 >
∣∣∣2 2− 2 cos(ω − ω0)t

(ω − ω0)2
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Półklasyczny model oddziaływania atomu ze światłem
Zaburzenie w atomie dwupoziomowym

Przekształcamy cos 2x = 1− 2 sin2 x :

|a2|2 =
( e

m~

)2 ∣∣∣< 2|~p ~A0ei~k~r |1 >
∣∣∣2 sin2 (ω−ω0

2 t
)(

ω−ω0
2

)2

Całkujemy po ω, korzystając z
∫∞

0
sin2 ax

x2 dx = π
2 a

Prawdodobieństwo przejścia na jednostkę czasu:

|a2|2

t
= π

( e
m~

)2 ∣∣∣< 2|~p ~A0ei~k~r |1 >
∣∣∣2

Rozwijamy ei~k~r = 1 + i~k~r + ... i bierzemy pierwszy wyraz:

|a2|2

t
= π

( e
m~

)2 ∣∣∣< 2|~p ~A0|1 >
∣∣∣2
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Półklasyczny model oddziaływania atomu ze światłem
Zaburzenie w atomie dwupoziomowym

Jeśli długość fali jest dużo większa od rozmiaru atomu, to A0 jest
praktycznie stałe na obszarze atomu:

|a2|2

t
= π

( e
m~

)2
|A0|2

∣∣< 2|~p|1 >
∣∣2

Gęstość energii fali E-M przy rozkładzie izotropowym
(termicznym):

ρ = 3ε0ω2
0 |A0|2

Można pokazać, że < 2|~p|1 >= imω0 < 2|~r |1 >

|a2|2

t
=

π

3ε0~2 ρ
∣∣< 2|e~r |1 >

∣∣2
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Półklasyczny model oddziaływania atomu ze światłem
Zaburzenie w atomie dwupoziomowym

Porównujemy ze wzorami definiującymi współczynniki Einsteina

|a2|2

t
=

1
N1

dN12

dt
= B12ρ

B12 =
π

3ε0~2

∣∣< 2|e~r |1 >
∣∣2

Definiujemy dipolowy moment przejścia ~d12:

~d12 =< 2|e~r |1 >
Wyrażenia na współczynniki Einsteina:

B12 =
π

3ε0~2 | ~d12|2

A21 =
ω3e2

3πε0~c3 | ~d12|2
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Moment dipolowy przejścia

Moment dipolowy przejścia decyduje o prawdopodobieństwie
oddziaływania

Dla światła spolaryzowanego prawdopodobieństwo absorpcji
zależy od kierunku pomiędzy kierunkiem polaryzacji światła i
kierunkiem momentu dipolowego:

pa ∼ |~E · ~d |2

[www.olympusmicro.com]

Prawdopodobieństwo emisji spontanicznej rośnie z ω3
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