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Wiązania chemiczne i cząsteczki

Przybliżenie Borna Oppenheimera

Pełny nierelatywistyczny hamiltonian układu jąder i elektronów:

𝐻 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸Ψ Ԧ𝑟, 𝑅
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1
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𝑒2

Ԧ𝑟𝑖 − Ԧ𝑟𝑗
=

= 𝑇𝑒 + 𝑇𝑁 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 + 𝐺 𝑅
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𝑚, Ԧ𝑟𝑖 , 𝑖 – elektrony

𝑀𝑁, 𝑅𝑁, 𝑍𝑁 - jądra

Współrzędne podukładu elektronowego i podukładu jądrowego (jonowego) są przemieszane, 
separacja zmiennych elektronowych i jądrowych jest niemożliwa 

Trzeba zastosować przybliżenie adiabatyczne Borna-Oppenheimera 
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Jądra atomowe są tysiące, a nawet setki tysięcy cięższe od elektronów, więc poruszają się 
wolniej od nich.
Nieskończenie ciężkie jądra atomowe - pomijamy energię kinetyczną jąder

1A 2A 3A 4A 5A

𝑅 – traktujemy jak ustalony parametr
𝑘 – zbiór liczb kwantowych charakteryzujących dany stan elektronowy

𝐸𝑒𝑙
𝑘 (𝑅) – energie elektronowe różnych stanów 𝑘 jako funkcje położeń jąder 

𝑇𝑁 = 0

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙

𝑘Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

20.11.2019 13
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𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟

Przybliżenie Borna Oppenheimera



Przybliżenie Borna Oppenheimera
Najpierw szukamy rozwiązanie hamiltonianu dla danej konfiguracji atomów (gdy jądra się nie 
poruszają). Jest to tzw. hamiltonian elektronowy.

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙

𝑘Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

dla każdego chwilowego położenia jonów 𝑅 elektrony znajdują się w stanach kwantowych 

Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 odpowiadających potencjałowi aktualnej konfiguracji jonów 

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Wieloelektronowe funkcje falowe Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 zależą od położeń wszystkich elektronów i są 

sparametryzowane chwilowymi położeniami wszystkich jąder (jonów) 𝑅. Wskaźnik 𝑘

reprezentuje zbiór liczb kwantowych wieloelektronowego stanu kwantowego. Energie 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅

zależą od parametrów 𝑅. 

Dalej budujemy nasze szukane funkcje z tak otrzymanych funkcji elektronowych zawierających 
oddziaływania elektron-jądro, elektron-elektron i energię kinetyczną Te.

20.11.2019 14
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Rozwijamy funkcję falową Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 w bazie Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 :

20.11.2019 15
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Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 =

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝑇𝑁 + 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 + 𝐺 𝑅 Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 Ψ Ԧ𝑟, 𝑅

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 Ψ Ԧ𝑟, 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Przybliżenie Borna Oppenheimera
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𝑇𝑁 + 𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 
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𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 | ൿΨ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 | ൿΨ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 /∗ ൻΨ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 |

Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 + 𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 σ𝑘 𝜒

𝑘 𝑅 | ൿΨ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝐸 𝑅 σ𝑘 𝜒
𝑘 𝑅 | ൿΨ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Rozwijamy funkcję falową Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 w bazie Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 :

Przybliżenie Borna Oppenheimera
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Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 =

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 + 𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 σ𝑘 𝜒

𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝐸 𝑅 σ𝑘 𝜒
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 +

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 𝜒𝑛 𝑅

Stany elektronowe się mieszają!

Przybliżenie Borna Oppenheimera

Rozwijamy funkcję falową Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 w bazie Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 :
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Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 =

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 + 𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 σ𝑘 𝜒

𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝐸 𝑅 σ𝑘 𝜒
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 +

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 𝜒𝑛 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 + 

𝑘≠𝑛

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 +

+𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 𝜒𝑛 𝑅

Electronic states are mixed!

Przybliżenie Borna Oppenheimera

Rozwijamy funkcję falową Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 w bazie Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 :
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Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 =

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 + 𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 σ𝑘 𝜒

𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝐸 𝑅 σ𝑘 𝜒
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Przybliżenie 1: Adiabatyczne
Ruch elektronów jest na tyle szybki, że przy małej zmianie położenia jąder elektrony natychmiast 
przystosowują się do nowych warunków. Oznacza to, że elektrony nie zmieniają swojego stanu 

Ψ𝑒𝑙
𝑘 pod wpływem ruchu jąder. Matematycznie: operator 𝑇𝑁 działając na Ψ𝑒𝑙

𝑘 nie przeprowadza 
jej w inną funkcję Ψ𝑒𝑙

𝑛 , 𝑛 ≠ 𝑘.

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 +

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 𝜒𝑛 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 + 

𝑘≠𝑛

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 +

+𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 𝜒𝑛 𝑅

Przybliżenie Borna Oppenheimera

Rozwijamy funkcję falową Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 w bazie Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 :
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Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 =

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 + 𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 σ𝑘 𝜒

𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝐸 𝑅 σ𝑘 𝜒
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Pzybliżenie 1: Adiabatyczne
Stąd:

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 +

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 𝜒𝑛 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 + 

𝑘≠𝑛

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 +

+𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 𝜒𝑛 𝑅

Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 =

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 ≈ 𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅

Przybliżenie Borna Oppenheimera

Rozwijamy funkcję falową Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 w bazie Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 :
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Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 =

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 + 𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 σ𝑘 𝜒

𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝐸 𝑅 σ𝑘 𝜒
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Przybliżenie 2:
Zmiana położenia jąder słabo wpływa na stan elektronów. 

Matematycznie: operator („różniczkowanie”) 𝑇𝑁 działając na Ψ𝑒𝑙
𝑘 daje    𝑇𝑁| ൿΨ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 ≈ 0

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 +

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 𝜒𝑛 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 + 

𝑘≠𝑛

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 +

+𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 𝜒𝑛 𝑅

Przybliżenie Borna Oppenheimera

Rozwijamy funkcję falową Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 w bazie Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 :
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Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 =

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 + 

𝑘≠𝑛

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 +

+𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 𝜒𝑛 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 ≈ 𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅

𝐸 𝑅 → 𝐸𝑛

Przybliżenie Borna Oppenheimera

Rozwijamy funkcję falową Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 w bazie Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 :

potencjał efektywny
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Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 =

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 + 

𝑘≠𝑛

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 +

+𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 𝜒𝑛 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 ≈ 𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅

Przybliżenie Borna Oppenheimera

Rozwijamy funkcję falową Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 w bazie Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 :

potencjał efektywny
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Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 =

𝑘

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Równanie Schrodingera na ruch jąder w potencjale odpychającym 𝐺 𝑅 :

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 + 

𝑘≠𝑛

𝜒𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 +

+𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 𝑇𝑁 Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸 𝑅 𝜒𝑛 𝑅

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 ≈ 𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅

potencjał efektywny

Przybliżenie Borna Oppenheimera

Rozwijamy funkcję falową Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 w bazie Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 :



potencjał efektywny
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𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

Równanie Schrodingera na ruch jąder w potencjale odpychającym 𝐺 𝑅 :

𝜒𝑘 𝑅 ma sens funkcji falowej opisującej ruch jąder 

(jonów) w potencjale wzajemnego ich oddziaływania 

𝐺 𝑅 oraz adiabatycznego wkładu elektronów w energię 

ruchu jąder/jonów/sieci 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅
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Powierzchnia energii potencjalnej

Przybliżenie Borna-Oppenheimera nie jest spełnione gdy 
powierzchnie energii potencjalnej dwóch stanów 
elektronowych zbliżają się

𝜒𝑘 𝑅 ma sens funkcji falowej opisującej ruch jąder 

(jonów) w potencjale wzajemnego ich oddziaływania 

𝐺 𝑅 oraz adiabatycznego wkładu elektronów w energię 

ruchu jąder/jonów/sieci 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅

potencjał efektywny

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

Równanie Schrodingera na ruch jąder w potencjale odpychającym 𝐺 𝑅 :
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the potential energy surface
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potencjał efektywny

𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

Równanie Schrodingera na ruch jąder w potencjale odpychającym 𝐺 𝑅 :



Przybliżenia

Energia kinetyczna drgań (oscylacji) i rotacji
(obrotów) separują się, ponieważ zakładamy „małe”
drgania i powolne obroty.

Operatory działają na różne współrzędne: możemy
rozdzielić zmienne.
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Wiązania chemiczne i cząsteczki
𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

𝑇𝑜𝑠𝑐 + 𝑇𝑟𝑜𝑡 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

𝜒𝑛 𝑅 = 𝜒𝑜𝑠𝑐
𝑛 𝑅 𝜒𝑟𝑜𝑡

𝑛 𝜃, 𝜑

𝐸𝑛 = 𝐸𝑜𝑠𝑐
𝑛 + 𝐸𝑟𝑜𝑡

𝑛

Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝜒𝑜𝑠𝑐

𝑛 𝑅 𝜒𝑟𝑜𝑡
𝑛 𝜃, 𝜑 Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅

𝐸𝑛 = 𝐸𝑜𝑠𝑐
𝑛 + 𝐸𝑟𝑜𝑡

𝑛 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛

Co daje:



Przybliżenia

Energia kinetyczna drgań (oscylacji) i rotacji
(obrotów) separują się, ponieważ zakładamy „małe”
drgania i powolne obroty.

Operatory działają na różne współrzędne: możemy
rozdzielić zmienne.
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Wiązania chemiczne i cząsteczki
𝑇𝑁 + 𝐸𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

𝑇𝑜𝑠𝑐 + 𝑇𝑟𝑜𝑡 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝐺 𝑅 𝜒𝑛 𝑅 = 𝐸𝑛𝜒𝑛 𝑅

𝜒𝑛 𝑅 = 𝜒𝑜𝑠𝑐
𝑛 𝑅 𝜒𝑟𝑜𝑡

𝑛 𝜃, 𝜑

𝐸𝑛 = 𝐸𝑜𝑠𝑐
𝑛 + 𝐸𝑟𝑜𝑡

𝑛

Ψ Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝜒𝑛 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝜒𝑜𝑠𝑐

𝑛 𝑅 𝜒𝑟𝑜𝑡
𝑛 𝜃, 𝜑 Ψ𝑒𝑙

𝑛 Ԧ𝑟, 𝑅

𝐸𝑛 = 𝐸𝑜𝑠𝑐
𝑛 + 𝐸𝑟𝑜𝑡

𝑛 + 𝐸𝑒𝑙
𝑛

Co daje:



Struktura elektronowa cząsteczek 𝐸𝑒𝑙
𝑛 (𝑅)

Energia kinetyczna

Oddziaływanie z jądrami

Oddziaływanie elektronów ze sobą
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Electronic structure of molecules

𝐻𝑒𝑙 =

𝑖

𝑇𝑖 +

𝑖

𝑉𝑖 +

𝑖<𝑗

𝑉𝑖𝑗

Elektronowe równanie Schrödingera uwzględnia ruch wszystkich elektronów zawartych
w cząsteczce, oddziaływujących wzajemnie ze sobą i z nieruchomymi jądrami.

Najważniejsze jest oddziaływanie elektrostatyczne i tylko to uwzględniamy. Pozostałe
oddziaływania możemy uwzględnić rachunkiem zaburzeń.



Hartree–Fock method

Każdy elektron porusza się w polu elektrostatycznym wytworzonym przez ładunki nieruchomych 
jąder i uśredniony, statyczny rozkład ładunku wszystkich pozostałych elektronów.

Energie własne: suma energii 
poszczególnych elektronów

𝐸 =

𝑖

𝑛

𝜀𝑖
Funkcje własne: iloczyn jedno-
elektronowych funkcji falowych

Energia potencjalna 𝑖–tego elektronu w 
uśrednionym polu elektrostatycznym 
wytworzonym przez pozostałe elektrony.
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𝐻𝑒𝑙 =

𝑖

𝐻𝑖
0

𝐻𝑖
0 = 𝑇𝑖 + 𝑉𝑖 + 𝑈𝑖

𝐻𝑖
0Ψ𝑖 = 𝜀𝑖Ψ𝑖

𝐻𝑒𝑙Φ = 𝐸Φ

Φ Ԧr1, Ԧr2, Ԧr3, … Ԧr𝑛 = Ψ1 Ԧr1 Ψ2 Ԧr2 Ψ3 Ԧr3 …Ψ𝑛 Ԧr𝑛

Przybliżenia



Hartree–Fock method

Każdy elektron porusza się w polu elektrostatycznym wytworzonym przez ładunki nieruchomych 
jąder i uśredniony, statyczny rozkład ładunku wszystkich pozostałych elektronów.

Funkcje własne: iloczyn jedno-
elektronowych funkcji falowych

Energia potencjalna 𝑖–tego elektronu w 
uśrednionym polu elektrostatycznym 
wytworzonym przez pozostałe elektrony.
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𝐻𝑖
0 = 𝑇𝑖 + 𝑉𝑖 + 𝑈𝑖

𝐻𝑖
0Ψ𝑖 = 𝜀𝑖Ψ𝑖

𝐻𝑒𝑙Φ = 𝐸Φ

Φ Ԧr1, Ԧr2, Ԧr3, … Ԧr𝑛 = Ψ1 Ԧr1 Ψ2 Ԧr2 Ψ3 Ԧr3 …Ψ𝑛 Ԧr𝑛

Przybliżenia

𝐻𝑒𝑙 =

𝑖

𝐻𝑖
0 =

𝑖

𝜀𝑖 Energia całkowita: suma energii 
poszczególnych elektronów

Jednoelektronowa funkcja falowa 
nazywana orbitalem molekularnym



Hartree–Fock method

Każdy elektron porusza się w polu elektrostatycznym wytworzonym przez ładunki nieruchomych 
jąder i uśredniony, statyczny rozkład ładunku wszystkich pozostałych elektronów.

Funkcje własne: iloczyn jedno-
elektronowych funkcji falowych

Energia potencjalna 𝑖–tego elektronu w 
uśrednionym polu elektrostatycznym 
wytworzonym przez pozostałe elektrony.
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𝐻𝑖
0 = 𝑇𝑖 + 𝑉𝑖 + 𝑈𝑖

𝐻𝑖
0Ψ𝑖 = 𝜀𝑖Ψ𝑖

𝐻𝑒𝑙Φ = 𝐸Φ

Φ Ԧr1, Ԧr2, Ԧr3, … Ԧr𝑛 = Ψ1 Ԧr1 Ψ2 Ԧr2 Ψ3 Ԧr3 …Ψ𝑛 Ԧr𝑛

Przybliżenia

𝐻𝑒𝑙 =

𝑖

𝐻𝑖
0 =

𝑖

𝜀𝑖 Energia całkowita: suma energii 
poszczególnych elektronów

Jednoelektronowa funkcja falowa 
nazywana orbitalem molekularnym



Hartree–Fock method

Najpierw postulujemy 𝑈𝑖
0 i znajdujemy 

orbitale molekularne Ψ𝑖
0. Mając orbitale 

molekularne obliczamy nową postać 

potencjału 𝑈𝑖
1 następnie nowe orbitale 

molekularne Ψ𝑖
0 dla 𝑈𝑖

2 etc.

Mimo uproszczeń problem bardzo trudny 
i możliwy do rozwiązania tylko na drodze 
numerycznej.
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𝐻𝑒𝑙 =

𝑖

𝐻𝑖
0 =

𝑖

𝜀𝑖

𝐻𝑖
0 = 𝑇𝑖 + 𝑉𝑖 + 𝑈𝑖

𝐻𝑖
0Ψ𝑖 = 𝜀𝑖Ψ𝑖

Φ Ԧr1, Ԧr2, Ԧr3, … Ԧr𝑛 = Ψ1 Ԧr1 Ψ2 Ԧr2 Ψ3 Ԧr3 …Ψ𝑛 Ԧr𝑛

Każdy elektron porusza się w polu elektrostatycznym wytworzonym przez ładunki nieruchomych 
jąder i uśredniony, statyczny rozkład ładunku wszystkich pozostałych elektronów.

Funkcje własne: iloczyn jedno-
elektronowych funkcji falowych

Przybliżenia

𝐻𝑒𝑙Φ = 𝐸Φ



Hartree–Fock method

Orbital molekularny da się w przybliżeniu 
przedstawić w postaci kombinacji liniowej 
atomowych funkcji, czyli orbitali
atomowych 𝜑𝐴, z których każdy opisuje 
inny stan tego samego 𝑖-tego elektronu, 
gdy znajduje się on w pobliżu jądra 
atomu 𝐴.
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𝐻𝑒𝑙 =

𝑖

𝐻𝑖
0 =

𝑖

𝜀𝑖

𝐻𝑖
0 = 𝑇𝑖 + 𝑉𝑖 + 𝑈𝑖

𝐻𝑖
0Ψ𝑖 = 𝜀𝑖Ψ𝑖

Φ Ԧr1, Ԧr2, Ԧr3, … Ԧr𝑛 = Ψ1 Ԧr1 Ψ2 Ԧr2 Ψ3 Ԧr3 …Ψ𝑛 Ԧr𝑛

Ψ𝑖 Ԧ𝑟 =

𝐴

𝑐𝐴
𝑖𝜑𝐴 Ԧ𝑟

𝑐𝐴
𝑖 2 prawdopodobieństwo znalezienia 

elektronu w pobliżu atomu 𝐴.

𝐻𝑒𝑙Φ = 𝐸Φ

Każdy elektron porusza się w polu elektrostatycznym wytworzonym przez ładunki nieruchomych 
jąder i uśredniony, statyczny rozkład ładunku wszystkich pozostałych elektronów.

Przybliżenia



The Self-consistent Field Method 

Metoda pola samouzgodnionego, metoda orbitali molekularnych

Ψ𝑖 Ԧ𝑟 =

𝐴

𝑐𝐴
𝑖𝜑𝐴 Ԧ𝑟
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Dla każdego orbitalu atomowego 𝜑𝐴 początek układu współrzędnych jest w innym punkcie 
(orbitale są centrowane na różnych jądrach atomowych). Metodę tę nazywa się LCAO-MO
(Linear Combination of Atomic Orbitals).

„Teoretycznie” można brać dowolne kombinacje orbitali atomowych, ale w rzeczywistości 
bierzemy pewne „właściwe”  (wynikające z symetrii układu – teoria grup).

Elektronowa funkcja falowa w postaci iloczynu orbitali molekularnych nie jest ścisłą funkcją 
własną hamiltonianu, ponieważ nie uwzględnia korelacji ruchów elektronów.

Można tę funkcję poprawić przez dodanie wyrazów odpowiadających kombinacjom innych 
orbitali atomowych (innym konfiguracjom atomowym). Metoda ta nosi nazwę oddziaływania 
konfiguracji – CI (Configuration Interaction)

W najdokładniejszych obliczeniach elektronowa funkcja falowa dla stanu podstawowego 
cząsteczki wodoru H2 uwzględnia 100 konfiguracji atomowych (W. Kołos).



Metoda orbitali molekularnych
LCAO
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Rozwiązanie numeryczne hamiltonianu elektronowego (dla zadanej konfiguracji jąder)

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Każdy z orbitali jednoelektronowych 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛 musi być inny – dwa spinorbitale mogą mieć tę 
samą część orbitalną 𝜑, ale wtedy muszą mieć różny spin

𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛 = 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛
0
1

or 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛
1
0

Funkcja Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟1, Ԧ𝑟2, Ԧ𝑟3, … 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, … (poniżej) NIE jest dobrą funkcją falową elektronów -

dlaczego? 

Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟1, Ԧ𝑟2, Ԧ𝑟3, … 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, … = 𝜑1

𝑠𝑝
Ԧ𝑟1, 𝑠1 𝜑2

𝑠𝑝
Ԧ𝑟2, 𝑠2 …𝜑𝑛

𝑠𝑝
Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛



Metoda orbitali molekularnych
Metoda LCAO

20.11.2019 38

Rozwiązanie równania elektronowego wymaga metod numerycznych

𝐻𝑒𝑙 Ԧ𝑟, 𝑅 Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝑇𝑒 + 𝑉 Ԧ𝑟, 𝑅 + 𝑉𝑒 Ԧ𝑟 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅 = 𝐸𝑒𝑙
𝑘 𝑅 Ψ𝑒𝑙

𝑘 Ԧ𝑟, 𝑅

Jedna z metod: LCAO-MO z przybliżeniem Hartree-Focka – metoda samouzgodniona
(rozwiązania iteracyjne), 𝑛-elektronowa funkcja falowa w postaci pojedynczego wyznacznika 
Slatera, automatycznie zapewniającego antysymetryczność funkcji falowej ze względu na 
przestawienie dwóch dowolnych elektronów: 

Ψ𝑒𝑙
𝑘 Ԧ𝑟1, Ԧ𝑟2, Ԧ𝑟3, … 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, … =

1

𝑛!

𝜑1
𝑠𝑝

Ԧ𝑟1, 𝑠1 𝜑1
𝑠𝑝

Ԧ𝑟2, 𝑠2

𝜑2
𝑠𝑝

Ԧ𝑟1, 𝑠1 𝜑2
𝑠𝑝

Ԧ𝑟2, 𝑠2

… 𝜑1
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛

… 𝜑2
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠2
… …

𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟1, 𝑠1 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟2, 𝑠2
…

… 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛

Każdy z jednoelektronowych spinorbitali 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛 musi być inny – dwa spinorbitale mogą np. 
mieć tę samą część orbitalną, ale wtedy muszą się różnić spinem 

𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛, 𝑠𝑛 = 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛
0
1

lub 𝜑𝑛
𝑠𝑝

Ԧ𝑟𝑛
1
0


